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Доведено, що простiр Cp[0, 1] є напiввичерпним i не σ-
метризовним, i встановлена теорема про сукупну неперервнiсть на-
рiзно неперервних вiдображень f : X1 × ...×Xn → Cp[0, 1].

1 Вступ

В останнi роки активiзувалися дослiдження сукупної неперервностi на-
рiзно неперервних функцiй та їх аналогiв зi значеннями в просто-
рах, близьких до метризовних, зокрема, в σ-метризовних, сильно σ-
метризовних i в просторах Мура (див. працi [1,2] i вказану там лiте-
ратуру). Насправдi ж є значно бiльше типiв таких просторiв, багато з
них розглядаються у оглядi Ґ. Ґрюнгейджа [3]. Стосовно кожного з цих
типiв просторiв природно виникає питання про можливiсть перенесен-
ня вiдомих результатiв про сукупну неперервнiсть нарiзно неперервних
вiдображень та їх аналогiв зi значеннями в метризовних просторах на
вiдображення зi значеннями у просторах розглянутого типу. Це досить
обширне поле дiяльностi i його належить освоїти у найближчому май-
бутньому.

Важливими типами просторiв, близьких до метризовних, є вичер-
пнi та напiввичерпнi простори [3,4]. Отож на часi розглянути саме їх у
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зв’язку з поставленою загальною задачею. У цiй працi ми робимо пер-
ший крок у цьому напрямку, а подальшi ще чекають на своє втiлення.
Доведенi тут результати було анонсовано в тезах [5,6].

2. Природно розпочати з дослiдження зв’язкiв мiж згаданими кла-
сами просторiв. Але спочатку нагадаємо їх означення (див. [4,7]).

Топологiчний простiр Z називається σ-метризовним, якщо вiн по-
дається у виглядi об’єднання зростаючої послiдовностi своїх замкнених
метризовних пiдпросторiв Zn. Якщо до того ж кожна збiжна в Z по-
слiдовнiсть точок zj вся мiститься у деякому дограничному просторi
Zn, то простiр Z навають сильно σ-метризовним. Послiдовнiсть про-
сторiв Zn, про яку йдеться в цих означеннях називається вичерпуван-
ням σ-метризовного чи сильно σ-метризовного простору Z. Простори
R∞ всiх фiнiтних послiдовностей дiйсних чисел, K всiх фiнiтних непе-
рервних функцiй ϕ : R → R чи D всiх пробних фiнiтних нескiнченно-
диференцiйовних функцiй ϕ : R → R у теорiї розподiлiв Шварца –
усi вони є сильно σ-метризовними на основi теореми Д’єдонне-Шварца
[8, c.54]. Ширшi класи сильно σ-метризовних топологiчних векторних
просторiв подано в [7, c.199]. Площина Немицького P [9, c.47] є σ-
метризовним, але не сильно σ-метризовним простором.

Для топологiчного простору X символом T (X) ми позначаємо його
топологiю, тобто систему всiх його вiдкритих множин, а символом F(X)
– систему всiх його замкнених множин.

Топологiчний простiр Z називається вичерпним /напiввичерпним/,
якщо iснує таке вiдображення s : T (Z)×N → F(Z), яке кожнiй вiдкритiй
в Z множинi U i кожному номеру n ставить у вiдповiднiсть замкнену
в Z множину Fn(U) = s(U, n), так, що для довiльних U i V з T (X)
виконуються умови:

(i) (∀n)(Fn(U) ⊆ U) i
∞⋃

n=1
intFn(U) = U /

∞⋃
n=1

Fn(U) = U/;

(ii) (U ⊆ V ) ⇒ (∀n)(Fn(U) ⊆ Fn(V )).
При цьому вiдображення s так само називається вичерпуванням про-
стору Z. Як правило, в означеннi вичерпних i напiввичерпних просторiв
вимагається ще виконання аксiоми вiдокремностi T1 про те, що одното-
чковi множини замкненi, але ми опускаємо цю вимогу, бо i в означеннi
σ-метризовних просторiв ми її не накладали. Метризовнi простори бу-
дуть вичерпними. Щоб побудувати їх вичерпування, досить розглянути
метрику d, що породжує його топологiю, вiдстань d(z,E) вiд точки z до
непорожньої множини E у просторi (Z, d) i для вiдкритої множини U в
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Z покласти Fn(U) = Z, якщо U = Z i Fn(U) = {z ∈ U : d(z, Z \U) ≥ 1
n},

якщо U 6= Z. Зрозумiло, що для цього вичерпування Fn(U) ⊆ Fn+1(U)
для кожного n i довiльної вiдкритої в Z множини U . Таке зростаюче
вичерпування можна побудувати на кожному вичерпному чи напiвви-
черпному просторi.

Теорема 1. Нехай Z – σ-метризовний простiр з вичерпуванням
(Zn)∞n=1. Тодi:

а) на просторi Z iснує така метрика d, що для кожного n звуже-
ння dn = d|Z2

n
– це метрика на Zn, яка породжує його топологiчну

структуру;

б) простiр Z є напiввичерпним.

Доведення. а). За теоремою Гаусдорфа [10;9,c.439;11] кожну метри-
ку, що задана на замкненому пiдпросторi метризовного простору i поро-
джує його топологiчну структуру, можна продовжити до метрики, що
задана на всьому просторi i теж узгоджена з його топологiчною стру-
ктурою. Користуючись цiєю теоремою, iндуктивно можна побудувати
таку послiдовнiсть метрик dn : Z2

n → R, що кожна метрика dn поро-
джує топологiчну структуру пiдпростору Zn i dn+1|Z2

n
= dn для кожного

n. Справдi, нехай d1 – довiльна метрика на метризовному пiдпросторi
Z1, яка породжує його топологiчну структуру. Припустимо, що n > 1 i
вже побудованi метрики d2, ..., dn−1, такi, що dk+1|Z2

k
= dk для кожного

k = 1, ..., n − 2 i dk – породжує на Zk його топологiчну структуру. Про-
стiр Zn−1 є замкненим пiдпростором метризовного простору Zn, адже
Zn−1 ⊆ Zn i Zn−1 замкнений в Z. Тому за теоремою Гаусдорфа iснує
метрика dn на просторi Zn, яка продовжує метрику dn−1 i узгоджена з
топологiчною структурою пiдпростору Zn. Таким чином, побудову мо-
жна продовжити ще на один крок.

Нехай z′ i z′′ – довiльнi точки з простору Z. Iснує такий номер m, що
{z′, z′′} ⊆ Zm. Покладемо d(z′, z′′) = dm(z′, z′′). Легко перевiрити, що d –
коректно визначена метрика на Z, для якої d|Z2

n
= dn для кожного n.

б). Для кожної вiдкритої в Z множини U i довiльних номерiв n i m
покладемо

Fn,m(U) = {z ∈ Zn : d(z, Zn \ U) ≥ 1
m
},

якщо Zn * U i Fn,m(U) = Zn, якщо Zn ⊆ U .

Тут d(z,E) = inf{d(z, w) : w ∈ E} − вiдстань вiд точки z до непо-
рожньої множини E, що породжена вiдстанню d. Оскiльки d|Z2

n
= dn,

то ця вiдстань, коли z ∈ Zn i ∅ 6= E ⊆ Zn, збiгається з вiдстанню, що
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породжена вiдстанню dn, а значить, її звуження на Zn неперервне. То-
му множини Fn,m(U) замкненi в Zn, а отже, i в Z. Крiм того, ясно що
Fl,m(U) ∩ Zn = Fn,m(U) для кожного l > n i довiльного m. Так само
зрозумiло, що

Fn,m(U) ⊆ Fn,m+1(U)

для довiльних n i m i

∞⋃
m=1

Fn,m(U) = Zn ∩ U

для кожного n.

Покладемо Fn(U) = Fn,n(U) для кожного номера n i довiльної вiд-
критої в Z множини U . Множини Fn(U) замкненi в Z. Покажемо, що

∞⋃
n=1

Fn(U) = U.

Оскiльки для кожного n

Fn(U) ⊆ Zn ∩ U ⊆ U,

то досить перевiрити лише включення

U ⊆
∞⋃

n=1

Fn(U).

Нехай z ∈ U . Iснують такi номери k i m, що z ∈ Fk,m(U). Розглянемо
номер n = max{k, m}. Оскiльки Fn,m(U)∩Zk = Fk,m(U), то z ∈ Fn,m(U).
Але Fn,m(U) ⊆ Fn,n(U). Отже, z ∈ Fn(U) i потрiбна рiвнiсть доведена.

Нехай U i V – такi вiдкритi множини в Z, що U ⊆ V . З означення
множин Fn,m(U) легко випливає, що Fn,m(U) ⊆ Fn,m(V ) для довiльних
n i m. А тому i

Fn(U) = Fn,n(U) ⊆ Fn,n(V ) = Fn(V )

для кожного n.

Таким чином, простiр Z є напiввичерпним з вичерпуванням s(U, n) =
Fn(U).

Насправдi можна довести загальнiше твердження, з якого випливає
твердження б) теореми 1.
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Теорема 2. Нехай топологiчний простiр Z подається у виглядi
об’єднання послiдовностi своїх замкнених напiввичерпних пiдпросторiв
Zn. Тодi i Z – напiввичерпний простiр.

Доведення. Нехай sn – вичерпування для простору Zn. Для вiдкри-
тої множини U в Z i номера n покладемо

s(U, n) =
n⋃

j,k=1

sk(U ∩ Zk, j).

Ясно, що s(U, n) ⊆ s(V, n), якщо U ⊆ V . Множини Fk,j(U) = sk(U∩Zk, j)
замкненi в Zk, а значить, i в Z. Далi

∞⋃
n=1

s(U, n) =
∞⋃

n=1

n⋃
j,k=1

Fk,j(U) =
∞⋃

j,k=1

Fk,j(U) =

=
∞⋃

k=1

∞⋃
j=1

sk(U ∩ Zk, j) =
∞⋃

k=1

U ∩ Zk = U,

адже
∞⋃

k=1

Zk = Z. Тому простiр Z напiввичерпний i s – його вичерпува-
ння.

Теорема 3. Простiр Cp[0, 1] неперервних на вiдрiзку [0, 1] фун-
кцiй з топологiєю поточкової збiжностi є напiввичерпним, але не σ-
метризовним.

Доведення. Розглянемо рiвномiрну норму

‖z‖ = max
0≤t≤1

|z(t)|

на просторi C[0, 1] всiх неперервних на вiдрiзку [0, 1] функцiй i породже-
ну нею вiдстань d(z′, z′′) = ‖z′ − z′′‖.

Замкненi кулi

B[z, ε] = {w ∈ C[0, 1] : ‖w − z‖ ≤ ε}

у банаховому просторi Cu[0, 1] = (C[0, 1], ‖ · ‖) є замкненими множина-
ми i в локально опуклому просторi Cp[0, 1], топологiя якого задається
сукупнiстю переднорм

pt(z) = |z(t)|,
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де t пробiгає вiдрiзок [0, 1]. Справдi, якщо w ∈ C[0, 1]\B[x, ε], то ‖w−z‖ >
ε, отже, iснує така точка t0 ∈ [0, 1], що |w(t0) − z(t0)| > ε. Розглянемо
додатне число

δ = ε− |w(t0)− z(t0)|

i окiл
V = {v ∈ C[0, 1] : |v(t0)− w(t0)| < δ}

точки w у просторi Cp[0, 1]. Якщо v ∈ V , то

|v(t0)− z(t0)| ≥ |w(t0)− z(t0)| − |v(t0)− w(t0)| > |w(t0)− z(t0)| − δ = ε,

отже, ‖v − z‖ > ε i v /∈ B[z, ε]. Таким чином, V ⊆ C[0, 1] \B[z, ε], що дає
нам вiдкритiсть доповнення до кулi B[z, ε] у просторi C[0, 1] i замкне-
нiсть самої кулi B[z, ε].

Добре вiдомо, що простiр Cu[0, 1] сепарабельний. Нехай {zk : k ∈ N}
– злiченна i всюди щiльна в Cu[0, 1] множина. Система

B = {B[zk, ρ] : k ∈ N, ρ ∈ Q i ρ > 0}

всiх куль з центрами в точках zk i рацiональними радiусами є злiченною,
отже, її можна занумерувати в послiдовнiсть, тобто B = {Bn : n ∈ N},
де Bn = B[zkn , ρn], ρn ∈ Q i ρn > 0.

Стандартними мiркуваннями перевiряється, що система B0 =
{B(zk, ρ) : k ∈ N, ρ ∈ Q i ρ > 0} вiдповiдних вiдкритих куль є базою
топологiї простору Cu[0, 1], а тому система B є сiткою у просторi Cu[0, 1],
тобто для кожної вiдкритої в Cu[0, 1] множини U i довiльної точки z ∈ U
iснує такий елемент B ∈ B, що z ∈ B ⊆ U . Оскiльки кожна вiдкрита мно-
жина у просторi Cp[0, 1] є вiдкритою i в просторi Cu[0, 1], то система B
– це злiченна сiтка i у просторi Cp[0, 1], що складається з замкнених у
цьому просторi множин Bn.

Для кожної вiдкритої у просторi Cp[0, 1] множини U i довiльного
номера n визначимо множини Kn(U) = {k ∈ N : k ≤ n i Bk ⊆ U} i

Fn(U) =
⋃

k∈Kn(U)

Bk.

Множини Fn(U) будуть замкненими у просторi Cp[0, 1] як скiнченнi
об’єднання таких множин. З означення множин Fn(U) випливає, що
Fn(U) ⊆ U для кожного n.
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Оскiльки B – це сiтка в Cp[0, 1], то для кожного z ∈ U iснує такий
номер m, що z ∈ Bm ⊆ U . Тодi z ∈ Fm(U), адже Bm ⊆ Fm(U). Тому

∞⋃
n=1

Fn(U) = U.

Так само зрозумiло, що Fn(U) ⊆ Fn(V ), якщо U ⊆ V .

Таким чином, ми з’ясували, що простiр Cp[0, 1] є напiввичерпним з
вичерпуванням s(U, n) = Fn(U).

Щоб показати, що простiр Cp[0, 1] не σ-метризовний, припустимо су-
противне. Нехай (Zn)∞n=1 – зростаюча послiдовнiсть замкнених метри-
зовних пiдпросторiв простору Cp[0, 1], така, що

C[0, 1] =
∞⋃

n=1

Zn.

Множини Zn будуть замкненими i у банаховому просторi Cu[0, 1]. З те-
ореми Бера про категорiю [12,c.66] випливає, що iснує такий номер m,
що множина Zm має внутрiшню точку z0 у просторi Cu[0, 1]. Тодi iснує
таке ε > 0, що

B[z0, ε] ⊆ Zm,

звiдки випливає, що куля B = B[z0, ε] з топологiєю, iндукованою з про-
стору Cp[0, 1] є метризовним простором. Але це не так, бо простiр B з
топологiєю поточкової збiжностi не задовольняє першу аксiому злiчен-
ностi.

Таким чином, простiр Cp[0, 1] не є σ-метризовним i теорема доведена.

Вiдомо [17,c.209], що простiр Cp(T ) буде вичерпним тодi i тiльки тодi,
коли множина T не бiльш, нiж злiченна. Тому Cp[0, 1] – це не вичерпний
простiр.

Теорема 4. Площина Немицького P = R × [0,+∞) – це σ-
метризовний простiр Мура, який не є вичерпним i не є сильно σ-
метризовним.

Доведення. Вичерпування σ-метризовного простору P утворюють
множини

Zn = {(x, y) ∈ R : y = 0 або y ≥ 1
n
},

якi є замкненими i метризовними пiдпросторами площини Немицького.
Те, що площина Немицького є простором Мура, пояснено у працi [1], а
те, що P не є сильно σ-метризовним показано в [13].
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Вiдомо [4], що кожний вичерпний T1-простiр нормальний, а площи-
на Немицького – це не нормальний цiлком регулярний простiр [9, c.74].
Таким чином, простiр P не може бути вичерпним.

Авторам невiдомо: чи iснує вичерпний простiр, який не є σ-
метризовним.

3. Розглянемо пряму Зорґенфрея L, тобто множину дiйсних чисел, з
топологiєю, в якiй базою околiв точки x служать iнтервали [x, x + ε), де
ε > 0 [9, c.47].

Теорема 5. Пряма Зорґенфрея – це сепарабельний берiвський нор-
мальний i навiть лiнделефовий топологiчний простiр з першою аксiо-
мою злiченностi i континуальною вагою, який не є нi σ-метризовним,
нi напiввичерпним, нi простором Мура.

Доведення. Всi цi властивостi прямої Зорґенфрея вiдомi. Вага її
знайдена в [9, c.47], сепарабельнiсть встановлена в [9, c.54], нормальнiсть
– [9, c.80], лiнделефовiсть – [9, c.293]. Перша аксiома злiченностi в L
виконується, бо для кожного x з L система {[x, x+ 1

n) : n ∈ N} є злiченною
базою околiв точки x. Те, що L берiвський i не σ-метризовний простiр
пояснено в [14, c.71]. Те, що L – це не простiр Мура, випливає з того, що
KC-функцiї f : R2 → Z зi значеннями в просторах Мура мають точки
неперервностi [1], а вiдображення f0 : R2 → L, f0(x, y) = x, є скрiзь
розривною KC-функцiєю.

Нарештi, те, що L не є напiввичерним простором довiв Т.О.Банах
[15], спираючись на цiлий ряд теорем загальної топологiї i властивостей
прямої Зорґенфрея. Ми дамо тут порiвняно просте нове доведення цiєї
властивостi, що використовує лише теорему Бера про категорiю.

Припустимо, що L – напiввичерпний простiр i s – його вичерпування.
Розглянемо вiдкритi в L множини U(x) = [x,+∞), де x ∈ R, i покладе-

мо Fn(x) = s(U(x), n). Оскiльки s – вичерпування, то U(x) =
∞⋃

n=1
Fn(x).

Але x ∈ U(x), отже, x ∈ Fn(x) для деякого номера n, тому множина
N(x) = {n ∈ N : x ∈ Fn(x)} непорожня. У множинi N(x), як непоро-
жнiй пiдмножинi натурального ряду N, обов’язково є найменший еле-
мент m(x). Розглянемо множини An = {x ∈ R : m(x) = n}. Оскiльки
∞⋃

n=1
An = R, то з теореми Бера про категорiю, застосованої до числової

прямої R зi звичайною топологiєю, негайно випливає, що iснує такий но-
мер k, що множина A = Ak десь щiльна в R, тобто знайдеться такий
iнтервал I = (a− δ, a + δ), що I ⊆ A.
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Знайдемо строго спадну послiдовнiсть точок aj з A, яка прямує до
числа a. Побудова здiйснюється iндуктивним способом. Покладемо b1 =
a+δ. Оскiльки (a, b1) ⊆ A, то iснує точка a1 ∈ (a, b1)∩A. Далi беремо b2 =
min{a1, a+ δ

2}. Знову (a, b2) ⊆ A, отже, iснує точка a2 ∈ (a, b2)∩A. Пiсля
цього беремо b3 = min{a2, a+ δ

3} i знаходимо точку a3 ∈ (a, b3)∩A. Ясно,
що цей процес можна продовжувати до нескiнченностi, бо, побудувавши
точку aj ∈ A, для якої a < aj < bj = min{aj , a + δ

j+1}, ми можемо
розглянути число bj+1 = min{aj , a+ δ

j+1} i знайти точку aj+1 ∈ (a, bj+1)∩
A. Для визначених точок будемо мати a < aj < a + δ

j для кожного j,
отже, aj → a при j →∞. Крiм того, a < aj+1 < aj для кожного j.

Розглянемо вiдкриту в L множину U = (a,+∞) i покладемо En =
s(U, n). Оскiльки a /∈ Ek, бо a /∈ U i U ⊇ Ek, i множина Ek замкнена в
L, то iснує таке ε > 0, що [a, a + ε) ∩ Ek = ∅. Знайдемо такий номер j,
що a < aj < a + ε. Оскiльки aj ∈ A = Ak, то k = m(aj) ∈ N(aj), отже,
aj ∈ Fk(aj). Разом з тим aj /∈ Ek, бо aj ∈ (a, a + ε). Тому

s(U(aj), k) = Fk(aj) * Ek = s(U, k),

що суперечить умовi (ii) для вичерпування, адже у нас

U(aj) = [aj ,+∞) ⊆ (a,+∞) = U.

4. У зв’язку з теоремою 3 природно постає питання про дослiдження
на сукупну неперервнiсть нарiзно неперервних вiдображень f : X×Y →
Cp[0, 1]. Часткову вiдповiдь на нього дає наступний результат.

Теорема 6. Нехай X i Y – топологiчнi простори, причому Y за-
довольняє першу аксiому злiченностi, i f : X × Y → Cp[0, 1] – нарiзно
неперервне вiдображення. Тодi множина D(f) всiх його точок розриву
є множиною першої категорiї в X × Y , зокрема, вiдображення f буде
точково розривним, коли добуток X × Y є берiвським.

Доведення. Нехай T = [0, 1]. Для довiльної точки p = (x, y, t) ∈ X×
Y ×T покладемо g(x, y, t) = f(x, y)(t). Легко перевiрити, що g : X ×Y ×
T → R – це нарiзно неперервна функцiя. Справдi, неперервнiсть вiдносно
t випливає з того, що f(x, y) ∈ C[0, 1] для довiльної точки (x, y) ∈ X×Y .
Зафiксуємо точки y ∈ Y i t ∈ T i розглянемо функцiю gy,t : X → R, для
якої gy,t(x) = g(x, y, t). Функцiонал δt(z) = z(t) неперервний на просторi
Z = Cp[0, 1]. Так само неперервним буде вiдображення fy = f(·, y) : X →
Z, адже вiдображення f : X × Y → Z нарiзно неперервне. Оскiльки

(δt ◦ fy)(x) = δt(fy(x)) = δt(f(x, y)) = f(x, y)(t) = g(x, y, t) = gy,t(x),
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то gy,t = δt ◦ fy, отже, функцiя gy,t буде неперервною, як композицiя
неперервних функцiй.

З того, що T є метризовним компактом, чи з того, що T задовольняє
другу аксiому злiченностi, випливає [16], що множина

CT (g) = {(x, y) ∈ X × Y : {(x, y)} × T ⊆ C(g)}

є залишковою у добутку X × Y . Тут, як завжди, через C(g) позначено
множину точок сукупної неперервностi функцiї g. З компактностi про-
стору T випливає, що в кожнiй точцi p = (x, y) ∈ CT (g) вiдображення
f : X × Y → Cu(T ) неперервне, тим бiльше буде неперервним i вiдобра-
ження f : X × Y → Cp(T ), адже тотожне вiдображення Cu(T ) → Cp(T )
неперервне. Тому D(f) ⊆ (X × Y ) \ CT (g), звiдки випливає, що D(f) –
це множина першої категорiї.

Так само доводиться i

Теорема 7. Нехай X1, ..., Xn – топологiчнi простори, причому про-
стори X2, ..., Xn задовольняють першу аксiому злiченностi, i f : X1 ×
... × Xn → Cp[0, 1] – нарiзно неперервне вiдображення. Тодi множина
D(f) всiх його точок розриву є множиною першої категорiї в добутку
X = X1 × ...×Xn.
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SEPARATELY CONTINUOUS FUNCTIONS
AND STRATIFIABLE SPACES

Volodymyr MASLYUCHENKO, Oksana MYRONYK
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2 Kotsjubynskyi Str., Chernivtsi 58012

We prove that the space Cp[0, 1] is a semi-stratifiable space but is not
a σ-metrisable space. Also, we obtain a result on the joint continuity of
separately continuous functions f : X1 × ...×Xn → Cp[0, 1].


