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Вводиться поняття перехiдного вiдображення в довiльних топологiч-
них просторах i дослiджуються властивостi таких вiдображень. Вста-
новлено, що коли X — локально зв’язний простiр, Y — топологiчний
простiр, вiдображення f : X → Y має слабку властивiсть Дарбу i є
перехiдним, то f неперервне.

1. Вступ. Пiд декомпозицiєю неперервностi розумiють теореми, в
яких встановлюється неперервнiсть функцiї при виконаннi кiлькох iн-
ших умов. Такими умовами виступають рiзнi послаблення неперервно-
стi (нарiзна неперервнiсть, квазiнеперервнiсть, майже неперервнiсть,
властивiсть Дарбу, наявнiсть замкненого графiка, тощо), але буває,
що цi властивостi компонуються з властивостями iншої природи (мо-
нотоннiсть, лiнiйнiсть, адитивнiсть i т. д.). У нашому короткому оглядi
ми будемо розглядати в основному тi результати, в яких однiєю з умов
виступає замкненiсть графiка функцiї.

Напевно, першою теоремою про декомпозицiю неперервностi була
теорема Банаха про замкнений графiк [1, с. 35, теорема 7], яка твер-
дить, що для довiльних F -просторiв X i Y кожне адитивне вiдобра-
ження f : X → Y iз замкненим графiком є неперервним. У ХХ ст. ця
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теорема дiстала значний розвиток у працях рiзних математикiв (див.
[2] i вказану там лiтературу).

До цього напрямку слiд вiднести i теореми про автоматичну непе-
рервнiсть функцiй iз замкненим графiком. Наприклад, добре вiдомий
такий результат [3, с. 228]: якщо X — гаусдорфовий простiр i Y —
компакт, то вiдображення f : X → Y буде неперервним тодi i тiльки
тодi, коли воно має замкнений графiк. Iншi результати на цю тему є
в статтях [4, 5]. Сюди ж слiд долучити i результат К.Е. Барґеса [6]:
кожна локально обмежена функцiя f : R → R iз замкненим графiком
є неперервною.

Зауважимо, що функцiї з замкненим графiком самi по собi не дуже
розривнi. А саме I. Баґґс [7] показав, що пiдмножина числової пря-
мої R є множиною точок розриву функцiї f : R → R iз замкненим
графiком тодi i тiльки тодi, коли вона замкнена i нiде не щiльна в R.
Результат Баґґса Й. Добош [8] перенiс на функцiї f : X → R, що зада-
нi на берiвських метризовних просторах. Крiм того, вiн встановив, що
для довiльного топологiчного простору X множина D(f) точок розри-
ву функцiї f : X → R iз замкненим графiком є замкненою множиною
першої категорiї в X i, навпаки, кожна замкнена множина першої кате-
горiї в досконало нормальному просторi X є множиною точок розриву
деякої функцiї f : X → R iз замкненим графiком. Цi дослiдження
були продовженi у працi [9], в якiй, зокрема, доведено, що кожна дво-
сторонньо квазiнеперервна функцiя f : R → R iз замкненим графiком
є неперервною.

У працях [10, 11] згадується результат: кожна функцiя f : R → R
iз зв’язним i замкненим графiком є неперервною. У [11] навiть пода-
но доведення цiєї теореми, яке базується на однiй теоремi Баґґса [12]
про неперервнiсть переферiйно неперервних функцiй f : R → R iз
замкненим графiком. У працi [13] було наведено питання Риль-Нар-
дзєвського: чи кожна функцiя f : R2 → R iз зв’язним i замкненим
графiком буде неперервною? Негативну вiдповiдь на це питання отри-
мав Ї. Єлiнек [11].

Нагадаємо, що вiдображення f : X → Y має властивiсть Дарбу,
якщо для кожної зв’язної в X множини A її образ f(A) є зв’язною
множиною в просторi Y . Ми кажемо, що f має слабку властивiсть
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Дарбу, якщо образ f(G) кожної областi G в X є зв’язною множиною
в Y (функцiї з слабкою властивiстю Дарбу використовував Р.А. Мiм-
на [14], який їх називав O-зв’язними). У своїй дисертацiї М.Р. Вуйцик
подав такий результат [15, с. 15, наслiдок 18]: якщо X — локально зв’я-
зний простiр, Y — локально компактний простiр i f : X → Y — фун-
кцiя iз замкненим графiком, яка має властивiсть Дарбу, то функцiя
f — неперервна. Р.А. Мiмна [14] увiв поняття локальної w∗-неперер-
вностi i отримав таку теорему про декомпозицiю неперервностi: якщо
простiр X — локально зв’язний, Y — довiльний топологiчний простiр
i f : X → Y — локально w∗-неперервне вiдображення, що має слабку
властивiсть Дарбу, то f неперервне (див. також [16]).

П.Е. Лонґ i Е.Е. Макґегi [17] та А.I. Бернер [18] вказали умови
на простори X i Y , якi гарантують неперервнiсть майже неперервних
вiдображень f : X → Y iз замкненим графiком (див також працi
[19, 20, 21]).

З. Пьотровський i Е. Вiнґлер [22] навели приклад нарiзно неперер-
вного вiдображення з замкненим графiком, яке є розривним, i показа-
ли, що для локально зв’язного простору X, топологiчного простору Y i
локально компактного простору Z кожне вiдображення f : X×Y → Z

iз замкненим графiком, яке має властивiсть Дарбу вiдносно першої
змiнної i неперервне вiдносно другої змiнної, є неперервним. Iнший ре-
зультат на цю тему подали М.Р. Вуйцик i М.С. Вуйцик [10].

В.I. Крецу i В.К. Маслюченко [23] з’ясували, що кожна неперерв-
на за Стелiнґзом [24] функцiя f : R → R iз замкненим графiком є
неперервною. Для цього було введено нову властивiсть функцiй, яка
дiстала назву перехiднiсть (її мають функцiї f : R → R iз замкненим
графiком), i доведено, що кожна перехiдна i неперервна за Стелiнґзом
функцiя є неперервною.

Означення перехiдностi з [23] легко переноситься на функцiї f :

X → R, що заданi на довiльних топологiчних просторах, але узагаль-
нення цього поняття на вiдображення f : X → Y зi значеннями в до-
вiльних топологiчних просторах вимагає значно бiльших зусиль. Воно
було запропоноване в [25], де анонсувались попереднi версiї результатiв
цiєї працi.

У данiй статтi ми детально вивчаємо введене в [25] поняття пере-
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хiдностi вiдображень f : X → Y (див. означення в п. 4) i показуємо, що
вiдображення з замкнутим графiком зi значеннями в у гаусдорфовому
локально компактному просторi є перехiдним. Крiм того, ми вводимо
послаблення перехiдностi (слабку перехiднiсть i квазiперехiднiсть) i
з’ясовуємо (п. 6), що вiдображення f : X → Y буде мати властивiсть
типу Чезаро [26] тодi i тiльки тодi, коли воно не є слабко квазiпере-
хiдним. Звiдки випливає, що, як правило, перехiднi вiдображення не є
типу Чезаро.

Далi ми встановлюємо (п. 7), що iснує функцiя f : R → R типу
Чезаро, яка не є слабко квазiперехiдною, а значить, i перехiдною, у
кожнiй точцi x ∈ R, даючи тим самим вiдповiдь на питання, поставле-
не в [23]. Разом з тим показуємо, що у кожної слабко квазiперехiдної
функцiї f : X → R множина точок перехiдностi залишкова в X.

Ми даємо також новий загальний результат про декомпозицiю не-
перервностi (п. 9), частинним випадком якого є теореми з праць [14,
15, 23]: якщо X — локально зв’язний простiр, то для довiльного топо-
логiчного простору Y кожне перехiдне вiдображення f : X → Y , яке
має слабку властивiсть Дарбу, є неперервним.

Нарештi, в статтi отримано (п. 11) теорему про декомпозицiю су-
купної неперервностi, яка розвиває результати праць [10, 22], де роз-
глядалися вiдображення з замкненим графiком: для локально зв’язних
просторiв X та Y i топологiчного простору Z кожне перехiдне вiдоб-
раження f : X × Y → Z, яке має слабку властивiсть Дарбу вiдносно
кожної змiнної, є неперервним.

2. Перехiднi функцiї. Властивiсть перехiдностi для функцiй f :

R → R була введена в [23]. Без особливих змiн вона переноситься на
випадок дiйснозначних функцiй, заданих на довiльних топологiчних
просторах. Функцiя f : X → R називається перехiдною зверху /знизу/
в точцi x, якщо для довiльного ε > 0 iснують окiл U точки x i точка
y ∈ (f(x), f(x) + ε) /y ∈ (f(x)− ε, f(x))/, такi що (U × {y}) ∩Gr(f) =

∅, де Gr(f) — графiк функцiї f . Якщо функцiя перехiдна зверху i
знизу в точцi x, то вона називається перехiдною в точцi x. Функцiя
називається перехiдною /зверху, знизу/, якщо вона є такою в кожнiй
точцi x з X.

Надалi символом χA ми позначатимемо характеристичну функцiю
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множини A в X.

Теорема 1. Нехай X — топологiчний простiр, f : X → R — функцiя
i R \ f(X) = R. Тодi функцiя f є перехiдною.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку x ∈ X i ε > 0. Оскiльки множи-
на R\f(X) всюди щiльна, то iснують такi точки y1 i y2, що y1 ∈ (f(x)−
ε, f(x)), y2 ∈ (f(x), f(x)+ε) i y1, y2 6∈ f(X). Оскiльки множини X×{y1}
i X×{y2} не перетинаються з графiком, то функцiя f перехiдна в точцi
x.

Теорема 2. Нехай X — топологiчний простiр. Тодi кожна функцiя
f : X → R подається у виглядi суми двох перехiдних функцiй.

Доведення. Розглянемо множини A = f−1(Q) i B = R \A та функцiї
f1 = fχA, f2 = fχB. Оскiльки χA+χB = 1, то f = f1+f2. За побудовою
f1(X) ⊆ Q, а f2(X) ⊆ (R\Q)∪{0}, звiдки легко вивести, що R \ fi(X) =

R при i = 1, 2. Тому, згiдно з теоремою 1, функцiї f1 та f2 перехiднi.

Теорема 3. Кожна монотонна функцiя f : R → R є перехiдною.

Доведення. Нехай f зростає. Покажемо, що f перехiдна зверху. Вiзь-
мемо довiльну точку a ∈ R i ε > 0. Нехай f(a + 0) < f(a) + ε.
Тодi для довiльної точки y ∈ (f(a + 0), f(a) + ε) iснує точка b > a,
така, що для кожного x ∈ (a, b) маємо f(x) < y. Оскiльки для x ≤ a

маємо f(x) ≤ f(a) ≤ f(a + 0) < y, то для U = (−∞, b) маємо (U ×
{y}) ∩Gr(f) = ∅. Якщо ж f(a) + ε ≤ f(a+ 0), то для довiльної точки
y ∈ (f(a), f(a) + ε) при x > a маємо f(x) ≥ f(a + 0) > y, а при x ≤ a

маємо f(x) ≤ f(a) < y. Тодi для U = (−∞,+∞) отримаємо, що (U ×
{y}) ∩Gr(f) = ∅. Отже, f є перехiдною зверху в точцi a. Аналогiчно
встановлюється перехiднiсть знизу в точцi a. Для випадку спадання f

достатньо розглянути функцiю −f , яка буде зростаючою.

3. Характеризацiя перехiдностi функцiй. Можна дати харак-
теризацiю перехiдностi функцiї f : X → R в топологiчних термiнах.
Нагадаємо, що fr(B) = B ∩ Y \B — це межа множини B у топологiч-
ному просторi Y .
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Теорема 4. Нехай X — топологiчний простiр, f : X → R — функцiя
i x ∈ X. Тодi f є перехiдною в точцi x ∈ X тодi i тiльки тодi, коли
для кожного околу V точки f(x) в R iснують окiл U точки x в X i
вiдкритий окiл W точки f(x) в R такi, що W ⊆ V i f(U)∩fr(W ) = ∅.

Доведення. Нехай функцiя f є перехiдною в точцi x ∈ X. Вiзьмемо
довiльний окiл V точки f(x). Iснує ε > 0 таке, що (f(x)− ε, f(x)+ ε) ⊆
V . Тодi iснують окiл U точки x i точки y1, y2 такi, що y1 ∈ (f(x) −
ε, f(x)), y2 ∈ (f(x), f(x)+ε), (U×{y1})∩Gr(f) = ∅ i (U×{y2})∩Gr(f) =

∅. Покладемо W = (y1, y2). Тодi fr(W ) = {y1, y2} i для кожного x ∈ U

маємо f(x) 6= y1, y2, отже, f(U) ∩ fr(W ) = ∅.
Навпаки, вiзьмемо x ∈ X i ε > 0. Тодi iснують окiл U точки x в X

i вiдкритий окiл W точки f(x) в R, такi, що W ⊆ (f(x)− ε
2
, f(x) + ε

2
) i

f(U)∩ fr(W ) = ∅. Оскiльки множина W обмежена, то iснують точки
y1 = infW i y2 = supW . Ясно, що yi ∈ W при i = 1, 2 i

f(x)− ε < f(x)− ε

2
≤ y1 < f(x) < y2 ≤ f(x) +

ε

2
< f(x) + ε.

Оскiльки множина W вiдкрита, то yi 6∈ W , отже, yi ∈ W \W = fr(W )

при i = 1, 2. Але f(U) ∩ fr(W ) = ∅, отже, f(x) 6= yi для довiльних
i = 1, 2 та x ∈ U . Тому (U × {yi}) ∩ Gr(f) = ∅ при i = 1, 2, що i дає
нам перехiднiсть функцiї f у точцi x.

Хоча умова перехiдностi i є досить слабкою, однак iснують функцiї
f : R → R, якi її не задовольняють.

Приклад 1. Розглянемо функцiю f : R → R, для якої:

f(x) =

{
sin 1

x
, якщо x 6= 0;

0, якщо x = 0.

Так визначена функцiя не є перехiдною в точцi x = 0 нi зверху, нi
знизу. Справдi, для довiльного y ∈ (−1, 0)∪ (0, 1) i для кожного околу
U точки x = 0 iснує номер n, такий, що точка xy =

1
arcsin y+2nπ

∈ U . При
цьому f(xy) = y, отже, (U × {y}) ∩Gr(f) 6= ∅.

Пiзнiше ми наведемо приклад функцiї, яка не є перехiдною в жо-
днiй точцi.

4. Перехiднi вiдображення зi значеннями в топологiчних
просторах. Теорема 4 дозволяє розширити поняття перехiдностi на
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випадок вiдображень зi значеннями у довiльних топологiчних прос-
торах. Зауважимо, що для вiдкритої множини W у просторi Y маємо
fr(W ) = W \W . Тому умова f(U)∩fr(W ) = ∅ рiвносильна включенню
f(U) ⊆ Y \ fr(W ) = W t (Y \W ).

Для топологiчних просторiв X i Y вiдображення f : X → Y нази-
вається перехiдним у точцi x ∈ X, якщо для кожного околу V точки
f(x) в Y iснують окiл U точки x в X i вiдкритий окiл W точки f(x) в
Y такi, що W ⊆ V i f(U) ⊆ W t (Y \W ), i просто перехiдним, якщо
воно є таким у кожнiй точцi з X.

Теорема 5. Нехай X i Y — топологiчнi простори. Тодi кожна непе-
рервна функцiя f : X → Y є перехiдною.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку x ∈ X i довiльний окiл V точки
f(x) в Y . Оскiльки функцiя f неперервна в точцi x, то iснує такий окiл
U точки x в X, що f(U) ⊆ intV . Множина W = intV ⊆ V вiдкрита i
f(U) ⊆ W , що i дає нам перехiднiсть f у точцi x.

Теорема 6. Нехай X — топологiчний простiр, Y — гаусдорфовий
локально компактний простiр i f : X → Y — вiдображення iз зам-
кненим графiком. Тодi f — перехiдне вiдображення.

Доведення. Припустимо, що f не є перехiдним у деякiй точцi x ∈
X. Тодi iснує такий окiл V1 точки y = f(x) в Y , що для будь-якого
вiдкритого околу W точки y в Y , такого, що W ⊆ V1, i для довiльного
околу U точки x в X маємо f(U) ∩ fr(W ) 6= ∅. Оскiльки простiр
Y локально компактний, то в Y iснує компактний окiл V2 точки y.
Перетин V0 = V1 ∩ V2 — це теж окiл точки y в Y . Оскiльки простiр Y

регулярний (навiть тихоновський [27, с. 231]), то в Y iснує замкнений
окiл V точки y такий, що V ⊆ V0. Цей окiл буде компактним разом з
V2, бо V ⊆ V2.

Нехай W = intV . Ясно, що W — це вiдкритий окiл точки y в Y i
W ⊆ V ⊆ V0 ⊆ V1. Тому для кожного околу U точки x в X iснує точка
xU ∈ U така, що f(xU) ∈ fr(W ). Позначимо через Ux систему всiх
околiв точки x в X. Це напрямлена включенням ⊇ множина i сiтка
(xU)U∈Ux збiгається до x в X. Оскiльки yU = f(xU) ∈ fr(W ) ⊆ W ⊆
V = V для кожного U ∈ Ux i множина V компактна, то iснує така
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пiдсiтка (yUj
)j∈J сiтки (yU)U∈Ux , яка збiгається до деякої точки b ∈ V .

Але fr(W ) — це замкнена множина i yUj
∈ fr(W ) для кожного j.

Тому i b ∈ fr(W ). З iншого боку, pj = (xUj
, yUj

) ∈ Gr(f) для кожного
j, причому pj → p = (x, b) в X × Y . На основi замкненостi Gr(f) в
X × Y отримуємо, що p ∈ Gr(f), тобто b = f(x) = y. Але ж y ∈ W , а
b 6∈ W , що дає нам суперечнiсть, яка доводить перехiднiсть f .

5. Слабко перехiднi вiдображення. Нехай X i Y — топологiчнi
простори. Вiдображення f : X → Y назвемо слабко перехiдним у точцi
x з X, якщо для кожного околу V точки y = f(x) у просторi Y iснують
окiл U точки x в X i точка b ∈ V такi, що (U × {b}) ∩ Gr(f) = ∅, i
просто слабко перехiдним, якщо f має цю властивiсть у кожнiй точцi x
простору X. Зрозумiло, що функцiя f : X → R буде слабко перехiдною
тодi i тiльки тодi, коли вона перехiдна зверху або знизу.

Теорема 7. Нехай X — топологiчний простiр, Y — регулярний прос-
тiр, x — точка з X, f : X → Y — перехiдне в точцi x вiдображення,
причому iснує зв’язний окiл V0 точки y = f(x) в просторi Y такий,
що V0 6= {y}. Тодi f буде слабко перехiдним в точцi x.

Доведення. Нехай V — довiльний окiл точки y в просторi Y . З а
умовою iснує точка y0 з V0, така, що y0 6= y. З аксiоми T1 випливає,
що iснує окiл V1 точки y в Y такий, що y0 6∈ V1. Оскiльки простiр Y

регулярний, то iснує такий замкнений окiл V2 точки y в Y , що V2 ⊆
V ∩ V0 ∩ V1. З перехiдностi f у точцi x випливає, що iснують окiл U

точки x в X i вiдкритий окiл W точки y в Y такi, що f(U)∩fr(W ) = ∅
i W ⊆ V2. Покажемо, що fr(W ) 6= ∅. Якщо fr(W ) = ∅, то W буде
вiдкрито-замкненою множиною у просторi Y , причому W ⊆ V0. Бiльше
того, W ⊂ V0, адже y0 ∈ V0 \ W . Крiм того, W 6= ∅, адже y ∈ W .
Тодi зв’язна множина V0 розбивається на двi вiдкритi в нiй непорожнi
множини W i V0 \W , що неможливо.

Таким чином, fr(W ) 6= ∅. Отже, iснує точка b ∈ fr(W ). Оскiльки
W ⊆ V2 i V2 — замкнена множина, то i fr(W ) ⊆ V2 ⊆ V . В такому
разi b ∈ V i b 6∈ f(U), тобто (U × {b}) ∩Gr(f) = ∅. Це i означає, що f

слабко перехiдне в точцi x.

6. Функцiї типу Чезаро. Нагадаємо означення функцiї типу Че-
заро [26]. Кажуть, що f : X → Y — це функцiя типу Чезаро, якщо
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iснують непорожнi вiдкритi множини U ⊆ X i V ⊆ Y такi, що для
кожного y ∈ V множина f−1(y) щiльна в U .

Введемо ще одне ослаблення перехiдностi, яке, як ми з’ясуємо далi,
пов’язане з властивiстю типу Чезаро. Назвемо вiдображення f : X →
Y слабко квазiперехiдним у точцi x з X, якщо для кожного околу
V точки f(x) у просторi Y i кожного околу U точки x в X iснують
непорожня вiдкрита множина G в X i точка b ∈ V такi, що G ⊆ U i
(G × {b}) ∩ Gr(f) = ∅. Якщо ця властивiсть виконується для кожної
точки x з X, то f називається просто слабко квазiперехiдним.

Теорема 8. Нехай f : X → Y — слабко перехiдне в точцi x ∈ X

вiдображення. Тодi f буде i слабко квазiперехiдним у цiй точцi.

Доведення. Нехай V — довiльний окiл точки y = f(x) в Y , а U —
довiльний окiл точки x в X. Оскiльки f слабко перехiдне у точцi x, то
iснують окiл U0 точки x i точки b ∈ V такi, що (U0 ×{b})∩Gr(f) = ∅.
Покладемо G = int(U ∩ U0). Зрозумiло, що множина G вiдкрита i
∅ 6= G ⊆ U , адже x ∈ G. Ясно, що при цьому (G × {b}) ∩ Gr(f) = ∅,
отже, f слабко квазiперехiдна в точцi x.

Лема 1. Нехай X i Y — топологiчнi простори, U — вiдкрита непо-
рожня множина в X, y ∈ Y , f : X → Y — вiдображення i f−1(y) ⊇ U .
Тодi y ∈ f(U).

Доведення. З вiдкритостi U випливає, що f−1(y) ∩ U ⊇ U , отже,
f−1(y) ∩ U 6= ∅, бо U 6= ∅. Тому iснує точка x ∈ f−1(y) ∩ U . Тодi
y = f(x) ∈ f(U).

Теорема 9. Вiдображення f : X → Y буде мати властивiсть типу
Чезаро тодi i тiльки тодi, коли воно не є слабко квазiперехiдним.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай f має властивiсть Чезаро. Тодi
iснують такi вiдкритi непорожнi множини U i V вiдповiдно в X i Y ,
що f−1(b) ⊇ U для кожної точки b ∈ V . Згiдно з лемою, f(U) ⊇ V . Вi-
зьмемо якусь точку y з V . Тодi y = f(x) для деякого x ∈ U . Множини
U i V — це околи точок x i y у просторах X i Y вiдповiдно. Розглянемо
довiльну вiдкриту в X непорожню множину G, яка мiститься в U , i
довiльну точку b з V . Оскiльки f−1(b) ⊇ U , то f−1(b) ∩ G 6= ∅, отже,
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(G×{b})∩Gr(f) 6= ∅. Це показує, що f не є слабко перехiдним у точцi
x.

Достатнiсть. Нехай f не є слабко квазiперехiдним. Тодi iснує то-
чка x ∈ X, в якiй f не є слабко квазiперехiдним. В такому разi iснують
такi околи U0 i V0 точок x i y = f(x) у просторах X i Y вiдповiдно,
що (G × {b}) ∩ Gr(f) 6= ∅ для кожної вiдкритої непорожньої пiдмно-
жини G множини U0 i для кожної точки b ∈ V0. Множини U = intU0

i V = intV0 є вiдкритими у вiдповiдних просторах i непорожнiми, при
цьому U ⊆ U0 i V ⊆ V0. Тому (G × {b}) ∩ Gr(f) 6= ∅ для кожної
непорожньої вiдкритої множини G ⊆ U i довiльної точки b ∈ V . Це
означає, що f−1(b) ⊇ U для кожного b ∈ V . Отже, f має властивiсть
типу Чезаро.

Теорема 10. Нехай f : X → Y — слабко перехiдне вiдображення. Тодi
f не має властивостi типу Чезаро.

Доведення. З теореми 8 випливає, що f є слабко квазiперехiдним, а
з теореми 9 отримуємо, що f не має властивостi типу Чезаро.

Теорема 11. Нехай X — топологiчний простiр, Y — регулярний про-
стiр, f : X → Y — перехiдне вiдображення i для кожної точки x з X

iснує зв’язний окiл V точки y = f(x) в Y такий, що V 6= {y}. Тодi f
не має властивостi типу Чезаро.

Доведення. Це твердження негайно випливає з теорем 7 i 10.

Символом |E| ми позначаємо потужнiсть множини E.

Теорема 12. Нехай X — топологiчний простiр, Y — регулярний про-
стiр, який задовольняє одну з двох умов:

а) Y не має iзольованих точок i є локально зв’язним;
б) |Y | ≥ 2 i Y зв’язний.

Тодi кожне перехiдне вiдображення f : X → Y не є типу Чезаро.

Доведення. Нехай f : X → Y — перехiдне вiдображення, x ∈ X i
y = f(x). Якщо виконується умова а), то для кожної точки x ∈ X

iснує зв’язний окiл V точки y в Y , причому V 6= {y}, бо в Y немає
iзольованих точок. Якщо ж виконується умова б), то для кожного x ∈
X окiл V = Y точки y буде зв’язним i V 6= {y}, бо |Y | ≥ 2. Таким
чином, f не має властивостi типу Чезаро, згiдно з теоремою 11.
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7. Про точки перехiдностi.

Теорема 13. Iснує функцiя f : R → R типу Чезаро, яка не є слабко
квазiперехiдною в жоднiй точцi x ∈ R.

Доведення. Розглянемо фактор-групу Ξ = R/Q адитивної групи по-
ля R дiйсних чисел за пiдгрупою Q рацiональних чисел. Вона склада-
ється з елементiв ξ, якi є зсувами a+Q множини рацiональних чисел
на всеможливi дiйснi числа a. Отже, |ξ| = ℵ0 для кожного ξ ∈ Ξ. Крiм
того, ξ1 ∩ ξ2 = ∅ для довiльних рiзних елементiв ξ1 i ξ2 з Ξ i

R =
⊔
ξ∈Ξ

ξ,

бо для кожного y ∈ R маємо y ∈ ξy = y +Q. Тому

c = |R| =
∑
ξ∈Ξ

|ξ| = |Ξ| · ℵ0 = |Ξ|,

адже n · ℵ0 = n для довiльної нескiнченної потужностi n. Нехай ϕ :

Ξ → R — деяка бiєкцiя. Покладемо f(x) = ϕ(ξ) для довiльного x ∈ ξ.
Так визначається сюр’єктивна функцiя f : R → R. Ця функцiя i є
шуканою. Справдi, для довiльної точки x ∈ R i її образу y = f(x)

розглянемо їх околи U = V = R. Нехай b ∈ V i G — вiдкрита непо-
рожня частина U . За побудовою множина ξ = f−1(b) — це той еле-
мент ξ з Ξ, що ϕ(ξ) = b. Ця множина буде всюди щiльною в R. Отже,
f−1(b) ∩G 6= ∅, а значить, (G× {b}) ∩Gr(f) 6= ∅.

Разом з цим наступний результат показує, що слабко квазiперехiднi
функцiї (тобто функцiї f : X → R, що не є типу Чезаро) насправдi
будуть слабко перехiдними у багатьох точках.

Теорема 14. Нехай X i Y — топологiчнi простори i Y має не бiльш
нiж злiченну псевдобазу, а f : X → Y — слабко квазiперехiдне вiдобра-
ження. Тодi множина B всiх тих точок x з X, в яких f буде слабко
перехiдною, є залишковою в X.

Доведення. Нехай V = {Vn : n ∈ N} — псевдобаза топологiї простору
Y , що складається з непорожнiх множин, i Ux — система всiх околiв
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точки x в X. Мiркуючи вiд супротивного, припустимо, що доповнення
A = X \ B є множиною другої категорiї в X. Для кожного номера n

розглянемо множини

An = {x ∈ X : (∀Ux ∈ Ux)(∀b ∈ Vn)((Ux × {b}) ∩Gr(f) 6= ∅)}

i перевiримо, що A ⊆
∞⋃
n=1

An.

Нехай x ∈ A. Тодi x 6∈ B, отже, iснує такий окiл V точки y = f(x),
що (Ux × {b}) ∩ Gr(f) 6= ∅ для довiльного околу Ux точки x i для
довiльного b ∈ V . Множина V0 = intV є вiдкритою i непорожньою.
Тому iснує номер k, що Vk ⊆ V0, адже V — псевдобаза в Y . Ясно, що
тодi x ∈ Ak.

Оскiльки A — це множина другої категорiї, то iснує такий номер
m, що множина Am буде щiльною у деякiй вiдкритiй непорожнiй мно-
жинi U . Множина V = Vm є вiдкритою i непорожньою в Y . Покажемо,
що f−1(b) ⊇ U для кожного y ∈ V . Нехай G — вiдкрита непорожня
частина U i y ∈ V . Оскiльки множина Am щiльна в U , то iснує точка
x ∈ G ∩ Am. Але G — це окiл точки x, тому (G × {y}) ∩ Gr(f) 6= ∅
за означенням множини Am. Отже, f−1(y) ∩ G 6= ∅, а це i дає нам
щiльнiсть f−1(y) в U .

Ми довели, що f — це вiдображення типу Чезаро, що суперечить
умовi на основi теореми 9.

Для Y = R можна довести бiльше.

Теорема 15. Нехай X — топологiчний простiр i f : X → R — слабко
квазiперехiдна функцiя. Тодi множини B, B+ i B− всiх тих точок x

з X, в яких f буде вiдповiдно перехiдною, перехiдною зверху чи пере-
хiдною знизу, є залишковими в X.

Доведення. Покажемо, що множина B+ залишкова в X. Нехай A =

X \B+. Припустимо, що A — це множина другої категорiї в X. Нехай
Ux — система всiх околiв точки x в X i {Vn : n ∈ N} — база топологiї в
R, що складається з непорожнiх iнтервалiв з рацiональними кiнцями.
Як i в доведенi теореми 14, введемо множини

An = {x ∈ X : (∀Ux ∈ Ux)(∀b ∈ Vn)((Ux × {b}) ∩Gr(f) 6= ∅)}.
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З’ясуємо, що A ⊆
∞⋃
n=1

An. Нехай x ∈ A, тобто x 6∈ B+. Тодi iснує

таке ε > 0, що для довiльного околу Ux ∈ Ux i будь-якої точки b ∈
(f(x), f(x)+ε) перетин (Ux×{b})∩Gr(f) непорожнiй. Iснує таке n, що
Vn ⊆ (f(x), f(x) + ε). Тодi (Ux × {b}) ∩Gr(f) 6= ∅, як тiльки Ux ∈ Ux i
b ∈ Vn, отже, x ∈ An.

Далi, мiркуючи так само, як в доведеннi попередньої теореми, при-
ходимо до суперечностi.

Залишковiсть множини B− легко випливає з доведеного, коли роз-
глянути функцiю −f . Далi B = B+ ∩ B−, отже, i множина B залиш-
кова.

8. Слабка властивiсть Дарбу. Нагадаємо, що вiдображення f :

X → Y має властивiсть Дарбу, якщо образ f(E) кожної зв’язної
множини E у просторi X є зв’язною множиною у просторi Y . Будемо
говорити, що вiдображення f : X → Y має слабку властивiсть Дар-
бу, якщо образ f(G) кожної областi G в X, тобто вiдкритої i зв’язної
множини, є зв’язною множиною в Y . Це поняття фiгурує у статтi [14]
пiд назвою O-зв’язнiсть.

Зрозумiло, що коли вiдображення має властивiсть Дарбу, то воно
має i слабку властивiсть Дарбу. Обернене твердження невiрне. Це по-
казує наступний приклад.

Приклад 2. Розглянемо функцiю f : R → R, яка визначається так:

f(x) =


sin 1

x
, якщо x > 0;

0, якщо x = 0;

1, якщо x < 0.

Функцiя f не має властивостi Дарбу, бо зв’язна множина (−∞, 0]

переходить в незв’язну множину {0} ∪ {1}. Однак вона має слабку
властивiсть Дарбу. Щоб це перевiрити, розглянемо довiльну область G

на числовiй прямiй. Добре вiдомо, що G — це якийсь iнтервал числової
прямої. Якщо 0 ∈ G, то f(G) = [−1, 1], якщо ж 0 6∈ G, то обов’язково
G ⊆ (−∞, 0) або G ⊆ (0,+∞). У першому випадку f(G) = {1}, а в
другому випадку множина f(G) зв’язна, бо звуження f|(0,+∞) неперер-
вне.
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9. Теорема про декомпозицiю неперервностi. З допомогою
введених понять можна отримати новий результат про декомпозицiю
неперервностi.

Теорема 16. Нехай X — локально зв’язний простiр, Y — топологiч-
ний простiр, вiдображення f : X → Y має слабку властивiсть Дарбу
i є перехiдним. Тодi f — неперервне вiдображення.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку x ∈ X i окiл V точки f(x) в Y .
Оскiльки вiдображення f перехiдне в точцi x, то iснують окiл U точки
x в X i вiдкритий окiл W точки f(x) в Y такi, що W ⊆ V i f(U) ⊆
Wt(Y \W ). Iснує вiдкритий зв’язний окiл U0 точки x такий, що U0 ⊆ U .
Таким околом буде компонента зв’язностi будь-якого вiдкритого околу
G точки x, що мiстить цю точку i мiститься в U . Зрозумiло, що f(U0) ⊆
W t (Y \W ). Оскiльки f має слабку властивiсть Дарбу, то множина
f(U0) зв’язна. Тодi з умови f(x0) ∈ W випливає, що f(U0) ⊆ W , звiдки
отримуємо, що f(U0) ⊆ V . Це i дає нам неперервнiсть f у точцi x.

Зауважимо, що з цiєї теореми випливають не тiльки результати з
праць [14, 15, 23], а й згаданий у вступi результат про неперервнiсть
функцiї f : R → R зi зв’язним i замкненим графiком, бо функцiя
f : R → R зi зв’язним графiком має властивiсть Дарбу [28].

10. Локально w∗-неперервнi вiдображення. Вiдображення f :

X → Y називається локально w∗-неперервним [14, 16], якщо iснує ба-
за B вiдкритих множин простору Y така, що множина f−1(fr(B)) є
замкненою в X для кожного B ∈ B.

Теорема 17. Нехай X i Y — топологiчнi простори i вiдображення
f : X → Y локально w∗-неперервне. Тодi f — перехiдне вiдображення.

Доведення. Нехай f не є перехiдним в деякiй точцi x0 ∈ X. Тодi iснує
окiл V точки y0 = f(x0) ∈ Y такий, що для довiльного вiдкритого
околу W точки y0 в Y такого, що W ⊆ V , i довiльного околу U точки
x0 в X маємо, що f−1(fr(W )) ∩ U 6= ∅. Оскiльки вiдображення f

локально w∗-неперервне, то iснує база B вiдкритих множин простору
Y така, що множина f−1(fr(B)) є замкненою в X для кожного B ∈ B.

Нехай V0 — елемент бази B такий, що y0 ∈ V0 ⊆ V . Розглянемо
множину A = f−1(fr(V0)). Оскiльки множина f−1(fr(V0)) замкнена в
X, то A = f−1(fr(V0)).
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Покажемо, що x0 ∈ A. Вiзьмемо довiльний окiл U0 точки x0 в X.
На основi вибору околу V i того, що V0 — вiдкритий окiл точки y0
такий, що V0 ⊆ V маємо A ∩ U0 = f−1(fr(V0)) ∩ U0 6= ∅. Отже, x0 ∈ A.
Оскiльки A = f−1(fr(V0)), то x0 ∈ f−1(fr(V0)), а значить,

y0 ∈ fr(V0) = V0 \ V0,

зокрема, y0 6∈ V0, що приводить до суперечностi.

Наступний приклад показує, що перехiдна функцiя не зобов’язана
бути локально w∗-неперервною.

Приклад 3. Розiб’ємо промiжок A = (−∞,−1] на ℵ0 неперетинних
щiльних в A множин Ar, де r ∈ Q, а промiжок B = [1,+∞) – на кон-
тинуум щiльних у B множин Bξ, де ξ ∈ R \Q, i визначимо функцiю

f(x) =


r, якщо x ∈ Ar,

ξ, якщо x ∈ Bξ,

0, якщо x ∈ (−1, 1).

Функцiя f буде перехiдною в довiльнiй точцi x ∈ R. Це очевидно
для точок з iнтервалу (−1, 1), на якому вона є сталою. Якщо x ≥ 1 i ε >
0, то, взявши в iнтервалах (f(x), f(x)+ ε) i (f(x)− ε, f(x)) рацiональнi
числа y1 i y2, ми одержимо, що для околу U = (0,+∞) точки x при
i = 1, 2

(U × {yi}) ∩Gr(f) = ∅.

Коли ж x ≤ −1, то для iррацiональних чисел y1 i y2 вiдповiдно з
iнтервалiв (f(x), f(x) + ε) i (f(x) − ε, f(x)) та околу U = (−∞, 0)

будемо мати, що переходи U × {yi} при i = 1, 2 не перетинаються з
графiком функцiї f .

Припустимо, що E — це непорожня пiдмножина R, яка не мiстить
множини R \ Q всiх iррацiональних чисел, i доведемо, що її прообраз
f−1(E) не замкнена множина.

Нехай E ∩ (R \ Q) 6= ∅. Тодi iснують iррацiональнi числа β1 i β2

такi, що β1 ∈ E i β2 6∈ E. Тодi f−1(E) ⊇ f−1(β1), отже, f−1(E) —
щiльна множина в промiжку B. Разом з тим R \ f−1(E) ⊇ f−1(β2),
отже, i доповнення до f−1(E) є щiльною множиною в B. Звiдки негайно
випливає, що множина f−1(E) не замкнена.
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Припустимо, що E ⊆ Q. Якщо 0 ∈ E, то f−1(E) ⊇ (−1, 1) i f−1(E)∩
B = ∅. Тодi 1 ∈ f−1(E) \ f−1(E), отже, f−1(E) не замкнена множина.
Якщо ж 0 6∈ E, то множина f−1(E) i ї ї доповнення R \ f−1(E) будуть
всюди щiльними в промiжку A, бо f−1(E) ⊇ f−1(α1) для деякого ра-
цiонального числа α1 i R\f−1(E) ⊇ f−1(0). Це показує, що i тут f−1(E)

не замкнена множина.
Нехай B — довiльна база топологiї числової прямої R. Зрозумiло,

що iснує такий непорожнiй елемент B ∈ B, що B ⊆ (−1, 1). Ясно,
що fr(B) ⊆ [−1, 1] i fr(B) 6= ∅, адже скiнченна точка β = supB

є межевою для B. Тодi f−1(fr(B)) за доведеним не буде замкненою
множиною в R. Це означає, що функцiя f не є локально w∗-неперерв-
ною.

11. Теорема про декомпозицiю сукупної неперервностi. У
згаданих у вступi працях [10, 22] були доведенi результати про сукупну
неперервнiсть нарiзно неперервних функцiй iз замкненим графiком.
Наступна теорема є модифiкацiєю цих результатiв з використанням
перехiдностi.

Теорема 18. Нехай X i Y — локально зв’язнi простори, Z — тополо-
гiчний простiр, вiдображення f : X×Y → Z має слабку властивiсть
Дарбу вiдносно кожної змiнної i є перехiдним за сукупнiстю змiнних.
Тодi вiдображення f неперервне за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку p = (x, y) ∈ X × Y i окiл W

точки f(p) у просторi Z. Оскiльки вiдображення f перехiдне в точцi
p, то iснують окiл U точки x в X, окiл V точки y в Y i вiдкритий
окiл W1 точки f(p) в Z такi, що W1 ⊆ W i f(U × V ) ⊆ W1 t (Z \W1).
Розглянемо вiдкритi зв’язнi околи U0 i V0 точок x i y вiдповiдно такi,
що U0×V0 ⊆ U×V . Зрозумiло, що f(U0×V0) ⊆ W1t(Z\W1). Покажемо,
що f(U0×V0) ⊆ W1. Припустимо, що iснує точка p1 = (x1, y1) ∈ U0×V0,
така, що f(p1) ∈ Z \W1. Оскiльки вiдображення fx0 i fy1 мають слабку
властивiсть Дарбу, то множини fx0(V0) i fy1(U0) зв’язнi. Але f(x0, y1) ∈
fx0(V0) ∩ fy1(U0) 6= ∅, тому множина C = fx0(V0) ∪ fy1(U0) є зв’язною.
Однак

C ⊆ f(U0 × V0) ⊆ W1 t (Z \W1)
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i fx0(V0)∩W1 6= ∅ та fy1(U0)∩ (Z \W1) 6= ∅, що суперечить зв’язностi
множини C.
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We introduce a notion of a transition map of topological spaces and

study properties of such maps. It is proved that if X is a locally connected

space and Y is a topological space and a map f : X → Y has the weak

Darboux property and is transition then f is continuous.




