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В роботi доводиться гранична теорема для розподiлiв локальних ча-
сiв в нулi дифузiйних процесiв, якi слабко збiгаються до граничного
дифузiйного процесу, причому не припускається, що дифузiйнi кое-
фiцiєнти граничного процесу є границями вiдповiдних коефiцiєнтiв
дограничних процесiв. Зокрема, розглядається послiдовнiсть дифу-
зiйних процесiв з коефiцiєнтами переносу an(x) = na(nx) та дифузiї
bn(x) = b(nx), x ∈ R, для деяких функцiй a : R → R, b : R → R+.

Вступ

Слабка збiжнiсть послiдовностi дифузiйних процесiв до граничного ди-
фузiйного процесу має своїм наслiдком збiжнiсть послiдовностi розпо-
дiлiв довiльного функцiоналу вiд цих процесiв до розподiлу цього ж
функцiоналу вiд граничного процесу, якщо тiльки функцiонал є не-
перервним в топологiї рiвномiрної збiжностi (принцип iнварiантностi).
Виявляється, що можна ґарантувати iснування граничного розподiлу
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для послiдовностi розподiлiв деякого функцiоналу i в тому випадку,
коли вiн не є неперервним в згаданiй топологiї. При цьому граничний
розподiл, взагалi кажучи, не збiгається з розподiлом цього функцiона-
лу вiд граничного процесу (не виконується принцип iнварiантностi), i
тому важливо прослiдкувати, якi з характеристик дограничних проце-
сiв входять в граничний розподiл. Важливим прикладом такого функ-
цiоналу є локальний час.

В цiй роботi ми доводимо граничну теорему для розподiлiв локаль-
них часiв дифузiйних процесiв, якi утворюють деяку слабко збiжну
послiдовнiсть без припущення про збiжнiсть вiдповiдних коефiцiєнтiв.
Розглядається послiдовнiсть дифузiйних процесiв, якi стартують в до-
вiльнiй точцi числової осi i мають дифузiйнi коефiцiєнти виду na(nx)

(коефiцiєнти переносу) та b(nx) (коефiцiєнти дифузiї) з деякими фун-
кцiями a та b.

1 Основнi припущення та попереднi результати

Нехай на дiйснiй осi R заданi обмеженi функцiї (a(x))x∈R та (b(x))x∈R
такi, що:

1. |a(x)−a(y)|+ |b(x)− b(y)| ≤ L|x− y|α для всiх x, y ∈ R з деякими
сталими L > 0, 0 < α < 1;

2. inf
x∈R

b(x) > 0;

3. функцiя

A(x) =

∫ x

0

a(y)

b(y)
dy, x ∈ R, (1)

обмежена на всiй областi визначення.

Розглянемо такi визначенi на R функцiї:

F (x) =

∫ x

0

e−2A(y)dy, H(x) =

∫ x

0

e2A(y) dy

b(y)
. (2)

З умов 2, 3 випливає, що функцiї F (x) та H(x) мають обмеженi похiднi
на R, отже, є лiпшицевими на R, тобто при всiх x, y ∈ R |F (x)−F (y)|+
|H(x)−H(y)| ≤ C|x− y| зi сталою

C = max

(
sup
x∈R

e−2A(x), sup
x∈R

e2A(x) 1

b(x)

)
. (3)
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За наведених вище умов (див. [1]) iснує єдиний з точнiстю до сто-
хастичної еквiвалентностi дифузiйний процес (x(t))t≥0 в R, для яко-
го функцiя (a(x))x∈R є коефiцiєнтом переносу, а функцiя (b(x))x∈R —
коефiцiєнтом дифузiї. Крiм того, його ймовiрнiсть переходу P (t, x,Γ),
t > 0, x ∈ R, Γ ∈ B (через B позначена σ-алгебра борелевих множин

в R), допускає зображення P (t, x,Γ) =

∫
Γ

g(t, x, y)dy, де функцiя g є

фундаментальним розв’язком параболiчного рiвняння
∂u

∂t
=

1

2
b(x)

∂2u

∂x2
+ a(x)

∂u

∂x
, t > 0, x ∈ R. (4)

Для функцiї g при кожному наборi значень k = 0, 1 та j = 0, 1 справ-
джуються нерiвностi (див. [2])∣∣∣∣ ∂j

∂tj
∂k

∂xk
g(t, x, y)

∣∣∣∣ ≤ Kt−
k+1
2

−j exp

{
−µ

(y − x)2

t

}
(5)

для всiх x ∈ R, y ∈ R та t ∈ (0;T ], яким би не було 0 < T < +∞
з деякою сталою µ > 0 та сталою K > 0, яка може залежати вiд
T . За певних умов, як показують результати роботи [3], константу K

можна вибрати незалежною вiд T , i тодi оцiнка (5) виконується при
всiх t > 0, x ∈ R, y ∈ R. При цьому жодних додаткових умов, окрiм
гладкостi функцiй (a(x))x∈R та (b(x))x∈R в нашiй ситуацiї (тобто, коли
цi функцiї задовольняють умови 2, 3) вимагати не треба.

Нерiвностi (5) дозволяють стверджувати, що для функцiї ft(x) =
t∫

0

g(τ, x, 0)dτ має мiсце нерiвнiсть sup
x∈R

ft(x) ≤
t∫

0

Kt−
1
2 exp

{
−µ

x2

τ

}
dτ ≤

2K
√
t при всiх t ∈ (0;T ]. Тому lim

t↓0
sup
x∈R

ft(x) = 0 i, отже, iснує W -

функцiонал ηt = ηt(x(·)) такий, що Exηt = ft(x), де Ex — символ ма-
тематичного сподiвання за мiрою Px на B, яка є умовною ймовiрнiстю

при умовi, що x(0) = x. При цьому ηt = lim
h↓0

t∫
0

fh(x(τ))

h
dτ в середньо-

му квадратичному за кожною мiрою Px. Через те, що
fh(x)

h
→ δ(x)

при h ↓ 0, де (δ(x))x∈R — Дiракова δ-функцiя зосереджена в точцi 0,

можна символiчно записати ηt =

t∫
0

δ(x(τ))dτ . Такий функцiонал зро-
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стає тiльки в тi моменти часу, коли процес x(t) перебуває в нулi, i його
називають локальним часом в нулi цього процесу.

Розглянемо при λ > 0 функцiю (резольвентне ядро) Rλ(x,Γ) аргу-

ментiв x ∈ R, Γ∈ B, яка задається рiвнiстю Rλ(x,Γ) =

+∞∫
0

e−λtP (t, x,Γ)dt.

При фiксованих λ > 0 та x ∈ R функцiя Rλ(x, ·) є мiрою на B абсолют-
но неперервною вiдносно мiри Лебега i її щiльнiсть

rλ(x, y) =

+∞∫
0

e−λtg(t, x, y)dt

допускає представлення (див. [4])

rλ(x, y) =


2v−(x, λ)v+(y, λ)

c(λ)b(y)
e2A(y), при x ≤ y;

2v−(y, λ)v+(x, λ)

c(λ)b(y)
e2A(y), при x ≥ y,

(6)

де

v−(x, λ) = v(x, λ)

x∫
−∞

dF (y)

v(y, λ)2
, v+(x, λ) = v(x, λ)

+∞∫
x

dF (y)

v(y, λ)2
, (7)

c(λ) =

+∞∫
−∞

dF (y)

v(y, λ)2
.

Тут функцiя (v(x, λ))x∈R,λ>0 є сумою ряду
∞∑
k=0

(2λ)kv(k)(x), локально рiв-

номiрно збiжного вiдносно x ∈ R, λ > 0, де для k = 1, 2, . . . маємо

v(k)(x) =

x∫
0

 y∫
0

v(k−1)(z)dH(z)

 dF (y), x ∈ R, (8)

а v(0) ≡ 1. Причому мають мiсце оцiнки

ch
(
x
√
2λµ−

)
≤ v(x, λ) ≤ ch

(
x
√

2λµ+

)
(9)
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зi сталими µ+ ≥ µ− > 0, якi визначаються рiвностями

µ− = inf
x∈R

F ′(x) inf
x∈R

H ′(x), µ+ = sup
x∈R

F ′(x) sup
x∈R

H ′(x) (10)

Нехай uθ(t, x) = Exe
iθηt при t > 0, x ∈ R, θ ∈ R. Вiдомо, що ця

функцiя задовольняє рiвняння

uθ(t, x) = 1 + iθ

t∫
0

g(τ, x, 0)uθ(t− τ, 0)dτ. (11)

Позначимо через Uθ(λ, x) перетворення Лапласа по t функцiї uθ(t, x),

тобто, для λ > 0, x ∈ R, θ ∈ R покладемо Uθ(λ, x) =

+∞∫
0

e−λtuθ(t, x)dt. З

(11) одержимо рiвняння Uθ(λ, x) =
1
λ
+ iθrλ(x, 0)Uθ(λ, 0), звiдки маємо

Uθ(λ, x) =
1

λ
+

iθrλ(x, 0)

λ(1− iθrλ(0, 0))
.

2 Послiдовностi дифузiйних процесiв та їх локаль-
них часiв в нулi

Розглянемо послiдовностi функцiй (an(x))x∈R та (bn(x))x∈R, n ∈ N, де
an(x) = na(nx), bn(x) = b(nx) з функцiями (a(x))x∈R та (b(x))x∈R, якi за-
довольняють умови 1 – 3. Цi ж умови задовольняє кожна пара функцiй
an(x) та bn(x). Причому послiдовнiсть функцiй

An(x) =
x∫
0

an(y)
bn(y)

dy = A(nx) рiвномiрно обмежена на всiй числовiй осi R.

Зауважимо, що з (2) випливають рiвностi

Fn(x) =

x∫
0

e−2An(y)dy =
1

n
F (nx), Hn(x) =

x∫
0

e2An(y)
dy

bn(y)
=

1

n
H(nx).

(12)
Лiпшицевiсть функцiй F (x) та H(x) має своїм наслiдком рiвномiрну
вiдносно n лiпшицевiсть функцiй Fn(x) та Hn(x), дiйсно,

|Fn(x)− Fn(y)|+ |Hn(x)−Hn(y)| ≤
1

n
C|nx− ny| = C|x− y|,
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де додатна стала C задається рiвнiстю (3). Крiм того,

extrx∈RF
′
n(x) = extrx∈RF

′(x), extrx∈RH
′
n(x) = extrx∈RH

′(x),

де extr означає inf чи sup одночасно.
Позначимо через (xn(t))t≥0, n ∈ N, послiдовнiсть дифузiйних про-

цесiв з коефiцiєнтами переносу (an(x))x∈R та дифузiї (bn(x))x∈R вiдпо-
вiдно. Для щiльностi gn ймовiрностi переходу процесу xn(t) має мiсце
рiвнiсть gn(t, x, y) = ng(n2t, nx, ny), що є наслiдком властивостi авто-
модельностi рiвняння (4).

У представленнi (6) щiльностi резольвентного ядра процесу xn(t)

функцiї

vn(x, λ) =
∞∑
k=0

(2λ)kv(k)n (x),

де v
(k)
n будуються згiдно (8) за функцiями Fn(x) та Hn(x), задоволь-

няють нерiвностi (9) рiвномiрно вiдносно n ∈ N з тими ж сталими µ−

та µ+. Крiм того, для функцiй v
(k)
n мають мiсце оцiнки

µk
−

x2k

(2k)!
≤ v(k)n (x) ≤ µk

+

x2k

(2k)!
.

Це означає, що ряд
∞∑
k=0

(2λ)kv
(k)
n (x) збiгається рiвномiрно по n ∈ N i

локально рiвномiрно по λ > 0 та x ∈ R.
Нехай (η

(n)
t )t≥0 — локальний час в нулi дифузiйного процесу xn(t),

n ∈ N. Для кожного n ∈ N i t > 0 за умови, що xn(0) = x, характерис-
тична функцiя u

(n)
θ (t, x) = Exe

iθη
(n)
t має перетворення Лапласа

U
(n)
θ (λ, x) =

1

λ
+

iθr
(n)
λ (x, 0)

λ(1− iθr
(n)
λ (0, 0))

. (13)

Тут, оскiльки An(0) = 0,

r
(n)
λ (x, 0) =


2v

(n)
− (x, λ)v

(n)
+ (0, λ)

c(n)(λ)bn(0)
, при x ≤ 0;

2v
(n)
− (0, λ)v

(n)
+ (x, λ)

c(n)(λ)bn(0)
, при x ≥ 0,

(14)

де v
(n)
− , v(n)+ , c(n) задаються формулами (7), записаними для процесу

xn(t). Зауважимо, що bn(0) = b(0).
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3 Гранична теорема

Припустимо надалi, що функцiї (a(x))x∈R та (b(x))x∈R, як i ранiше,
задовольняють умови 1 — 3 i, крiм того, є такими, що iснують скiнченнi
границi

lim
x→−∞

1

x
F (x) = κ−

F , lim
x→+∞

1

x
F (x) = κ+

F ;

lim
x→−∞

1

x
H(x) = κ−

H , lim
x→+∞

1

x
H(x) = κ+

H .

Тодi на кожнiй пiвосi R− = (−∞; 0), R+ = (0;+∞) функцiональнi
послiдовностi Fn(x) та Hn(x) збiгаються локально рiвномiрно i, врахо-
вуючи (12), маємо:

при x > 0 lim
n→∞

Fn(x) = κ+
F x, lim

n→∞
Hn(x) = κ+

Hx,

а при x < 0 lim
n→∞

Fn(x) = κ−
F x, lim

n→∞
Hn(x) = κ−

Hx.

Рiвномiрна вiдносно n лiпшицевiсть функцiй Fn(x) та Hn(x) до-
зволяє стверджувати, що для кожної функцiональної послiдовностi
(fn(x))x∈R, n ∈ N, яка локально рiвномiрно збiгається при n → ∞
до функцiї (f(x))x∈R, мають мiсце рiвностi:
при x > 0

lim
n→∞

x∫
0

fn(y)dFn(y) = κ+
F

x∫
0

f(y)dy,

lim
n→∞

x∫
0

fn(y)dHn(y) = κ+
H

x∫
0

f(y)dy;

при x < 0

lim
n→∞

x∫
0

fn(y)dFn(y) = κ−
F

x∫
0

f(y)dy,

lim
n→∞

x∫
0

fn(y)dHn(y) = κ−
H

x∫
0

f(y)dy.

Таким чином, у спiввiдношеннi

v(k)n (x) =

x∫
0

 y∫
0

v(k−1)
n (z)dHn(z)

 dFn(y), k ≥ 1,



174 М. Осипчук, М. Портенко

можемо перейти до границi i для v̂(k)(x) = lim
n→∞

v
(k)
n (x) одержати, що

при k ≥ 1

v̂(k)(x) = κ+

x∫
0

 y∫
0

v̂(k−1)(z)dz

 dy, при x > 0;

v̂(k)(x) = κ−

x∫
0

 y∫
0

v̂(k−1)(z)dz

 dy, при x < 0,

де κ− = κ−
Fκ

−
H , κ+ = κ+

Fκ
+
H . Очевидно, що v̂(0)(x) ≡ 1.

Поклавши κ(x) = κ− + IR+(x)(κ+ − κ−), де IR+(x) — iндикаторна

функцiя додатної пiвосi, одержимо v̂(k)(x) =
(κ(x))kx2k

(2k)!
для всiх k =

0, 1, 2, . . . , x ∈ R. Рiвномiрна за n збiжнiсть ряду
∞∑
k=0

(2λ)kv
(k)
n (x) дозво-

ляє записати

v̂(x, λ) = lim
n→∞

vn(x, λ) =
∞∑
k=0

(2λ)kv̂(k)(x) = chx
√

2λκ(x).

Враховуючи нерiвностi (9), якi мають мiсце для vn(x, λ) рiвномiрно по
n, одержимо при x > 0

v̂+(x, λ)= lim
n→∞

v
(n)
+ (x, λ) = v̂(x, λ)

+∞∫
x

κ+
F

v̂(y, λ)2
dy =

κ+
F√

2λκ+
e−x

√
2λκ+

, (15)

v̂−(x, λ) = lim
n→∞

v
(n)
− (x, λ) = v̂(x, λ)

 0∫
−∞

κ−
F

v̂(y, λ)2
dy +

x∫
0

κ+
F

v̂(y, λ)2
dy

 =

=
1√
2λ

(√
κ−
F

κ−
H

chx
√
2λκ+ +

√
κ+

F

κ+
H

sh x
√
2λκ+

)
,

а при x < 0

v̂+(x, λ) = lim
n→∞

v
(n)
+ (x, λ) = v̂(x, λ)

 0∫
x

κ−
F

v̂(y, λ)2
dy +

+∞∫
0

κ+
F

v̂(y, λ)2
dy

 =

=
1√
2λ

(√
κ+
F

κ+
H

chx
√
2λκ− −

√
κ−

F

κ−
H

sh x
√
2λκ−

)
,
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v̂−(x, λ) = lim
n→∞

v
(n)
− (x, λ) = v̂(x, λ)

x∫
−∞

κ−
F

v̂(y, λ)2
dy =

κ−
F√

2λκ−
ex

√
2λκ−

. (16)

Крiм того,

ĉ(λ) = lim
n→∞

c(n)(λ) =
0∫

−∞

κ−
F

v̂(y,λ)2
dy +

+∞∫
0

κ+
F

v̂(y,λ)2
dy =

= 1√
2λ

(√
κ−
F

κ−
H

+

√
κ+
F

κ+
H

)
.

(17)

Знайдемо тепер границю при n → ∞ функцiональної послiдовностi
(r

(n)
λ (x, 0))n∈N для кожних λ > 0, x ∈ R. З рiвностей (14) — (17) маємо

r̂λ(x, 0) = lim
n→∞

r
(n)
λ (x, 0) =

=



2
√
κ−

Fκ
+
F

b(0)
(√

κ−
Fκ

+
H +

√
κ+
Fκ

−
H

) ex√2λκ−

√
2λ

, при x ≤ 0,

2
√
κ−

Fκ
+
F

b(0)
(√

κ−
Fκ

+
H +

√
κ+

Fκ
−
H

) e−x
√
2λκ+

√
2λ

, при x ≥ 0

=

=
β

b(0)

1√
2λ

e−|x|
√

2λκ(x),

де β =
2
√

κ−
Fκ

+
F√

κ−
Fκ

+
H +

√
κ+

Fκ
−
H

.

Тому, перейшовши в рiвностi (13) до границi при n → ∞, одержимо

Ûθ(λ, x) = lim
n→∞

U
(n)
θ (λ, x) =

1

λ
+

iθβe−|x|
√

2λκ(x)

λ
(
b(0)

√
2λ− iθβ

) . (18)

Далi будемо припускати, що функцiї (a(x))x∈R та (b(x))x∈R є на-
стiльки гладкими, що вiдповiдний фундаментальний розв’язок рiвнян-
ня (4) задовольняє (5) при всiх x ∈ R, y ∈ R та t > 0 з деякими
додатними сталими K та µ. Нагадаємо, що функцiї gn також задо-
вольняють цi ж нерiвностi рiвномiрно по n.

Наступнi твердження дозволяють обґрунтовати той факт, що фун-
кцiя Ûθ(λ, x) є перетворенням Лапласа граничної функцiї послiдовно-
стi характеристичних функцiй u

(n)
θ (t, x).
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Лема 1. Нехай (fn(t))t≥0, n ∈ N, — послiдовнiсть рiвномiрно по n

обмежених на [0; +∞) функцiй, тобто |fn(t)| ≤ C для всiх t ≥ 0,
n ∈ N з деякою додатною сталою C. Розглянемо функцiї

Φn(t, x) =

t∫
0

gn(τ, x, 0)fn(t− τ)dτ.

Тодi для кожного ε > 0, яким би не було T > 0, iснує δ > 0 таке,
що

|Φn(s, x)− Φn(t, y)| < ε

для всiх n ∈ N, s ∈ [0;T ], t ∈ [0;T ], x ∈ R, y ∈ R, якщо тiльки
|s− t|+ |x− y| < δ.

Доведення. Оскiльки Φn(t, x) =

t∫
0

gn(t − τ, x, 0)fn(τ)dτ , то взявши

0 < s ≤ t, матимемо

Φn(t, y)− Φn(s, x) =

s∫
0

(gn(t− τ, y, 0)− gn(s− τ, x, 0)) fn(τ)dτ +

+

t∫
s

gn(t− τ, y, 0)fn(τ)dτ. (19)

Нерiвностi (5) дозволяють оцiнити другий iнтеграл в сумi (19) вели-
чиною

CK

t∫
s

dτ√
t− τ

= 2CK
√
t− s,

яку можна зробити як завгодно малою вибором малої рiзницi t− s.
Оцiнюючи перший iнтеграл у (19), розглянемо двi ситуацiї. В пер-

шiй з них покладемо x = y. Тодi, подавши цей iнтеграл у виглядi суми
iнтегралiв вiд тiєї ж функцiї на iнтервалах [s−σ; s] та [0; s−σ] з деяким
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додатним σ < s, матимемо оцiнки∣∣∣∣∣∣
s∫

s−σ

(gn(t− τ, x, 0)− gn(s− τ, x, 0)) fn(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ CK

 s∫
s−σ

dτ√
t− τ

+

s∫
s−σ

dτ√
s− τ

 ≤ 4CK
√
σ,

∣∣∣∣∣∣
s−σ∫
0

(gn(t− τ, x, 0)− gn(s− τ, x, 0)) fn(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ CK|t− s|

s−σ∫
0

dτ√
(t′ − τ)3

≤ 2CK
√
σ−1|t− s|.

Тут використано нерiвностi (5), а в другому випадку ще i теорему
Лагранжа про скiнченi прирости. Отже, вибравши та зафiксувавши
достатньо мале σ > 0, перший iнтеграл у правiй частинi (19) може
бути зроблений як завгодно малим з допомогою вибору малої рiзницi
t− s.

В другiй ситуацiї нехай s = t. Тодi з нерiвностей (5) маємо (тут
0 < σ < s)∣∣∣∣∣∣

s∫
s−σ

(gn(s− τ, y, 0)− gn(s− τ, x, 0)) fn(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2CK

s∫
s−σ

dτ√
s− τ

≤

≤ 4CK
√
σ,

∣∣∣∣∣∣
s∫

s−σ

(gn(s− τ, y, 0)− gn(s− τ, x, 0)) fn(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ CK|y − x|
s−σ∫
0

dτ

s− τ
≤

≤ CK|y − x| ln T

σ
.

В другому випадку знову застосовується згадана теорема Лагран-
жа. Отже, i в цiй ситуацiї вибравши та зафiксувавши достатньо мале
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σ > 0, перший iнтеграл у правiй частинi (19) може бути зроблений як
завгодно малим вибором близьких x ∈ R та y ∈ R.

Випадок 0 = s ≤ t простий, адже Φn(s, x)|s=0 = 0 i

|Φn(t, y)| =

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

gn(t− τ, y, 0)fn(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2CK
√
t,

що є малим, якщо t близьке до нуля.

Лема 2. При фiксованих x ∈ R, y ∈ R, S > 0 для кожного ε > 0 iснує
таке δ > 0, що при всiх s ≥ S, t ≥ S, n ∈ N

|gn(t, x, 0)− gn(s, x, 0)| < ε,

якщо тiльки |t− s| < δ.

Доведення. З нерiвностей (5) та теореми Лагранжа для деякого σ ∈
(s; t) маємо |gn(t, x, 0)− gn(s, x, 0)| ≤ Kσ−3/2|t− s| ≤ KS−3/2|t− s|, що
доводить лему.

В умовах леми 1 для кожних θ > 0, T > 0 та компактної мно-
жини M ⊂ R послiдовнiсть функцiй u

(n)
θ (t, x) є рiвномiрно обмеженою

(як послiдовнiсть характеристичних функцiй) та одностайно неперерв-
ною, а отже, i предкомпактною на множинi змiни аргументiв t ∈ [0;T ],
x ∈ M (теорема Арцела). Тому для кожних θ > 0, T > 0 iснує пiдпослi-
довнiсть послiдовностi u(n)

θ (t, x), яка рiвномiрно на множинi [0;T ]×M

збiгається до деякої функцiї ûθ(t, x). Отже, користуючись дiагональ-
ним методом, ми можемо побудувати таку пiдпослiдовнiсть u

(nk)
θ (t, x),

яка б рiвномiрно збiгалася на кожнiй множинi [0;T ], T > 0, до функцiї
ûθ(t, x) при фiксованих θ > 0 та x ∈ R. Аналогiчно лема 2 дозволяє з
пiдпослiдовностi gnk

(t, x, 0) вибрати рiвномiрно збiжну за аргументом
t на кожному вiдрiзку [S;T ] (0 < S < T ) пiдпослiдовнiсть. Легко пере-

конатись, що iнтеграл
t∫

0

gn(τ, x, 0)u
(n)
θ (t− τ, 0)dτ збiгається рiвномiрно

по n ∈ N при кожному x ∈ R. Тому, позначивши через ĝ(t, x, 0) гра-
ницю побудованої пiдпослiдовностi щiльностей ймовiрностей переходу,
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можемо записати

ûθ(t, x) = 1 + iθ

t∫
0

ĝ(τ, x, 0)ûθ(t− τ, 0)dτ. (20)

Зауважимо, що з нерiвностей (5) випливає оцiнка

|ĝ(t, x, y)| ≤ Kt−
1
2 exp

{
−µ

(y − x)2

t

}
для всiх t > 0, x ∈ R, y ∈ R з тими ж сталими K i µ, що i в (5).

При цьому, як легко бачити, рiвняння (20) має єдиний обмежений
розв’язок i, отже, вся послiдовнiсть u

(n)
θ (t, x) збiгається при n → ∞ до

функцiї ûθ(t, x).
Через рiвномiрну на множинi змiни аргументiв θ > 0, x ∈ R, n ∈ N

збiжнiсть iнтегралу
+∞∫
0

e−λtu
(n)
θ (t, x)dt маємо

lim
k→∞

U
(nk)
θ (λ, x) =

+∞∫
0

e−λtûθ(t, x)dt = Ûθ(λ, x).

Остання рiвнiсть є наслiдком збiжностi послiдовностi U (n)
θ (λ, x). Таким

чином, функцiя Ûθ(λ, x) є перетворенням Лапласа границi характерис-
тичних функцiй u

(n)
θ (t, x).

З рiвностi (18) одержимо, що

ûθ(t, x) =
2√
2π

|x|
√

κ(x)
t∫

0

e−
y2

2 dy+

+ exp

{
−iθ

β

b(0)
|x|
√
κ(x)− 1

2
θ2

β2

b(0)2
t

}
2√
2π

+∞∫
|x|

√
κ(x)

t
−iθ β

b(0)

√
t

e−
y2

2 dy.

Тодi при кожних t > 0, x ∈ R функцiя розподiлу (Ft,x(y))y∈R, для

якої ûθ(t, x) =

∫
R

eiθyFt,x(dy), має вигляд (21) наведений в наступнiй

теоремi, що є основним результатом даної роботи.
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Теорема. Нехай функцiї (a(x))x∈R та (b(x))x∈R, зi значеннями в R та
R+, вiдповiдно обмеженi гельдеровi та inf

x∈R
b(x) > 0. Припустимо, що

функцiя A(x) =

x∫
0

a(y)

b(y)
dy обмежена на R та iснують границi

lim
x→±∞

1

x

x∫
0

e−2A(y)dy = κ±
F , lim

x→±∞

1

x

x∫
0

e2A(y) dy

b(y)
= κ±

H .

Крiм того, нехай функцiї (a(x))x∈R та (b(x))x∈R настiльки гладкi, що
нерiвностi (5) мають мiсце при всiх t > 0, x ∈ R, y ∈ R з k + j ≤ 1

(див., напр., [3]).
Тодi послiдовнiсть локальних часiв в нулi до моменту часу t ди-

фузiйних процесiв на R з коефiцiєнтами переносу na(nx) та дифузiї
b(nx), якi стартують в точцi x, збiгається за розподiлом при n → ∞
для кожних t > 0 та x ∈ R до випадкової величини, розподiл якої
задається функцiєю

Ft,x(y) = IR+(y)
2√
2πt

y
β
b(0)+|x|

√
κ(x)∫

0

e−
z2

2t dz, (21)

де β =
2
√

κ−
Fκ

+
F√

κ−
Fκ

+
H +

√
κ+

Fκ
−
H

, а κ(x) = κ−
Fκ

−
H + IR+(x)(κ+

Fκ
+
H − κ−

Fκ
−
H).

4 Окремi випадки

Розглянемо симетричний випадок, тобто, κ−
F = κ+

F = κF та κ−
H =

κ+
H = κH . Тодi β =

√
κF

κH

i κ(x) = κFκH = κ при всiх x ∈ R. Отже,

граничний розподiл послiдовностi локальних часiв в нулi розглянутих
вище дифузiйних процесiв задається функцiєю

Ft,x(y) = IR+(y)
2√
2πt

√κH
κF

b(0)y+|x|
√
κ∫

0

e−
z2

2t dz. (22)

В цiй ситуацiї (див. [5, 6]) розглянута послiдовнiсть дифузiйних
процесiв слабко збiгається при n → ∞ до процесу

(
1√
κw(t)

)
t≥0

, де
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(w(t))t≥0 — стандартний вiнерiв процес. Розподiл локального часу в
нулi такого процесу задається функцiєю

F̃t,x(y) = IR+(y)
2√
2πt

1√
κ y+|x|

√
κ∫

0

e−
z2

2t dz. (23)

Видно, що розподiли (22) та (23) мають один i той же атом при y = 0,
який є ймовiрнiстю того, що стартуючи з точки x ∈ R, граничний
процес до моменту часу t > 0 не досягне точки 0. Обидва розподiли
однаковi, якщо b(0) = 1

κH
.

Ще один частковий випадок. Нехай поряд з умовами 1, 2 має мiсце

збiжнiсть iнтегралу
+∞∫

−∞

|a(x)|dx та iснують скiнченнi границi lim
x→−∞

b(x)=

b(−∞), lim
x→+∞

b(x) = b(+∞).
Зауважимо, що при цьому для всiх x ∈ R

|A(x)| ≤ 1

inf
y∈R

b(y)

+∞∫
−∞

|a(y)|dy,

тобто, виконується умова 3. Крiм того, функцiї F (x) та H(x) мають
додатнi похiднi i, отже, зростають. Легко бачити, що при цьому F (x) →
±∞ та H(x) → ±∞, якщо x → ±∞. Тодi, користуючись правилом
Лопiталя, знайдемо границi

κ−
F = lim

x→−∞

1

x
F (x) = lim

x→−∞
e−2A(x) = exp

2

0∫
−∞

a(x)

b(x)
dx

 ;

κ+
F = lim

x→+∞

1

x
F (x) = lim

x→+∞
e−2A(x) = exp

−2

+∞∫
0

a(x)

b(x)
dx

 ;

κ−
H = lim

x→−∞

1

x
H(x) = lim

x→−∞
e2A(x) 1

b(x)
= exp

−2

0∫
−∞

a(x)

b(x)
dx

 1

b(−∞)
;

κ+
H = lim

x→+∞

1

x
H(x) = lim

x→+∞
e2A(x) 1

b(x)
= exp

2

+∞∫
0

a(x)

b(x)
dx

 1

b(+∞)
.
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Таким чином, κ−
Fκ

−
H = 1

b(−∞)
, κ+

Fκ
+
H = 1

b(+∞)
i, отже,

κ(x) =
1

b(−∞)
+ IR+(x)

(
1

b(+∞)
− 1

b(−∞)

)
. (24)

Звiдси ж

β =

2 exp


0∫

−∞

a(x)

b(x)
dx−

+∞∫
0

a(x)

b(x)
dx


exp


+∞∫

−∞

a(x)

b(x)
dx

 1√
b(+∞)

+ exp

−
+∞∫

−∞

a(x)

b(x)
dx

 1√
b(−∞)

. (25)

Граничний розподiл розглянутої послiдовностi локальних часiв в нулi
задається функцiєю (21) з параметрами, що визначаються рiвностями
(24) i (25).
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We prove a limit theorem for distributions of local times at zero of

diffusion processes weakly convergent to the limiting diffusion process.

We do not assume that the diffusion coefficients of the limiting process

are the appropriate limits of coefficients outgoing processes. In particular,

we consider a sequence of diffusion processes with their drift coefficients

an(x) = na(nx) and their diffusion coefficients bn(x) = b(nx), x ∈ R, where
a : R → R and b : R → R+ are some given functions.




