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Розглядаємо абсолютно збiжний у C2 подвiйний ряд Дiрiхле вигляду

F (s1, s2) =

∞∑
n,m=0

anm exp{s1λ(1)n + s2λ
(2)
m }, sj = σj + itj (j ∈ {1, 2}),

де (λ(1)n ), (λ
(2)
m ) – двi зростаючi до +∞ послiдовностi невiд’ємних чисел i

(anm) – послiдовнiсть комплексних чисел. У статтi отримано нерiвнiсть
згори для максимуму модуля M(σ, F ) = sup{|F (σ1 + it1, σ2 + it2)| :

t1, t2 ∈ R} через максимальний член µ(σ, F ) = max{|anm| exp{σ1λ(1)n +

σ2λ
(2)
m } : n,m ≥ 0} у класi подвiйних рядiв Дiрiхле, коефiцiєнти яких

задовiльняють умову |anm| ≤ exp{−(λ
(1)
n +λ

(2)
m )ψ(λ

(1)
n +λ

(2)
m )}, n+m ≥

k0 де ψ – деяка додатна, неперервна, зростаюча до +∞ на промiжку
[0,+∞) функцiя.

Вiдомо ([1, c. 214]), що для кожної цiлої функцiї f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n i

для кожного ε > 0 iснує множина E ∈ [1,+∞) скiнченної логариф-
мiчної мiри (тобто

∫
E

dr
r
< +∞) така, що нерiвнiсть Вiмана Mf (r) ≤

µf (r)
(
lnµf (r)

) 1
2
+ε

виконується для всiх r ∈ [0,+∞)\E. У випадку

цiлих рядiв Дiрiхле вигляду F (s) =
+∞∑
n=0

an exp{sλn}, 0 = λ0 < λn ↑
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+∞ (n → +∞) аналоги нерiвностi Вiмана зовнi виняткових множин
розглянуто, зокрема, в [2–4]. Проблему отримання нерiвностей згори
для M(σ, F ) = sup{|F (σ+it) : t ∈ R|} через максимальний член µ(σ, F )
= max{|an| exp{σλn} : n ≥ 0} дослiджено в [5–6]. Зокрема, там розгля-
нуто клас рядiв Дiрiхле S1

Ψ(Λ) з фiксованою послiдовнiстю показникiв
Λ = (λn) таких, що |an| ≤ exp{−λnψ(λn)}, n ≥ n0 для деякої додатної
неперервної зростаючої до +∞ на промiжку [0,+∞) функцiї ψ (клас
таких функцiй позначаємо через L). У [6] доведено таку теорему.
Теорема А. Нехай ψ, h ∈ L та виконується умова lim

n→+∞
lnn

λnψ(λn)
=

q < 1. Для того, щоб для кожної цiлої функцї F ∈ S1
Ψ(Λ) виконувалась

нерiвнiсть

M(σ, F ) < µ(σ, F )h
(
lnµ(σ, F )

)
, σ ≥ σ0,

необхiдно i досить, щоб виконувалась умова

∀l1, l2 ∈ L : n < l1(n) + h
(
l2(n)ψ(λn)

)
, n ≥ n0.

Зауважимо, що вказана вище умова рiвносильна до умови(
∃c > 0

)
: lim
n→+∞

h−1(n− c)

ψ(λn)
< +∞,

де через h−1 позначено функцiю, обернену до функцii h.
У данiй статтi ми отримали аналог Теореми А у класi цiлих подвiй-

них рядiв Дiрiхле. Нехай (λ
(1)
n ), (λ

(2)
m ) — двi зростаючi до +∞ послiдов-

ностi невiд’ємних чисел i (anm) — послiдовнiсть комплексних чисел.
Розглянемо абсолютно збiжний у C2 подвiйний ряд Дiрiхле вигляду

F (s1, s2) =
∞∑

n,m=0

anm exp{s1λ(1)n +s2λ
(2)
m }, sj = σj+itj (j ∈ {1, 2}). (1)

Для σ = (σ1, σ2) ∈ R2 позначимо через

M(σ, F ) =M(σ1, σ2, F ) = sup{|F (σ1 + it1, σ2 + it2)| : t1, t2 ∈ R}

максимум модуля ряду Дiрiхле (1) та через

µ(σ, F ) = µ(σ1, σ2, F ) = max{|anm| exp{σ1λ(1)n + σ2λ
(2)
m } : n,m ≥ 0}
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максимальний член цього ряду.
Нехай L0 – клас невiд’ємних неперервних на [0,+∞) зростаючих до

+∞ при x→ +∞ функцiй. Через L позначимо пiдклас функцiй l ∈ L0,
таких, що l(x) ↗ +∞ при x→ +∞. Для ψ ∈ L через Sψ(Λ) позначимо
клас рядiв Дiрiхле вигляду (1) таких, що

|anm| ≤ exp{−(λ(1)n + λ(2)m )ψ(λ(1)n + λ(2)m )}, n+m ≥ k0. (2)

Крiм того, нехай виконується умова

lim
n+m→+∞

ln(n+m)

(λ
(1)
n + λ

(2)
m )ψ(λ

(1)
n + λ

(2)
m )

≤ q <
1

2
. (3)

Позначимо |σ| =
√
σ2
1 + σ2

2,

K(µ) = {σ = (σ1, σ2) : lim
t→+∞

1

t
lnµ(tσ1, tσ2, F ) = +∞}.

Теорема 1. Нехай ψ ∈ L, h ∈ L0 та виконується умова (3).

Якщо ∀ l1, l2 ∈ L :

(n+m)2 < l1(n+m) + h
(
l2(n+m)ψ(λ(1)n + λ(2)m )

)
, n+m > k0, (4)

то для кожної функцiї F ∈ Sψ(Λ) i для кожного конуса K з вершиною
у початку координат O такого, що K \ {0} ⊂ K(µ), нерiвнiсть

M(σ, F ) < µ(σ, F )h
(
lnµ(σ, F )

)
(5)

виконується для всiх σ таких, що |σ| > t0, σ ∈ K.

Доведення. Мiркуючи вiд супротивного, припустимо, що умова (4)

виконується та iснують конус K i послiдовнiсть xj = (x
(1)
j , x

(2)
j ) ∈

K, |xj| → +∞ (j → +∞) та

M(xj, F ) ≥ µ(xj, F )h
(
lnµ(xj, F )

)
, j ≥ 0. (6)

Для σ = (σ1, σ2) ∈ K(µ) позначимо σ̂ = max{σ1, σ2} та

k1(σ) = min
{
k ∈ N :

(
∀(n,m) : n+m ≥ k

)[
ψ(λ(1)n + λ(2)m ) ≥ aσ̂

]}
,
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де a = 1
1−2(q+2ε)

та ε > 0 таке, що q+2ε < 1
2
. Звiдси, зокрема, випливає,

що iснують n1(σ) та m1(σ) такi, що

ψ
(
λ
(1)
n1(σ)

+ λ
(2)
m1(σ)

)
< aσ̂, n1(σ) +m1(σ) = k1(σ)− 1. (7)

Використовуючи послiдовно (2) та (3), отримуємо, що∑
n+m≥k1(σ)

|anm| exp{σ1λ(1)n + σ2λ
(2)
m } ≤

≤
∑

n+m≥k1(σ)

exp
{
− (λ(1)n + λ(2)m )ψ(λ(1)n + λ(2)m ) + σ̂(λ(1)n + λ(2)m )

}
=

=
∑

n+m≥k1(σ)

exp
{
− (λ(1)n + λ(2)m )

(
ψ(λ(1)n + λ(2)m )− σ̂

)}
≤

≤
∑

n+m≥k1(σ)

exp

{
−
(
1− 1

a

)
(λ(1)n + λ(2)m )ψ((λ(1)n + λ(2)m ))

}
≤

≤
+∞∑

k=k1(σ)

∑
n+m=k

exp
{
−
1− 1

a

q + ε
ln (n+m)

}
≤

+∞∑
k=k1(σ)

(k+1) exp
{
−
1− 1

a

q + ε
ln k

}
+∞∑

k=k1(σ)

(1 +
1

k
) exp

{
−

(
−1 +

1− 1
a

q + ε

)
ln k

}
.

Оскiльки a = 1
1−2(q+2ε)

> 1
1−2(q+ε)

, то 1− 1
a
> 2(q+ε), а тому −1+

1− 1
a

q+ε
> 1.

Отже,∑
n+m≥k1(σ)

|anm| exp{σ1λ(1)n +σ2λ
(2)
m } ≤ C <

µ(σ, F )

2
, |σ| > t1, σ ∈ K. (8)

Вiдомо ([7, с. 20]), що lim
|σ|→+∞, σ∈K

lnµ(σ,F )
|σ| = +∞. Отже, iснує функцiя

k2(σ) → +∞ (|σ| → +∞, σ ∈ K) така, що∑
n+m≤k2(σ)

|anm| exp{σ1λ(1)n + σ2λ
(2)
m } ≤ µ(σ, F )

2
, |σ| > t2, σ ∈ K. (9)

Розглянемо тепер

k1(σ)−1∑
k=[k2(σ)]+1

∑
n+m=k

|anm| exp{σ1λ(1)n + σ2λ
(2)
m } ≤

k1(σ)−1∑
k=[k2(σ)]+1

∑
n+m=k

µ(σ, F ) =
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= µ(σ, F )

k1(σ)−1∑
k=[k2(σ)]+1

(k+1) = µ(σ, F )
k1(σ) + [k2(σ)] + 2

2
(k1(σ)−[k2(σ)]−1).

Використаємо останню нерiвнiсть та нерiвностi (8), (9) i отримаємо

M(σ, F ) <
((k1(σ) + [k2(σ)] + 2

)(
k1(σ)− [k2(σ)]− 1

)
2

+ 1
)
µ(σ, F ) =

=
1

2

(
k21(σ)− [k2(σ)]

2 + 2
(
k1(σ)− [k2(σ)]

)
−
(
k1(σ) + [k2(σ)]

))
µ(σ, F ).

Зауважимо, що 1
2

(
k21(σ) + k1(σ)

)
<

(
k1(σ) − 1

)2

для k1(σ) ≥ 5. Отже
для t3 = max{t1, t2} отримуємо, що

M(σ, F ) <
((
k1(σ)− 1

)2 − 1

2

(
[k2(σ)]

2 + 3[k2(σ)]
))
, |σ| > t3, σ ∈ K.

Виберемо функцiю l1(t) ∈ L так, щоб для |σ| > t4 виконувалась нерiв-
нiсть l1

(
k1(σ) − 1

)
< 1

2

(
[k2(σ)]

2 + 3[k2(σ)]
)
. Тодi для t5 = max{t3, t4}

отримуємо, що

M(σ, F ) <
((
k1(σ)− 1

)2 − l1
(
k1(σ)− 1

))
µ(σ, F ), |σ| > t5, σ ∈ K.

За умовою (4) для кожної функцiї l2 ∈ L отримуємо, що при σ1 =

x
(1)
j , σ2 = x

(2)
j

M(σ, F ) < µ(σ, F )h
(
l2
(
k1(σ)− 1

)
ψ
(
λ
(1)
n1(σ)

+ λ
(2)
m1(σ)

))
, (10)

де n1(σ) +m1(σ) = k1(σ) − 1. Зауважимо, що якщо σ ∈ K, то σ̂ ≤ |σ|,
а тому lim

|σ|→+∞, σ∈K

lnµ(σ,F )
σ̂

≥ lim
|σ|→+∞, σ∈K

lnµ(σ,F )
|σ| = +∞. Звiдcи та з (7)

отримуємо, що

lnµ(σ, F )

ψ
(
λ
(1)
n1(σ)

+ λ
(2)
m1(σ)

) > 1

a

lnµ(σ, F )

σ̂
→ +∞ (|σ| → +∞, σ ∈ K).

Не зменшуючи загальностi, можемо вважати, що для послiдовностi xj
iстинне |x0| > t5. Виберемо з послiдовностi xj пiдпослiдовнiсть x̃j таку,
що для всiх j вiрно k1(x̃j) ↗ +∞ (1 ≤ j ↑ +∞) та для σ = x̃j

lnµ(σ, F )

ψ(λ
(1)
n1(σ)

+ λ
(2)
m1(σ)

)
↗ +∞ (j → +∞).
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Виберемо функцiю l2(t) ∈ L так, щоб для σ = x̃j

l2

(
k1(σ)− 1

)
=

lnµ(σ, F )

ψ(λ
(1)
n1(σ)

+ λ
(2)
m1(σ)

)
.

Тодi з (10) випливає, що M(σ, F ) < µ(σ, F )h
(
lnµ(σ, F )

)
для σ = x̃j.

Отримали суперечнiсть, що доводить теорему.

Наслiдок 1. Нехай ψ ∈ L, α > 0 та виконується умова (3).

Якщо ∀ l1, l2 ∈ L :

(n+m)2 < l1(n+m) +
(
l2(n+m)ψ(λ(1)n + λ(2)m )

)α
, n+m > k0,

то для кожної функцiї F ∈ Sψ(Λ) i для кожного конуса K з вершиною
у початку координат O такого, що K \ {0} ⊂ K(µ), нерiвнiсть

M(σ, F ) < µ(σ, F )
(
lnµ(σ, F )

)α
виконується для всiх σ таких, що |σ| > t0, σ ∈ K.

Виберемо λ(j)k = k (j ∈ {1, 2}), h(x) = x2, ψ(x) = x. Тодi ряд

F (σ1, σ2) =
+∞∑

n+m=0

exp{−(n+m)ψ(n+m) + nσ1 +mσ2},

очевидно, збiгається для всiх (σ1, σ2) ∈ R2. Далi,

(n+m)2 = h
(
ψ(n+m)

)
≤ l1(n+m)+h

(
l2(n+m)ψ(n+m)

)
, (n+m ≥ k0)

для будь-яких функцiй l1(t) ↗ +∞, l2(t) ↗ +∞ (t → +∞). Отже, за
доведеною вище теоремою отримуємо, такий результат.
Наслiдок 2. Для кожного ряду Дiрiхле

F0(σ) = F0(σ1, σ2) =
+∞∑

n+m=0

anm exp{nσ1 +mσ2},

такого, що |anm| ≤ exp{−(n+m)2} виконується нерiвнiсть

M(σ, F0) < µ(σ, F0) ln
2 µ(σ, F0) (|σ| ≥ σ0).
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Твердження наслiдку 2 покращити, взагалi кажучи, не можна. Про
це свiдчить такий приклад. Для ψ0(x) = x, h0(x) = x2−q, 0 < q < 2,

очевидно, що для кожної сталої c > 0

lim
n+m→+∞

h−1
0

(
(n+m)2 − c

)
ψ0(n+m)

= lim
n+m→+∞

(
(n+m)2 − c

) 1
2−q

n+m
=

= lim
n+m→+∞

(n+m)
2

2−q
−1 = +∞. (11)

Звiдси випливає, що умова (n+m)2 < l1(n+m)+h0

(
l2(n+m)ψ0(n+m)

)
не може виконуватись для будь-яких функцiй l1(t) ↗ +∞, l2(t) ↗
+∞ (t → +∞). Cправдi, вiзьмемо l1(x) = x, l2(x) = lnx i з (11) отри-
маємо, що (n+m)2 > l1(n+m)+h0

(
l2(n+m)ψ0(n+m)

)
для n+m ≥ k1.

Побудуємо тепер цiлий ряд Дiрiхле такий, що

|anm| ≤ exp{−(n+m)ψ(n+m)} = exp
{
− 1

3
(n+m)2

}
, (n+m ≥ k3)

i такий, що iснує послiдовнiсть κj ↑ +∞ така, що для функцiї h(x) =
x2−q

M(κj,κj, F )

µ(κj,κj, F )h
(
lnµ(κj,κj)

) → +∞ (j → +∞).

Нехай послiдовнiсть (qj) така, що 0 < qj < 1 (∀j ≥ 1) i lim
j→+∞

qj =

q < 1, а послiдовнiсть (rj) така, що rj > 1 (∀j ≥ 1) i lim
j→+∞

rj = +∞.

Виберемо послiдовностi kj, sj ∈ N з умов: k1 = 1 та для всiх j ≥
1: kj+1 = kjrj, sj = qjkj. Очевидно, що можна вибрати спадну до
нуля послiдовнiсть (εj) i таку зростаючу до +∞ послiдовнiсть (rj),

щоб (rj−1)
εj

(kj−1)
2−2εj

→ +∞ (j → +∞).

Означимо тепер bj = exp{−k2j}, κj
def
=

ln bj−1−ln bj
kj−kj−1

= kj + kj−1 i роз-

глянемо цiлий ряд Дiрiхле f(κ) =
+∞∑
j=j0

bj exp{κkj}. Оскiльки κj ↑ +∞,

то добре вiдомо, що у цьому випадку

µ(κj, f) = bj exp{κjkj} = exp{−k2j + kj(kj + kj−1)} = exp{kjkj−1}.

Для (n,m) ∈ Z2
+ таких, що kj ≤ n+m ≤ kj + sj визначимо

anm = exp{−k2j − κj(n+m− kj)}.



214 О. Скаскiв, О.Задорожна

Зауважимо, що anm exp{κj(n+m)} = µ(κj, f).
Нехай θj =

kj+kj−1

2kj
. Доведемо, що для всiх kj ≤ n+m ≤ kj + sj

−k2j − (n+m− kj)κj ≤ −θj(n+m)2. (12)

Означимо α(u) = uκj−θju2. Тодi нерiвнiсть (12) набуде вигляду α(u) ≥
−k2j + kjκj для kj ≤ u ≤ kj + sj. Легко бачимо, що функцiя α(u)

спадна для κj

2θj
= kj < u < kj + sj, тому нерiвнiсть (12) рiвносильна до

наступної нерiвностi

−k2j +kjκj ≤ (kj+ sj)κj− θj(kj+ sj)2 ⇔ −k2j − sjκj ≤ −θj(kj+ sj)2 ⇔

⇔ k2j + qjkj(kj + kj−1) ≥
kj + kj−1

2kj
(1 + qj)

2k2j ⇔ 2(kj + gjkj + qjkj−1) ≥

≥ (1 + qj)
2(kj + kj−1) ⇔

⇔ 2

(
1 + qj +

qj
rj−1

)
≥ (1 + qj)

2

(
1 +

1

rj−1

)
. (13)

Зауважимо тепер, що qj → q < 1, rj−1 → +∞ (j → +∞), i тому для
всiх j ≥ j1 : (1 + qj)

(
1 + 1

rj−1

)
≤ 2, звiдки отримуємо, що

(1 + qj)
2

(
1 +

1

rj−1

)
≤ 2(1 + qj) ≤ 2

(
1 + qj +

qj
rj−1

)
.

Отже, ми отримали нерiвнiсть (13), а тому i нерiвнiсть (12).
Оскiльки θj → 1

2
(j → +∞), то для всiх j ≥ j2 : θj >

1
3
. Тому для всiх

j ≥ max{j0, j1, j2} = j3 i kj ≤ n+m ≤ kj + sj

|anm| ≤ exp{−1

3
(n+m)2}.

Розглянемо цiлий кратний ряд Дiрiхле

F (σ) = F (σ1, σ2) =
+∞∑
j=j3

kj+sj∑
n+m=kj

anm exp{σ1n+ σ2m}.

Позначимо σj = (κj,κj) i зауважимо, що оскiльки κj ↑ +∞, то

µ(σj, F ) = anm exp{κj(n+m)}.
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Тому

M(σj, F ) ≥
kj+sj∑
k=kj

∑
n+m=k

anm exp{σj(n+m)} =

kj+sj∑
k=kj

(k + 1)µ(σj, F ) ≥

≥ sj + 1

2
(2kj + sj + 2)µ(σj, F ) >

s2j
2
µ(σj, F ).

Звiдси отримуємо, що при εj → +0 (j → +∞)

M(σj, F )

µ(σj, F )h
(
lnµ(σj, F )

) ≥
s2j

2h
(
lnµ(σj, F )

) ≥
s2j

2
(
lnµ(σj, F )

)2−εj .

Зауважимо тепер, щo за вибором послiдовностей rj−1 та εj

s2j

2
(
lnµ(σj, F )

)2−εj =
q2jk

2
j

2(kjkj−1)2−εj
= q2j

(kj)
εj

2(kj−1)2−εj
=

= q2j
(rj−1)

εj

2(kj−1)2−2εj
→ +∞ (j → +∞),

що i потрiбно було довести.
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Consider an entire double Dirichlet series of the form

F (s1, s2) =
∞∑

n,m=0

anm exp{s1λ(1)n + s2λ
(2)
m }, sj = σj + itj (j ∈ {1, 2}),

where (λ
(1)
n ), (λ

(2)
m ) are sequences of positive numbers increasing to +∞

and (anm) is a sequence of complex numbers. In this paper we obtain a

relation between maximal modulus M(σ, F ) = sup{|F (σ1 + it1, σ2 + it2)| :
t1, t2 ∈ R} and maximal term µ(σ, F ) = max{|anm| exp{σ1λ(1)n + σ2λ

(2)
m } :

n,m ≥ 0} in the class of double Dirichlet series which coefficients satisfy

the condition |anm| ≤ exp{−(λ
(1)
n +λ

(2)
m )ψ(λ

(1)
n +λ

(2)
m )}, n+m ≥ k0, where

ψ(t) is a nonnegative continuous on [0,+∞) function tending to +∞ as

t ↑ +∞.




