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Дослiджується економiчна рiвновага математичної моделi споживан-
ня типу Коба-Дугласа та аналiзується її економiчна рiвновага за до-
помогою асоцiйованої з нею фiнансової мережi. На основi сконстру-
йованої глобальної функцiї цiлi та вiдповiдної проблеми математи-
чного програмування i полiварiантної теорiї iгор розв’язуєьтся задача
опису оптимальних параметрiв моделi та цiнового вектора при умо-
вi економiчної рiвноваги. Сформульована вiдповiдна задача пошуку
оптим-параметрiв економiчної рiвноваги моделi на основi теорiї нечi-
тких множин та теорiї нечiткого математичного програмування. Дано
аналiз параметрiв прiорiтетiв товарного споживання, використовуючи
результати теорiї прийняття рiшень в рамках нечiтко заданих альтер-
натив.

Вступ

Як добре вiдомо, загальна проблема економiчної рiвноваги в класичнiй
постановцi полягає в максималiзацiї прибутку стосовно бюджетних
обмежень та обмеженого числа товарних одиниць. Щоб iдентифiку-
вати вiдповiдну структуру фiнансової мережi проблеми максималiза-
цiї фiксованого числа економiчних агентiв, необхiдно сформулювати
основнi [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] умови, що мають вплив на економiчну рiвно-
вагу, та встановити властиву цiльову функцiю для постановки адеква-
тної оптимiзацiйної проблеми. З цiєю метою розглянемо математичну
модель типу Коба-Дугласа та асоцiйовану фiнансову мережу [8, 9], як
основний об’єкт нашого аналiзу, в якому базовими вузлами служать
товарнi одиницi економiчної системи, модульованi iндексами вузлiв,
належних агентам, а також вiдповiднi мiжвузловi фiнансовi потоки,
параметризованi цiнами товарних одиниць.

1 Опис моделi фiнансової мережi

Оскiльки аналiз економiчної рiвноваги грунтується на визначеннi оп-
тимальних параметрiв, що характеризують вiдповiдну фiнансову ме-
режу, то вихiдними даними будуть наступнi величини:

i) iснує скiнченне число P ∈ Z+ суб’єктiв економiки iз обмеженими
бюджетними сумами s(i), i = 1, P ;

ii) iснує скiнченне число N ∈ Z+ товарних одиниць;
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iii) кiлькiсний потiк j-ої товарної одиницi до i-го суб’єкта рiвний
x
(i)
j ∈ R+, де i = 1, P та j = 1, N ;

iv) вартiсть j-ої товарної одиницi вiдповiдно рiвна величинi pj ∈ R+,
j = 1, N .

Оскiльки наша мережа мiстить P ∈ Z+ агентiв економiки, кожен
з них може бути охарактеризований [5] iндивiдуальною функцiєю цiлi
типу Коба-Дугласа:

W (i)(x(i), p) =
N∏
j=1

w
(i)
j (x

(i)
j , pj), w

(i)
j (x

(i)
j , pj) := (x

(i)
j )pja

(i)
j , (1)

де ми вважаємо, що i-й агент приймає рiшення придбати j-ту одиницю
товару зi сталою прiоритетною ймовiрнiстю a

(i)
j ∈ [0, 1], j = 1, N , яка

задовольняє для кожного i = 1, P наступну умову „компенсацiйного”
споживання

N∑
j=1

a
(i)
j = 1 (2)

i визначається як величиною наявного капiталу i-го агента, так i про-
позицiєю ринку. Вiдповiдна комiрка фiнансової мережi подана на рис.
1.
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Рис. 1: Комiрка фiнансової мережi

На кожну функцiю цiлi (1) накладається апрiорне природнє бю-
джетне обмеження

N∑
j=1

pjx
(i)
j − s(i) ≤ 0 (3)
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для кожного i = 1, P . Наступне апрiорне обмеження на загальну то-
варну масу j-го товару записується як

P∑
i=1

x
(i)
j − qj ≤ 0 (4)

i має теж виконуватися для всiх i = 1, P .
Оскiльки наша фiнансова мережа є полiкритерiальною iз P ∈ Z+

локальними функцiями цiлi (1), то проблема її економiчної стабiльнос-
тi може бути переформульована як вiдповiдна проблема оптимальностi
в межах стандартної матричної теорiї iгор [1, 6]. При цьому загальна
функцiя цiлi може бути записана в адитивнiй формi як W (x, p) :=
P∑
i=1

W (i)(x(i), p) при обмеженнях (2)–(4), причому змiнними аргумента-

ми виступають вектори кiлькостей товарiв x(i) ∈ EN
+ та їх цiн p ∈ EN

+

для всiх i = 1, P .
Для аналiзу економiчної рiвноваги цiєї фiнансової мережi потрiбно

сформулювати необхiднi умови, якi б регулювали цiнову полiтику еко-
номiчної системи. А саме, вважатимемо в умовах економiчної рiвнова-
ги, що для j-ї товарної одиницi мають мiсце такi кiлькiснi нерiвностi:

N∑
j=1

(
qj −

P∑
i=1

x̄
(i)
j

)
(pj − p̄j) ≥ 0, (5)

де вектори x̄
(i)
j , i = 1, P , та p̄ ∈ EN

+ становлять рiвноважний оптимум
споживання товарiв та їх цiн. Можна дати наступне визначення.

Означення 1. Вектори рiвня споживання та цiн
{
x̄(i), p̄ : i = 1, P

}
⊂ EN становлять рiвноважний стан (оптимум) нашої економiчної
моделi, якщо виконанi нерiвностi (5) разом з додатновими нерiвнос-
тями локального оптимуму:

−
N∑
j=1

∂W (i)

∂x
(i)
j

(x
(i)
j − x̄

(i)
j ) ≥ 0 (6)

для всiх агентiв i = 1, P .



Аналiз економiчної рiвноваги 221

Зупинимось тепер на такому важливому аспектi нашої моделi спо-
живання, як економiчна рiвноважна стабiльнiсть та її числовiй ха-
рактеристицi. З цiєю метою вiзьмемо до уваги наступнi додатковi умо-
ви, котрим повинна задовольняти наша модель:

а) рiвень бюджетного споживання i-го агента фiнансової мережi
не повинен перевищувати i-ої частини його повного бюджету, котрий
визначається виключно величиною його доходiв для кожного i = 1, P ;

б) обмеження на загальну товарну масу вигляду (4) j-го типу мають
бути узгодженi з реальною можливiстю її поповнення виробниками i
постачальниками i мають становити не бiльше її j-тої частини для
кожного j = 1, N .

Це означає, що умови (3) i (4) набувають, вiдповiдно, таких нечiтко
визначених значень:

N∑
j=1

pjx
(i)
j /(k(i)s(i)) ∈ [0, 1] (7)

для кожного i = 1, P та
P∑
i=1

x
(i)
j /(γjqj) ∈ [0, 1] (8)

для кожного j = 1, N .
Таким чином, нашу проблему аналiзу економiчної рiвноваги можна

переформулювати як наступну задачу нечiткого математичного про-
грамування: знайти оптимум

arg sup

x ∈ Hom(EN
+ ;EP

+)

p ∈ EN
+

W (x, p) = (x̄, p̄) ∈ Hom(EN
+ ;EP

+)× EN
+ (9)

при обмеженнях (7) i (8) та додаткових умовах (5) i (6).

2 Аналiз проблеми в межах методiв нечiткого ма-
тематичного програмування

Сформульована вище оптимум-проблема (9) є змiшаною задачею не-
чiткого математичного програмування, яку необхiдно дослiджувати,
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вiдповiдно визначивши основнi нечiтко заданi множини, роль котрих
є забезпечення оптимальної регуляцiї платоспроможностi агентiв еко-
номiчної моделi та її рiвноважної стабiльностi.

Надалi ми будемо використовувати як класичнi методи дослiджен-
ня оптимальних розв’язкiв [2, 5, 10, 11, 12], враховуючи особливостi
проблеми (9), так i методи теорiї нечiткого математитчного програму-
вання [13, 14, 15]. З метою бiльш ясного i аргументованого застосуван-
ня необхiдних фактiв з теорiї нечiткого математичного програмування,
адаптованих для нашої проблеми (9), викладемо нижче основнi їх еле-
менти.

Як правило, нечiтка множина визначається як деяке вiдображення
заданої множини X в гратку L

f : X → L. (10)

Для кожного α ∈ L можна визначити пiдмножину α-рiвня нечiткого
вiдображення (10) як Nα(f) := {x ∈ X : f(x) ≥ α}. За допомогою
Nα(f) можна побудувати її характеристичну функцiю fα : X → L:

f (α)(x) :=

{
1 : x ∈ Nα(f),

0 : x /∈ Nα(f).
(11)

Множину всiх нечiтких множин позначаємо як FL(X ). Наступна лема
[14, 15] є корисною для встановлення багатьох тверджень теорiї нечiт-
кого математичного програмування.

Лема 1. Нехай f ∈ FL(X ). Тодi має мiсце наступне представлення:

f = ∨
α∈L

(α ∧ f (α)),

де операцiя ∨ означає супремум, а ∧ - iнфiмум в гратцi L.

Доведення. Твердження леми легко слiдує iз визначення (11) i нас-
тупного ланцюжка тотожностей:

∨
α∈L

(α ∧ f (α)(x0) = [ ∨
x0∈Nα(f)

(α ∧ f (α)(x0)] ∨ [ ∨
x0 /∈Nα(f)

(α ∧ f (α)(x0)] =

= ∨
x0∈Nα(f)

(α ∧ 1) = ∨
α≤f(x0)

α = f(x0) (12)

для кожного x0 ∈ X .
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Надалi вважатимемо, що L є повною дистрибутивною граткою, тоб-
то для будь-яких α ∈ L та пiдмножини A ⊂ L з умови α < supA

випливає, що iснує таке β ∈ supA, для котрого α ≤ β.

Розглянемо тепер наступну стандартну проблему нечiткого матема-
тичного програмування [13, 14, 15] iз чiтко визначеною функцiєю цiлi:
на множинi X задана цiльова функцiя ϕ : X → R разом з деякими N ∈
Z+ обмеженнями fj : X → L, j = 1, N, з класу нечiтких множин FL(X ).

Тодi задачею нечiткого математичного програмування є проблема зна-
ходження оптимуму

arg sup
D

(N)
f : x∈X

ϕ(x) = x̄ ∈ X , (13)

де D
(N)
f := f =

N
∧
j=1

fj є задане нечiтке обмеження, та вiдповiдного сту-

пеня його нечiткостi µ(ϕ) : X → L. Виявляється, що при певних цiлком
розумних припущеннях проблема (13) є еквiвалентною проблемi

arg sup
x∈A⊂X

ϕ(x)(x) = x̄ ∈ A (14)

для деякої пiдмножини A ⊂ X , при чому будується нова адекватна
нечiтка множина µ(ϕ) : R → L, котра характеризує ступiнь нечiткостi
величини знайденого оптимуму (14).

З цiєю метою для будь-якого λ ∈ L, для котрого множина Nλ(f) 6=
∅, побудуємо асоцiйовану множину N (λ;ϕ) := {x ∈ X : ϕ(x) :=

supy∈Nλ(ϕ)
ϕ(y)}. Тодi пiд розв’язком нашої проблеми будемо розумi-

ти величину оптимуму (13) разом iз нечiткою множиною

µ(x;ϕ) :=

 sup
x∈N (λ;ϕ)

λ, якщо x ∈ ∪
λ∈L

N (λ;ϕ);

0, якщо x /∈ ∪
λ∈L

N (λ;ϕ).
(15)

Оскiльки обчислення функцiї (15) є дещо громiздким, то для бiльш
ефективного аналiзу ступеня нечiткостi знайденого оптимуму (13)
знайдемо її альтернативне представлення за допомогою нової нечiткої
множини µϕ : R → L. Попередньо зауважимо, що має мiсце наступна
рiвнiсть:

µ(x;ϕ) :=

 f(x), якщо x ∈ ∪
λ∈L

N (λ; f);

0, якщо x /∈ ∪
λ∈L

N (λ; f).
(16)
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оскiльки з умови x ∈ supp µ(ϕ) ⊂ X випливає, що µ(x;ϕ) = f(x).

Визначимо тепер, маючи на увазi спiввiдношення (15), наступну не-
чiтку множину µϕ : R → L як вiдображення

µϕ(r) := sup
x∈ϕ−1(r)

µ(x;ϕ) = sup
x∈ϕ−1(r)

sup{λ ∈ L : x ∈ Nλ(f)} (17)

для кожного r ∈ R.
Нечiтка множина (17) визначає ступiнь нечiткостi знайденого опти-

муму (13), задовольняючи при цьому наступне природнє спiввiдношен-
ня: µϕ(r) = sup

x∈ϕ−1(r)

µ(ϕ) = sup
x∈ϕ−1(r)

f(x) для всiх x ∈ X , а також властивiсть

монотонностi:
µϕ(r1) ≥ µϕ(r2) (18)

для всiх r1 ≤ r2 ∈ R.
Наступна лема дає можливiсть зведення задачi на супремум (13)

до певної асоцiйованої задачi на супремум в гратцi L.

Лема 2. Має мiсце наступне представлення:

sup
D

(N)
f : x∈X

ϕ(x) = sup{r : µϕ(r) = λ} (19)

для кожного λ ∈ L.

Доведення. Доведеня приведемо для повноти, оскiльки воно водно-
час є повчальним.

Маємо на основi леми 1:

sup
D

(N)
f : x∈X

ϕ(x) = sup
x∈X

{ϕ(x) : x ∈ Nλ(f), λ ∈ L} = (20)

= sup
x∈X

{ϕ(x) : µ(x;ϕ) = λ ∈ L}.

Оскiльки величина

sup
x∈X

{ϕ(x) : µ(x;ϕ) = λ ∈ L} = sup{r : µϕ(r) = λ ∈ L}, (21)

то з рiвностей (20), (21) та визначення (17) отримуємо остаточно

sup
D

(N)
f : x∈X

ϕ(x) = sup{r : µϕ(r) = λ, x ∈ X} (22)

тобто результат (19).
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Маючи на увазi тепер нашу сформульовану ранiше задачу нечiт-
кого математичного програмування (9) з обмеженнями (7) та (8), ми
можемо побудувати її оптимальний розв’язок, якщо визначити наступ-
нi величини: цiльову функцiю

ϕ(x, p) :=
P∑
i=1

N∏
j=1

(x
(i)
j )pja

(i)
j , (23)

задану на просторi Hom(EP ;EN)×RP
+ := X , та вiдповiднi нечiткi мно-

жини обмежень:

f (i)(x, p) :=
P∑
i=1

x
(i)
j pj/(k

(i)s(i)) ∈ [0, 1] (24)

для кожного i = 1, P та

fj(x, p) :=
P∑
i=1

x
(i)
j /(γjqj) ∈ [0, 1] (25)

для кожного j = 1, N , причому гратка L := [0, 1]. Для знаходження
оптимуму

arg sup
x∈Hom(EN ;EP )

p∈EN

ϕ(x, p) = (x̄, p̄) ∈ Hom(EN ;EP )× EN (26)

ми застосуємо, так званий, параметричний метод, котрий є розвитком
вiдповiдного параметричного методу [16]. А саме, побудуємо функцiю
Лагранжа

Lϕ(x; p|Λ, Λ̃) : =
P∑
i=1

N∏
j=1

(x
(i)
j )pja

(i)
j + < xp− α̃, Λ̃ >EP + (27)

+ < ẽ, x γ̂Λ > − < Λ, α >EN ,

де вектори (Λ, Λ̃) ∈ EN × EP є вiдповiдними множниками Лагранжа,
e := (1, 1, 1, ..., 1)ᵀ ∈ EN , ẽ := (1, 1, 1, ..., 1)ᵀ ∈ EP , матриця γ := {γjδj,k :

j, k = 1, N, } а (α, α̃) ∈ LN × LP є векторними параметрами нечi-
тко заданих множин (24) та (25). Розв’язуючи систему алгебраїчних
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рiвнянь
∂ϕ(x, p)/∂x+ p⊗ Λ̃ + γ̂Λ⊗ ẽ = 0,

∂ϕ(x, p)/∂p+ xᵀΛ̃ = 0,

∂ϕ(x, p)/∂Λ = 0, ∂ϕ(x, p)/∂Λ̃ = 0,

(28)

знаходимо оптимум-розв’язок

(x̄; p̄) := (x̄(α, α̃); p̄(α, α̃)) ∈ Hom(EN ;EP )× EP , (29)

як функцiю векторiв (α, α̃) ∈ LN × LP . Побудувавши тепер нечiтку
множину (16)

µ(x, p;ϕ) :=

 f(x, p), якщо (x, p) ∈ ∪
λ∈L

N (λ; f);

0, якщо (x, p) /∈ ∪
λ∈L

N (λ; f),
(30)

де функцiя

f :=

(
∧

i=1,P
f (i)

)
∧
(

∧
j=1,N

fj

)
: Hom(EN ;EP )× EN → L, (31)

можна обчислити стандартним чином оптимум-аргумент

arg max
(α,α̃)∈LN×LP

ϕ(x̄(α, α̃); p(α, α̃)) = (α, α̃) ∈ LN × LP , (32)

i значення ступеня нечiткостi аргумента (x̄(α, α̃), p(ᾱ, α̃)) ∈ Hom(EN ;

EP )× EN , рiвне величинi µ(x̄(α, α̃), p(ᾱ, α̃);ϕ) ∈ L. Вiдповiдно, значе-
ння ступеня нечiткостi оптимум-величини ϕ̄ := ϕ(x̄(α, α̃), p(ᾱ, α̃)) ∈ R
буде рiвним величинi µϕ(ϕ̄) ∈ L, де функцiя µϕ : R → L будується за
допомогою вiдображення (17). Бiльш детальний аналiз отриманих ре-
зультатiв, зокрема первiрка накладених умов рiвноважної стабiльнос-
тi (5) та (6), потребує додаткових як аналiтичних, так i комп’ютерних
обчислень при вибраних конкретних значеннях числових параметрiв
нашої моделi, на чому ми плануємо зупинитись в наступному дослi-
дженнi.

3 Висновки

Аналiзу економiчної рiвноваги моделей споживання є присвячена до-
сить значна кiлькiсть праць (напр., [1, 5, 8, 11, 12]), в котрих вико-
ристовувались рiзнi моделi та застосовувались рiзнi методи їх дос-
лiдження. Серед моделей особливо ефективними виявились тi, котрi
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дозволяють адекватно побудувати асоцiйованi з ними фiнансовi ме-
режi, оскiльки вони дозволяють використовувати широкий арсенал
[7, 13, 14, 15, 16, 17] сучасних потужних математичних методiв. В
данiй роботi для моделi споживання iз цiльовою функцiєю типу Коба-
Дугласа нами розвинутий теоретичний аналiз її економiчної рiвноваги,
використовуючи додатковi умови на рiвноважну стабiльнiсть спожи-
вання. Вiдповiдна проблема пошуку оптимум-розвязку нами префор-
мульована як задача пошуку оптим-параметрiв економiчної рiвноваги
моделi на основi теорiї нечiтких множин та теорiї нечiткого матема-
тичного програмування. При цьому отриманi явнi алгебраїчнi вирази
для знаходження оптимум-параметрiв економiчної рiвноваги моделi,
а також ступiнь їх нечiткостi, продиктований структурою фiнансової
мережi.
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TA Cobe-Duglas type economical consumption model is studied, its

economical equilibrium is analyzed by means of an associated financial

network. Based on a suitably constructed global aim function and the

respectively posed mathematical programming problem and poly-variant

game theory the description task of optimum parameters of the model and

the price vector under the equilibrium condition is solved. The correspond-

ing optimum parameters problem of economical equilibrium of the model

is formulated by means of the fuzzy sets and fuzzy mathematical program-

ming theories. The goods consumption priority parameters are analyzed by

means of decision making theory results in the framework of fuzzy stated

alternatives.




