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Дослiджується нова нелiнiйна система реакцiї -дифузiї для моделюва-
ння взаємодiї типу хижак-жертва. Для системи встановлено макси-
мальну алгебру iнварiантностi, що дозволило провести її редукцiю до
систем звичайних диференцiальних рiвнянь та знайти широкi класи
точних розв’язкiв вихiдної нелiнiйної системи. Також запропоновано
метод узагальнення отриманих розв’язкiв та наведено властивостi i
бiологiчну iнтерпретацiю деяких з них.

1 Вступ

Протягом останнiх десятилiть вiдбувається значне зростання кiлькостi
робiт, присвячених моделюванню процесiв якi вiдбуваються в живiй
природi. При дослiдженнi екосистем важлива роль придiляється пи-
танню конкуренцiї видiв. З цiєю метою, починаючи з класичних робiт
А. Лотки [1] i В. Вольтера [2], було запропоновано багато моделей (див.,
напр., [3, 4]).

Нещодавно в роботi [5] було запропоновано нову модель для опису
екологiчних систем, у яких взаємодiє велика кiлькiсть видiв тварин
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та рослин. Модель ґрунтується на нелiнiйнiй системi звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь. Тут ми розглядаємо узагальнення цiєї системи
для випадку врахування дифузiї у просторi, але обмежуємося двома
видами, тобто систему

Ut = d1Uxx + U
(
− a1 + b1

(
V
U

)λ)
,

Vt = d2Vxx + V
(
a2 − b2

(
U
V

)1−λ
)
,

(1)

де ak, bk, dk – довiльнi додатнi сталi, k = 1, 2; 0 < λ < 1; U = U(t, x)

– концентрацiя популяцiї хижакiв, V = V (t, x) – концентрацiя популя-
цiї жертв. Модель (1) характеризує взаємодiю популяцiй типу хижак-
жертва, i є нетривiальною модифiкацiєю класичної системи Лотки-
Вольтера

Ut = d1Uxx + U
(
− a1 + b1V

)
,

Vt = d2Vxx + V
(
a2 − b2U

)
.

(2)

Особливiстю системи (1) є те, що вона iнварiантна вiдносно масштаб-
них перетворень розмiру обох популяцiй

U = εu, V = εv,

де ε > 0 – довiльна стала.
Знерозмiривши систему (1) замiною

U → u, V →
( b1
a1

) 1
λ
v, x→

√
d1
a1

x, t→ 1

a1
t,

отримуємо систему

ut = uxx − u+ u1−λvλ,

vt = dvxx + av − bu1−λvλ,
(3)

де d = d2
d1
, a = a2

a1
, b = b2

a1

(
b1
a1

) 1−λ
λ
.

Очевидно, що стацiонарними точками системи (3) будуть всi точки
прямої u = v при a = b, та єдина точка (0;0) при довiльних a та b.
Провiвши нескладнi обчислення (див., напр., [6]), визначили, що точка
(0;0) – сiдлова точка (нестiйка стацiонарна точка). Тип точок прямої
u = v залежить вiд значення параметрiв системи. Зокрема при λ >
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a
a+1

всi точки прямої u = v, окрiм (0;0), є стiйкими вузлами, а при
λ < a

a+1
– нестiйкими вузлами. На вiдмiну вiд системи (3), класична

система Лотки-Вольтера (2) має двi стацiонарнi точки, тип яких не
залежить вiд значення параметрiв, а саме: (0;0) – сiдлова точка, (a2

b2
; a1
b1
)

– центр. Цей факт вказує на те, що системи (2) та (3) мають суттєво
рiзнi властивостi, тому по-рiзному описують взаємодiю видiв.

Робота побудована таким чином. У другому пунктi проаналiзовано
максимальну алгебру iнварiантностi (МАI) системи (3). Зокрема вста-
новлено, що структура МАI залежить лише вiд значення коефiцiєнта
d дослiджуваної системи. На основi отриманих операторiв проведено
редукцiю системи реакцiї -дифузiї (РД) (3) до систем звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь (ЗДР).

У третьому пунктi побудовано точнi розв’язки системи (3). У чет-
вертому пунктi знайдено розв’язки, якi є узагальненням отриманих
розв’язкiв, встановлено їх основнi властивостi, та наведено можливу
iнтерпретацiю.

2 Максимальна алгебра iнварiантностi

Система (3) належить до класу систем рiвнянь РД вигляду

ut = d1uxx + c1(u, v),

vt = d2vxx + c2(u, v),
(4)

якi, як вiдомо, описують велику кiлькiсть процесiв в бiологiї [3, 4] та
фiзицi [7]. В бiльшостi випадкiв функцiї ck (k = 1, 2) є нелiнiйними, що
негайно веде до того, що система (4) є неiнтегровною [8]. Тому важли-
вим є застосування методiв, якi дають змогу будувати точнi розв’язки
таких систем. Одним з ефективних методiв є використання симетрiї
Лi [9] для знаходження розв’язкiв. Незважаючи на те, що пошук симе-
трiй Лi систем рiвнянь РД був iнiцiйований давно [10], вичерпний опис
всеможливих симетрiй (4) було завершено лише в останнє десятирiччя
[11]–[15].

Для знаходження МАI системи (3) застосуємо вислiди робiт [12, 13].



46 В. Давидович

Теорема 1. У випадку d = 1 МАI системи (3) є алгеброю Ґалiлея
AG(1.1) = 〈Pt, Px, I, G〉, з базовими операторами Pt = ∂t, Px = ∂x, I =

u∂u + v∂v, G = −2t∂x + x(u∂u + v∂v).

При d 6= 1 система рiвнянь РД (3) iнварiантна вiдносно тривимiр-
ної МАI з базовими операторами Pt, Px, I.

Проведемо редукцiю системи (3) до систем ЗДР, використовуючи
найзагальнiший вигляд операторiв iнварiантностi

X = α0∂t + α1∂x + α2u∂u + α2v∂v (5)

при d 6= 1;

X = α0∂t + (−2α3t+ α1)∂x + (α3x+ α2)u∂u + (α3x+ α2)v∂v (6)

при d = 1.

Для початку розглянемо оператор (5) системи (3) при d 6= 1.
Нехай α0 6= 0. Ввiвши позначення α = α1

α0
, β = α2

α0
i розв’язавши

систему Ойлера-Лаґранжа (систему характеристичних рiвнянь [16])

dt

1
=
dx

α
=
du

βu
=
dv

βv
,

отримуємо анзац

u = ϕ(ω) exp βt, ω = x− αt,

v = ψ(ω) exp βt,
(7)

який зводить систему (3) до системи ЗДР

ϕ′′ + αϕ′ + ϕ(−1 + ϕ−λψλ − β) = 0,

dψ′′ + αψ′ + ψ(a− bϕ1−λψλ−1 − β) = 0.
(8)

У випадку α0 = 0, α1 6= 0 отримуємо анзац

u = ϕ(ω) exp α2

α1
x, ω = t,

v = ψ(ω) exp α2

α1
x

(9)

та редуковану систему ЗДР

ϕ′ − ϕ
(
− 1 + ϕ−λψλ +

(
α2

α1

)2)
= 0,

ψ′ − ψ
(
a− bϕ1−λψλ−1 + d

(
α2

α1

)2)
= 0.

(10)
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Розглянемо оператор (6) системи (3) при d = 1. У випадку α3 = 0

отримуємо анзаци (7) (α0 6= 0) i (9) ( α0 = 0, α1 6= 0), та вiдповiднi їм
системи ЗДР (8) та (10) з параметром d = 1.

Нехай α3 6= 0. Оскiльки система (3) iнварiантна вiдносно зсувiв по
часу i по x, то не порушуючи загальностi, покладемо α1 = α2 = 0 в
операторi (6). Отримуємо оператор

X = α0∂t − 2α3t∂x + α3xu∂u + α3xv∂v. (11)

Проiнтегрувавши систему Ойлера-Лаґранжа для оператора (11), отри-
муємо:
1) при α0 = 0 анзац та редукована система матимуть вигляд:

u = ϕ(ω) exp
(
− x2

4t

)
, ω = t,

v = ψ(ω) exp
(
− x2

4t

)
,

(12)

ϕ′ + ϕ(1− ϕ−λψλ + 1
2ω
) = 0,

ψ′ + ψ(bϕ1−λψλ−1 − a+ 1
2ω
) = 0;

(13)

2) при α0 6= 0, подiливши оператор (11) на α0 i ввiвши позначення
α = −2α3

α0
, отримуємо:

u = ϕ(ω) exp
(
1
6
α2t3 − 1

2
αxt

)
, ω = α

2
t2 − x,

v = ψ(ω) exp
(
1
6
α2t3 − 1

2
αxt

)
,

(14)

ϕ′′ + ϕ(−1 + ϕ−λψλ − 1
2
αω) = 0,

ψ′′ + ψ(a− bϕ1−λψλ−1 − 1
2
αω) = 0.

(15)

3 Побудова точних розв’язкiв системи (3)

Знайдемо точнi розв’язки системи (3), використовуючи побудованi ан-
заци та редукованi системи ЗДР.

Для початку розглянемо систему (8) при d 6= 1. Як добре вiдо-
мо, розв’язування нелiнiйних систем ЗДР другого порядку є окремою
складною задачею. Нам вдалося знайти розв’язок (8) при додатковому
припущеннi

ψ(ω) = µϕ(ω), (16)
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де µ – стала, тобто функцiї ϕ та ψ є лiнiйно залежними.
При виконаннi умови (16) система (8) матиме вигляд

ϕ′′ + αϕ′ + ϕ(µλ − 1− β) = 0,

dϕ′′ + αϕ′ + ϕ(a− bµλ−1 − β) = 0.
(17)

Помноживши перше рiвняння системи (17) на d i вiднявши результат
вiд другого рiвняння, отримуємо:

α(1− d)ϕ′ = ϕ
(
dµλ + bµλ−1 + β(1− d)− a− d

)
. (18)

При α = 0 рiвняння (18) матиме нетривiальнi розв’язки тiльки у
випадку, коли стала µ буде розв’язком рiвняння:

dµλ + bµλ−1 + β(1− d)− a− d = 0. (19)

В загальному випадку (при довiльному значеннi параметра λ) рiвнян-
ня (19) є трансцендентним. Проведемо дослiдження функцiї f(µ) =

dµλ + bµλ−1 + β(1− d)− a− d, при µ > 0, щодо наявностi нулiв.
Оскiльки f ′(µ) < 0 при µ < (1−λ)b

λd
, f ′(µ) > 0 при µ > (1−λ)b

λd
, то

кiлькiсть коренiв рiвняння (19) буде залежати вiд значення виразу
f
(

(1−λ)b
λd

)
. Зокрема:

1) якщо f
(

(1−λ)b
λd

)
< 0, то рiвняння (19) має два дiйсi коренi;

2) якщо f
(

(1−λ)b
λd

)
= 0, то рiвняння (19) має один дiйсний корiнь;

3) якщо f
(

(1−λ)b
λd

)
> 0, то рiвняння (19) не має дiйсних коренiв.

Зауважимо, що при деяких значеннях λ (наприклад 1
2
, 2
3
) рiвняння (19)

можна розв’зати аналiтично.
Нехай µ0 розв’язок рiвняння (19). Тодi система (17) (α = 0) еквiва-

лентна диференцiальному рiвнянню

ϕ′′ + ϕ(µλ
0 − 1− β) = 0,

розв’язок якого залежить вiд значення виразу δ = µλ
0 − 1− β.
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Таким чином, ми отримуємо розв’язки системи (3):

u(t, x) = (c1 + c2x)e
βt,

v(t, x) = µ0(c1 + c2x)e
βt, δ = 0;

u(t, x) = (c1 cos
√
δx+ c2 sin

√
δx)eβt,

v(t, x) = µ0(c1 cos
√
δx+ c2 sin

√
δx)eβt, δ > 0;

u(t, x) =
(
c1 exp(

√
δx) + c2 exp(−

√
δx)

)
eβt,

v(t, x) = µ0

(
c1 exp(

√
δx) + c2 exp(−

√
δx)

)
eβt, δ < 0.

При α 6= 0 розв’язок рiвняння (18) матиме вигляд: ϕ(ω) = C×
exp

(
f(µ)

α(1−d)
ω
)
, де C – довiльна стала. Для того щоб функцiя ϕ була

розв’язком системи (17) необхiдно, щоб α = f(µ)√
(d−1)f1(µ)

, де f1(µ) =

µλ + bµλ−1 − a− 1.

Отже, при α 6= 0 розв’язок системи (3) матиме вигляд

u(t, x) = C exp
(
−

√
f1(µ)

(d− 1)
x+

(
f(µ)

d− 1
+ β

)
t
)
,

v(t, x) = µu(t, x).

Побудуємо розв’язок системи (3) при d = 1, використовуючи анзац
(7) та вiдповiдну систему ЗДР (8). Розв’язок системи (8) будемо шу-
кати з врахуванням умови (16), при якiй дана система матиме вигляд

ϕ′′ + αϕ′ + ϕ(µλ − 1− β) = 0,

ϕ′′ + αϕ′ + ϕ(a− bµλ−1 − β) = 0.
(20)

Для того щоб система (20) мала нетривiальнi розв’язки потрiбно щоб
стала µ була розв’язком трансцендентного рiвняння

µλ + bµλ−1 − a− 1 = 0. (21)

Рiвняння (21) є частинним випадком рiвняння (19) при d = 1, тому
кiлькiсть його коренiв залежить вiд значення виразу f1

(
(1−λ)b

λ

)
.

Нехай µ0 – розв’язок рiвняння (21). Система (20) буде еквiвалентна
ЗДР зi сталими коефiцiєнтами

ϕ′′ + αϕ′ + ϕ(µλ
0 − 1− β) = 0,
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розв’язок якого залежить вiд значення виразу D = α2 − 4(µλ
0 − 1− β).

Пiдставивши значення функцiї ϕ в анзац (7) i врахувавши умову
(16), отримуємо розв’язки системи (3) при d = 1:

u(t, x) =
(
c1 + c2(x− αt)

)
exp

(
− α

2
(x− αt)

)
eβt,

v(t, x) = µ0

(
c1 + c2(x− αt)

)
exp

(
− α

2
(x− αt)

)
eβt, D = 0;

u(t, x) =
(
c1 exp

(
− α+

√
D

2
(x− αt)

)
+

+c2 exp
(
− α−

√
D

2
(x− αt)

))
eβt,

v(t, x) = µ0

(
c1 exp

(
− α+

√
D

2
(x− αt)

)
+

+c2 exp
(
− α−

√
D

2
(x− αt)

))
eβt, D > 0;

u(t, x) =
(
c1 cos

(√−D
2

(x− αt)
)
+ c2 sin

(√−D
2

(x− αt)
))
eβt,

v(t, x) = µ0

(
c1 cos

(√−D
2

(x− αt)
)
+

+c2 sin
(√−D

2
(x− αt)

))
eβt, D < 0.

Побудуємо розв’язок системи (3), використовуючи анзац (14) та
вiдповiдну систему ЗДР (15). Розв’язок системи (15) будемо шукати,
враховуючи умову (16). Отримуємо систему

ϕ′′ + ϕ(µλ − 1− 1
2
αω) = 0,

ϕ′′ + ϕ(a− bµλ−1 − 1
2
αω) = 0,

(22)

яка буде мати нетривiальнi розв’язки лише у випадку, коли µ є роз-
в’язком рiвняння (21).

Нехай µ0 розв’язок рiвняння (21). Тодi система (22) еквiвалентна
диференцiальному рiвнянню

ϕ′′ − ϕ
(1
2
αω + 1− µλ

0

)
= 0. (23)

Виконавши замiну τ =
(
1
2
α
)− 2

3
(
1
2
αω + 1 − µλ

0

)
, зводимо рiвняння (23)

до рiвняння Ейрi [17]
ϕ′′
ττ − τϕ = 0,
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розв’язок якого має вигляд

ϕ(τ) = c1Ai(τ) + c2Bi(τ), (24)

де Ai(τ) та Bi(τ) — вiдповiдно функцiя Ейрi i функцiя Ейрi другого
роду.

Отже, врахувавши (14), (15), (16) та (24), отримуємо розв’язок си-
стеми (3) при d = 1

u =
(
c1Ai

(
p(t, x)

)
+ c2Bi

(
p(t, x)

))
exp

(
1
6
α2t3 − 1

2
αxt

)
,

v = µ0

(
c1Ai

(
p(t, x)

)
+ c2Bi

(
p(t, x)

))
exp

(
1
6
α2t3 − 1

2
αxt

)
,

(25)

де p(t, x) =
(
1
2
α
)− 2

3
(
1
4
α2t2 − 1

2
αx+ 1− µλ

0

)
.

Побудуємо розв’язки системи (3), використовуючи анзац (12) та
вiдповiдну систему ЗДР (13). Розв’язки системи (13) будемо шукати,
виконавши замiну

ψ(ω) = ν(ω)ϕ(ω), (26)

де ν(ω) – покищо невiдома функцiя, ν 6= 0.

Врахувавши замiну (26), записуємо систему (13) у виглядi

ϕ′ + ϕ(1− νλ + 1
2ω
) = 0,

νϕ′ + ν ′ϕ+ νϕ(bνλ−1 − a+ 1
2ω
) = 0.

(27)

Для початку розглянемо випадок, коли функцiя ν(ω) є сталою, тоб-
то ν(ω) = µ, µ – стала, µ > 0 . В цьому випадку система (27) буде ма-
ти нетривiальнi розв’язки лише тодi, коли матиме розв’язки рiвняння
(21).

Нехай µ0 розв’язок рiвняння (21). Тодi система (27) еквiвалентна
лiнiйному диференцiальному рiвнянню

ϕ′ + ϕ
(
1− µλ

0 +
1

2ω

)
= 0,

загальний розв’язок якого має вигляд

ϕ(ω) =
c√
ω
exp

(
(µλ

0 − 1)ω
)
, (28)
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де c – довiльна стала.
Отже, врахувавши (12), (13), (16) та (28), отримуємо розв’язок си-

стеми (3) при d = 1

u = c√
t
exp

(
− x2

4t
+ (µλ

0 − 1)t
)
,

v = µ0
c√
t
exp

(
− x2

4t
+ (µλ

0 − 1)t
)
.

(29)

Нехай ν(ω) 6= const. Помноживши перше рiвняння системи (27) на
ν i вiднявши вiд першого рiвняння друге, отримуємо нелiнiйне дифе-
ренцiальне рiвняння

ν ′ + ν(νλ + bνλ−1 − a− 1) = 0. (30)

Знайти розв’язки рiвняння (30) у явному виглядi при довiльному
λ не вдається. Нам вдалося знайти функцiю ν при λ = 1

2
, причому її

значення залежатиме вiд значення виразу ∆ = 4b− (1 + a)2:
якщо ∆ = 0, то ν =

(
2

ω+ω0
+ 1+a

2

)2
,

якщо ∆ > 0, то ν =
(
1+a
2

− 1
2

√
∆tan

√
∆
4
(ω + ω0)

)2
,

якщо ∆ < 0, то ν = 1
4

(
∆−+∆+ exp

√
−∆
2

(ω+ω0)
)2(

1+exp
√
−∆
2

(ω+ω0)
)−2

,

де ∆± = 1 + a±
√
−∆.

Щоб знайти функцiю ϕ(ω) потрiбно пiдставити знайденi значення
функцiї ν(ω) у перше рiвняння системи (27). Для прикладу розглянемо
випадок ∆ = 0. Отримуємо лiнiйне ДР

ϕ′ + ϕ

(
1− a

2
− 2

ω + ω0

+
1

2ω

)
= 0,

загальний розв’язок якого має вигляд

ϕ(ω) = c
(ω + ω0)

2

√
ω

exp

(
a− 1

2
ω

)
, (31)

де c – довiльна стала. Аналогiчно можна знайти функцiю ϕ(ω) при
∆ > 0 та ∆ < 0. Зокрема будемо мати

ϕ(ω) = c√
t
cos2

(√
∆
4
(ω + ω0)

)
exp

(
a−1
2
ω
)
, ∆ > 0; (32)

ϕ(ω) = c√
t

(
1 + exp

√
−∆
2

(ω + ω0)
)2

exp
(

a−
√
−∆−1
2

ω
)
, ∆ < 0. (33)
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Отже, врахувавши (12), (13) та (31)–(33), отримуємо розв’язки системи
(3) при λ = 1

2
, d = 1:

u(t, x) = c (t+t0)2√
t

exp
(
a−1
2
t− x2

4t

)
,

v(t, x) = c√
t

(
1+a
2
(t+ t0) + 2

)2
exp

(
a−1
2
t− x2

4t

)
, ∆ = 0;

(34)

u(t, x) = c√
t
cos2

(√
∆
4
(t+ t0)

)
exp(a−1

2
t− x2

4t
),

v(t, x) = c√
t

(
a+1
2

cos
(√

∆
4
(t+ t0)

)
− 1

2

√
∆sin

(√
∆
4
(t+ t0)

))2

×
× exp(a−1

2
t− x2

4t
), ∆ > 0;

(35)

u(t, x) = c√
t

(
1 + exp

√
−∆
2

(t+ t0)
)2

exp
(
a−

√
−∆−1
2

t− x2

4t

)
,

v(t, x) = c
4
√
t

(
∆− +∆+ exp

√
−∆
2

(t+ t0)
)2

exp
(
a−

√
−∆−1
2

t− x2

4t

)
, ∆ < 0.

(36)

Зауваження 1. Розв’язки (29), (34)–(36) мають спiльну рису: ком-
поненти u та v є добутком деяких функцiй вiд часу на фундамен-
тальний розв’язок 1√

πt
exp

(
− x2

4t

)
рiвняння теплопровiдностi.

4 Узагальнення отриманих розв’язкiв та їх власти-
востi

Розв’язок системи Ойлера-Лаґранжа для оператора I = u∂u+v∂v (див.
(5) при α0 = α1 = 0) веде до формального анзацу v(t, x) = ν(t, x)u(t, x),
який не спрощує задачу побудови точних розв’язкiв системи (3). Про-
те, якщо накласти обмеження на функцiю ν(t, x), а саме, ν = ν(t), то
ми отримуємо анзац

v(t, x) = ν(t)u(t, x),

який зводить цю систему до вигляду

ut = uxx + (νλ − 1)u,

νut = dνuxx + (−ν ′ + aν − bνλ)u.
(37)

Пiдставивши в друге рiвняння системи (37) замiсть uxx вираз ut +
(1− νλ)u, отримуємо рiвняння

(1− d)νut = (−ν ′ + (a+ d)ν − dνλ+1 − bνλ)u. (38)
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При d = 1 рiвняння (38) еквiвалентне рiвнянню (30), загальний роз-
в’язок якого побудовано при λ = 1

2
. Пiдставляючи знайденi значення

функцiї ν (при рiзних значеннях ∆) в перше рiвняння системи (37) при
λ = 1

2
, отримуємо:

ut = uxx +
( 2

t+ t0
+
a− 1

2

)
u, ∆ = 0; (39)

ut = uxx +
(a− 1

2
− 1

2

√
∆tan

√
∆

4
(t+ t0)

)
u, ∆ > 0; (40)

ut = uxx +
(

1
2

(
∆− +∆+ exp

√
−∆
2

(t+ t0)
)
×

×
(
1 + exp

√
−∆

2
(t+ t0)

)−1 − 1
)
u, ∆ < 0. (41)

Легко перевiрити, що отриманi рiвняння (39)–(41) ведуть до таких
розв’язкiв системи (3) при d = 1, λ = 1

2
:

u(t, x) = (t+ t0)
2 exp(a−1

2
t)z(t, x),

v(t, x) =
(
1+a
2
(t+ t0) + 2

)2
exp

(
a−1
2
t
)
z(t, x), ∆ = 0,

(42)

u(t, x) = cos2
(√

∆
4
(t+ t0)

)
exp(a−1

2
t)z(t, x),

v(t, x) =
(

a+1
2

cos
(√

∆
4
(t+ t0)

)
− 1

2

√
∆sin

(√
∆
4
(t+ t0)

))2

×
× exp(a−1

2
t)z(t, x), ∆ > 0,

(43)

u(t, x) =
(
1 + exp

√
−∆
2

(t+ t0)
)2

exp
(
a−

√
−∆−1
2

t
)
z(t, x),

v(t, x) = 1
4

(
∆− +∆+ exp

√
−∆
2

(t+ t0)
)2

exp
(
a−

√
−∆−1
2

t
)
z(t, x), ∆ < 0,

(44)
де z(t, x) – довiльний розв’язок рiвняння теплопровiдностi

zt = zxx. (45)

Зауважимо, що розв’язки (34)–(36) є частинним випадком розв’яз-
кiв (42)–(44) при z(t, x) = c√

t
exp(−x2

4t
).



Точнi розв’язки однiєї системи рiвнянь реакцiї -дифузiї... 55

Аналогiчно можна отримати узагальнення розв’язку (29) системи
(3) при d = 1, а саме

u = exp
(
(µλ

0 − 1)t
)
z(t, x),

v = µ0 exp
(
(µλ

0 − 1)t
)
z(t, x),

(46)

де µ0 – довiльний розв’язок рiвняння (21), z(t, x) – довiльний розв’язок
рiвняння (45).

Нехай d 6= 1. З рiвняння (38) отримуємо

u = C(x) exp
(∫

1

(1− d)ν
(−ν ′ + (a+ d)ν − dνλ+1 − bνλ)dt

)
. (47)

Пiдставивши (47) в перше рiвняння системи (37), отримуємо рiвняння

C ′′(x) = C(x)
1

(1− d)ν
(−ν ′ + (a+ 1)ν − νλ+1 − bνλ),

з якого випливає:

C ′′ − γC = 0, (48)

ν ′ + ν(νλ − bνλ−1 − a− 1 + γ − dγ) = 0, γ = const. (49)

Структура рiвняння (49) така ж, як i рiвняння (30), тому його
розв’язок при λ = 1

2
залежатиме вiд значення виразу Θ = 4b − h2,

де h = a+ 1− γ + dγ:
якщо Θ = 0, то ν =

(
2

t+t0
+ h

2

)2
,

якщо Θ > 0, то ν =
(
h
2
− 1

2

√
Θtan

√
Θ
4
(t+ t0)

)2
,

якщо Θ < 0, то ν = 1
4

(
Θ− +Θ+ exp

√
−Θ
2

(t+ t0)
)2(

1+ exp
√
−Θ
2

(t+ t0)
)−2

,

де Θ± = h±
√
−Θ.

Отже, для того щоб отримати розв’язки системи (3) при λ = 1
2
, d 6=

1, потрiбно лише обчислити значення iнтегралу в (47), пiдставивши
в пiдiнтегральний вираз знайденi значення функцiї ν. Провiвши не-
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складнi обчислення, отримуємо розв’язки системи (3) при λ = 1
2
, d 6= 1:

u(t, x) = C(x)(t+ t0)
2 exp

(a− 1 + (1 + d)γ

2
(t+ t0)

)
,

v(t, x) =
C(x)

4

(
4 + h(t+ t0)

)2
exp

(a− 1 + (1 + d)γ

2
(t+ t0)

)
, Θ = 0;

u(t, x) = C(x) cos2
(√Θ

4
(t+ t0)

)
exp

(a− 1 + (1 + d)γ

2
(t+ t0)

)
,

v(t, x) =
(h
2
− 1

2

√
Θtan

(√Θ

4
(t+ t0)

))2

u(t, x), Θ > 0;

u(t, x) = C(x)
(
1 + exp

√
−Θ

2
(t+ t0)

)2

×

× exp
(a− 1 + (1 + d)γ −

√
−Θ

2
t
)
,

v(t, x) =
C(x)

4

(
Θ− +Θ+ exp

√
−Θ

2
(t+ t0)

)2 ×
× exp

(a− 1 + (1 + d)γ −
√
−Θ

2
t
)
, Θ < 0;

де функцiя C(x) є розв’язом лiнiйного ЗДР (48).
Визначимо властивостi отриманих розв’язкiв. Для початку дослi-

димо їх асимптотичну поведiнку вiдносно часу. Виявляється, що всi
розв’язки, побудованi в третьому пунктi, мають спiльну рису: при пев-
них обмеженнях їх компоненти або прямують до нескiнченностi, або
до нуля (нестiйкої стацiонарної точки) при t→ ∞.

Наприклад, кожна компонента розв’яку (25) при c2 6= 0 прямує до
нескiнченностi. У випадку c2 = 0 при α > 0 отримуємо: (u, v) → (0; 0),

при t→ ∞.
Для розв’язку (29) отримуємо: (u, v) → (0; 0), при t → ∞, якщо

µ0 ≤ 1. Причому, розв’язок алгебраїчного рiвняння (21) µ0 ≤ 1 iсну-
ватиме, якщо виконуватиметься хоча б одна з умов: 1) a ≥ b; 2) a <
b, λ > b

b+1
, f

(
(1−λ)b

λ

)
< 0.

Для розв’язкiв (34)–(35) отримуємо: (u, v) → (0; 0), при t → ∞,
якщо a < 1.

Для розв’язку (36) отримуємо: (u, v) → (0; 0), при t → ∞, якщо
max{0, 2

√
b− 1} < a < b, b < 1.

Розглянемо детальнiше розв’язок (44). Оскiльки система (3) має
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стiйкi стацiонарнi точки (пряма u = v) лише при a = b, λ > a
a+1

, то
перепишемо розв’язок (44) при виконаннi цих умов. Зокрема, з того
що λ > a

a+1
випливає a < 1, оскiльки λ = 1

2
.

Розв’язок (44) набуде вигляду

u(t, x) =
(
exp

(
a−1
2
t
)
+ α

)2

z(t, x),

v(t, x) =
(
a exp

(
a−1
2
t
)
+ α

)2

z(t, x),

(50)

де α – довiльна стала.
Виявляється, що з множини точних розв’язкiв (50) можна видiлити

такi, якi задовольняють такi бiологiчно вмотивованi додатковi умови,
як збiжнiсть популяцiй до стiйкої стацiонарної точки, обмеженiсть ро-
сту популяцiй та вiдсутнiсть дифузiї популяцiй через границю областi.
Зокрема, можна сформулювати теорему:

Теорема 2. Нелiнiйна система рiвнянь РД (3), з параметрами a =

b < 1, d = 1, λ = 1
2
, допускає в областi {(t, x) ∈ (0,+∞) × (0, π

β
)}

обмежений перiодичний (в просторi) розв’язок:

u(t, x) =
(
exp

(
a−1
2
t
)
+ α

)2(
exp(−β2t) cos(βx) + γ

)
,

v(t, x) =
(
a exp

(
a−1
2
t
)
+ α

)2(
exp(−β2t) cos(βx) + γ

)
,

(51)

що задовольняє нульовi умови Ноймана ux|x=0 = 0, vx|x=0 = 0, ux|x=π
β
=

0, vx|x=π
β
= 0, де α, β, γ – довiльнi сталi, β > 0, γ > 1.

Добре видно, що розв’язок вигляду (51) в областi {(t, x) ∈ (0,+∞)×
(0, π

β
)} є невiд’ємним та прямує до стiйкої стацiонарної точки (u, v) →(

α2γ;α2γ
)

при t→ +∞.
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A new reaction-diffusion system modeling the predator-prey interac-

tion is studied. The maximal algebra of invariance for the system is found

what allowed to reduce one to systems of nonlinear ordinary differential

equations and to construct wide classes of the exact solutions of the origin

nonlinear system. A method for generalization of the obtained solutions

is proposed, the properties and biological interpretations of some of them

are also presented.




