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Дослiджуються особливi точки iнтегровних потенцiалiв в симетричнiй
задачi системи чотирьох попарно взаємодiючих частинок на прямiй та
в симетричнiй задачi системи замкнутого ланцюжка чотирьох взаємо-
дiючих частинок на прямiй iз взаємодiєю найближчих сусiдiв.

У данiй роботi розглядається система 4 попарно взаємодiючих час-
тинок, що симетрично розташованi на прямiй з гамiльтонiаном

H = T +W, (1)

де кiнетична енергiя T = 1
2
(p21 + p22), а

W = V (x+ y) + V (y − x) + 1

2
V (2x) +

1

2
V (2y). (2)

Задача визначення iнтегровностi за Лiувiлем полягає у вiдшуканнi
одного додаткового першого iнтеграла, функцiонально незалежного з

УДК: 517.9; MSC 2010: 70H06
Ключовi слова i фрази: гамiльтонова система, перший iнтеграл, дужка Пуасона,
теорема додавання



98 Б. Довгань, А. Вус

H. З рiвностi нулю дужки Пуасона {F,H} = 0, в роботi [1] отримано
теорему додавання

ξ = 2(V (x+ y)− V (y − x))(V ′′(2y)− V ′′(2x))−
−3V ′(2x)(V ′(x+ y) + V ′(y − x)) + 3V ′(2y)(V ′(x+ y)−
−V ′(y − x)) + (V (2y)− V (2x))(V ′′(x+ y)− V ′′(y − x)) = 0

(3)

для невiдомого потенцiала взаємодiї. Виконавши у рiвняннi (3) замiну
x+ y = v, y − x = u,2y = u+ v, 2x = v − u, отримаємо

η(u, v) = 2(V (v)− V (u))(V ′′(u+ v)− V ′′(v − u))+
+(V (u+ v)− V (v − u))(V ′′(v)− V ′′(u))−
−3V ′(v − u)(V ′(v) + V ′(u)) + 3V ′(u+ v)(V ′(v)− V ′(u)) = 0.

(4)

До того ж, в роботi [1] показано, що система з гамiльтонiаном (1), (2)
може мати додатковий перший iнтеграл лише для потенцiала, що має
в нулi полюс другого порядку.

Також розглядається аналогiчна задача взаємодiї найближчих сусi-
дiв замкнутого ланцюжка 4 частинок на прямiй, потенцiальна частина
гамiльтонiана для якої має вигляд

W = V (y − x) + 1

2
V (2x) +

1

2
V (2y), (5)

i з рiвностi {F,H} = 0, в роботi [2] отримано теорему додавання

ξ = −2V (y − x)(V ′′(2y)− V ′′(2x))− (V (2y)−
−V (2x))V ′′(y − x)− 3(V ′(2x) + V ′(2y))(V ′(y − x)) = 0

(6)

для потенцiала взаємодiї V (·). Виконавши у рiвняннi (6) замiну
x+ y = v, y − x = u, 2y = u+ v, 2x = v − u, отримаємо

η(u, v) = −2V (u)(V ′′(u+ v)− V ′′(v − u))− (V (u+ v)−
−V (v − u))V ′′(u)− 3(V ′(v − u) + V ′(u+ v))V ′(u) = 0.

(7)

У данiй статтi розглянуто питання можливостi iснування ненульових
особливих точок потенцiалiв взаємодiї для двох згаданих систем (тобто
систем з гамiльтонiаномами (1), (2) i (1), (5) вiдповiдно).
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1 Ненульовий полюс в задачi попарної взаємодiї 4
частинок на прямiй

Лема 1.1. Нехай система з гамiльтонiаном (1), (2) допускає пер-
ший iнтеграл четвертого порядку. Якщо для мероморфного потенцi-
ала V (x) iснує ненульовий полюс a, то
(i) V — перiодична функцiя з перiодом a;
(ii) a — полюс другого порядку.

Доведення. Нехай точка a — полюс порядку −α (α < 0), тодi в околi
точки a потенцiал V має вигляд V (x) = (x− a)α + o((x− a)α). Пiдста-
вивши сюди x = x̃+ a, отримаємо V (x̃+ a) = x̃α + ....

Виконавши у рiвняннi (3) замiну x̃ = x+ a
2
, ỹ = y+ a

2
, та позначивши

знову (x̃, ỹ) через (x, y), отримаємо

2(V (x+ y + a)− V (y − x))(V ′′(2y + a)− V ′′(2x+ a))−
−3V ′(2x+ a)(V ′(x+ y + a) + V ′(y − x))+
+3V ′(2y + a)(V ′(x+ y + a)− V ′(y − x))+
+(V (2y + a)− V (2x+ a))(V ′′(x+ y + a)− V ′′(y − x)) = 0.

(8)

Розклавши (8) за степенями x, та прирiвнявши до нуля коефiцiєнт
при найменшому степенi (2x)α−2 в цьому розкладi, отримаємо рiвнiсть
−2α(α− 1)(V (y+ a)− V (y)) = 0, звiдки випливає, що V — перiодична
функцiя з перiодом a.

Прирiвнявши до нуля коефiцiєнт при степенi (2x)α−1 в розкладi
рiвняння (8), отримаємо
−α(α− 1)(V ′(y + a) + V ′(y))− 3α(V ′(y + a) + V ′(y)) = 0,
(−α2 − 2α))(V ′(y + a) + V ′(y)) = 0, звiдки α = −2.

Враховуючи висновок леми 1, отримуємо, що x = 0 — теж полюс
другого порядку для потенцiала V , звiдки, згiдно з роботою [1], потен-
цiал V може бути лише ℘-функцiєю Веєрштраса.

Наслiдок 1.1. Нехай система з гамiльтонiаном (1), (2) допускає
перший iнтеграл четвертого порядку. Якщо мероморфний потенцi-
ал V (x) задовiльняє умову V (∞) = 0, то такий потенцiал не може
мати ненульових полюсiв.
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Теорема 1.1. Нехай система з гамiльтонiаном (1), (2) допускає полi-
номiальний перший iнтеграл, i потенцiал V має ненульовий полюс a.
Тодi
(i) ∃s ∈ N V (s) — перiодична функцiя з перiодом 2a;
(ii) полюс a другого порядку.

Доведення. Можна вважати, що перший iнтеграл має компоненти
лише парного степеня

F = F2N + F2N−2 + · · ·+ F0, (9)

де F2k, k = 0;N — однорiднi компоненти парного 2k-го степеня за
iмпульсами, а старша компонента має вигляд

F2N =
2N∑
i=0

E2N−i,i(x, y)p2N−i
1 pi2. (10)

Згiдно з [1] для першого iнтеграла 2N -го порядку за iмпульсами (9)
iснує однорiдний оператор L такий, що теорема додавання має вигляд
Lξ = 0, де ξ = ξ(x, y) — лiва частина рiвняння (3). Нехай L в змiнних
(x, y) має вигляд

L = as∂
s
y∂

M−s
x +· · ·+aM∂My (s = min{i : ai 6= 0}, L =

M∑
i=0

ai∂
i
y∂

M−i
x ). (11)

Подiявши оператором (11) на розклад рiвняння (8), отримаємо роз-
клад теореми додавання Lξ = 0, прирiвнявши в якому коефiцiєнт при
найменшому степенi xα−2−(M−s) до нуля, одержимо рiвнiсть

2M−s+1as(α−2)(α−3) · · · (α−1−M+s)α(1−α)(V (s)(y+a)−V (s)(y)) = 0,

звiдки випливає перiодичнiсть функцiї V (s). Прирiвнявши наступний
коефiцiєнт при степенi xα−2−(M−s)+1 до нуля, отримаємо
2M−sas+1(α−2)(α−3) · · · (α−M+s)α(1−α)(V (s+1)(y+a)−V (s+1)(y))−
− 2M−sas(α− 1)(α− 2) · · · (α−M + s)(α2 + 2α)(V (s+1)(y + a) +

+ V (s+1)(y)) = 0.
Перший доданок тотожньо рiвний нулю завдяки перiодичностi V (s), з
рiвностi нулю другого доданку випливає, що a — полюс другого по-
рядку.
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Використовуючи наслiдок з теореми єдиностi [1], одержимо

Наслiдок 1.2. Нехай система з гамiльтонiаном (1), (2) допускає пер-
ший iнтеграл (9). Якщо потенцiал V (∞) = 0, то потенцiал V не
може мати ненульових полюсiв.

2 Ненульовий полюс в задачi замкнутого ланцюж-
ка взаємодiючих 4 частинок на прямiй

Лема 2.1. Нехай система з гамiльтонiаном (1), (5) допускає перший
iнтеграл четвертого порядку. Тодi V (x) не може мати ненульових
полюсiв.

Доведення. Нехай точка a — полюс порядку −α (α < 0). Тодi, провi-
вши аналогiчнi мiркування до поданих у доведеннi леми 1.1, i прирiв-
нявши до нуля коефiцiєнт при найменшому степенi (2x)α−2 в анало-
гiчному розкладi, отримаємо 2α(α− 1)V (y) = 0, звiдки безпосередньо
отримуємо суперечнiсть, яка доводить твердження леми.

Теорема 2.1. Нехай система з гамiльтонiаном (1), (5) допускає пер-
ший iнтеграл (9). Тодi V не може мати ненульових полюсiв.

Доведення. Згiдно з [2] для першого iнтеграла 2N -го порядку за iм-
пульсами (9) iснує однорiдний оператор L у виглядi (11) такий, що
теорема додавання має вигляд Lξ = 0, де ξ = ξ(x, y) — лiва частина
рiвняння (6). Подiявши оператором L на розклад рiвняння (6), отри-
маємо розклад теореми додавання Lξ = 0, прирiвнявши в якому кое-
фiцiєнт при найменшому степенi xα−2−(M−s) до нуля, одержимо
2M−s+1as(α − 2)(α − 3) · · · (α − 2 − (M − s − 1))α(α − 1)V (s)(y) = 0.

Отже, V (y) — полiном. Отримана суперечнiсть доводить твердження
теореми.

3 Ненульова iстотно особлива точка в симетризова-
них задачах 4 частинок на прямiй

3.1 Випадок попарної взаємодiї

Розглянемо можливiсть iснування ненульової iстотно особливої точки
для V (x) у задачi попарної взаємодiї 4 частинок на прямiй.
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Нехай a — iстотно особлива точка (a 6= 0), тобто, розклад в ряд
Лорана в околi точки a потенцiала V (z) має нескiнченну кiлькiсть
доданкiв у головнiй частинi. Можна вважати, що

V (z) =
P∑

n=−∞

Cn(z − a)n +
∞∑
n=0

Cn(z − a)n,

де
CP 6= 0 (P < 0). (12)

Виконавши замiну z = a+ t, отримаємо

V (z) = V (a+ t) = · · ·+ CP t
P + C0 + C1t+ . . . .

Розклавши рiвняння (8) за степенями x в ряд Лорана, та позначив-
ши

Um = Um(y, a) = V (m)(y + a)− (−1)mV (m)(y), (13)

отримаємо

−2
∑

n∈Z\{0;1}
Cnn(n− 1)(2x)n−2

∞∑
m=0

xm

m!
Um −

∑
n∈Z

Cn(2x)
n

∞∑
m=0

xm

m!
Um+2 −

− 3
∑

n∈Z\{0}
Cnn(2x)

n−1
∞∑
m=0

xm

m!
Um+1 +Q4 = 0,

де Q4 — завiдомо правильно-регулярна частина.
Ввiвши замiну k = n− 2 в першiй сумi, k = n− 1 в третiй, k = n в

другiй, одержимо Q1

P−2∑
k=−∞

Ck+2(k + 2)(k + 1)2kxk +Q2

P∑
k=−∞

Ck2
kxk +

+Q3

P−1∑
k=−∞

Ck+1(k + 1)2kxk +Q4 = 0,

де Q1 = −2
∞∑
m=0

xm

m!
Um; Q2 = −

∞∑
m=0

xm

m!
Um+2; Q3 = −3

∞∑
m=0

xm

m!
Um+1.

Запровадивши новий iндекс сумування l = m+k, отримаємо рiвня-
ння

∑
l∈Z

glx
l = 0, в якому головна частина матиме вигляд

−1∑
l=−∞

glx
l = 0, (14)

де

gl =
∞∑
m=0

[pl;mUm + ql;mUm+2 + rl;mUm+1], (15)
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де

pl;m = −χ{m≥l−P+2}2
l−m 2

m!
Cl−m+2(l −m+ 2)(l −m+ 1),

ql;m = −χ{m≥l−P}2
l−m 1

m!
Cl−m,

rl;m = −χ{m≥l−P+1}2
l−m 3

m!
Cl−m+1(l −m+ 1),

(16)

де χA — характеристична функцiя, що дорiвнює 1 за умови A, i 0 — в
iншому випадку.

Лема 3.1. Якщо коефiцiєнти ряду Лорана (14) мають вигляд (15),

(16), тодi також gl =
∞∑
m=0

gl;mUm, де

gl;m = −χ{l≤m+P−2}
Cl−m+22

l−m+1

m!
(l + 1)(l + 2 +m).

Доведення базується на перетвореннi

gl =
∞∑
m=0

pl;mUm + +
∞∑
m=2

ql;m−2Um +
∞∑
m=1

rl;m−1Um

та групуваннi вiдповiдних доданкiв.
Тодi, розклавши (14) за степенями x, та прирiвнявши коефiцiєнт

gP−2 до нуля, отримаємо рiвняння

gP−2 = −CP2P−1(P − 1)PU0 −
∞∑
m=1

CP−m2P−m−1

m!
(P − 1)(P + m)Um = 0,

звiдки, враховуючи (13), одержимо

V (y + a)− V (y) =
∞∑
m=1

CP−m(P +m)2−m(V (m)(y + a)− (−1)mV (m)(y))

CPPm!
.

(17)
Нагадаємо, що, згiдно з результатами роботи [1], потенцiал може мати
в нулi лише полюс другого порядку, тобто, V (0) ∼ 1

x2
.

Назвемо характеристикою ряду Лорана A в околi точки a найбiль-
ший вiд’ємний степiнь ненульового члена головної частини розкладу
A в околi iстотно особливої точки a. Очевидно, характеристики лiвої
i правої частин такої рiвностi (17) повиннi спiвпадати. Тому, спряму-
вавши y до нуля, одержимо P = −2;CP = 1, iншими словами, якщо
V (0) ∼ 1

x2
, то ряд Лорана V (x) в проколотому околi точки a має хара-

ктеристику −2 (ненульовий член головної частини з найбiльшим вiд’-
ємним степенем має вигляд 1

x2
).
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Через X (A) позначимо ненульовий моном головної частини ряду Ло-
рана A з найбiльшим вiд’ємним степенем, тобто зi степенем характери-
стики. Назвемо субхарактеристикою ряду Лорана A характеристику
ряду A−X (A).
Нехай розклад потенцiала V в ряд Лорана в околi точки x = a має
субхарактеристику −2−M , тодi

V (x) = · · ·+ C−2−M

(x− a)2+M
+

1

(x− a)2
+ {правильна частина}.

Зауважимо, що M — непарне, iнакше характеристика лiвої частини
рiвняння (17) дорiвнюватиме −2−M , а правої буде меншою, нiж −2−
M . Прирiвнявши мономи степеня −2 −M лiвої i правої частини рiв-
няння (17), отримаємо

C−2−M

(x− a)2+M
=
C−2−M(−2 +M)2−M

CPPM !

(
1

(x− a)2

)(M)

,

звiдки, пiдставивши p = −2, отримаємо рiвняння 1 = (M + 1)(M −
2)2−M−1, яке не має цiлих коренiв.

Отримана суперечнiсть доводить неможливiсть iснування iстотно
особливої точки в потенцiала для задачi взаємодiї чотирьох попарно
взаємодiючих частинок на прямiй.

Наслiдок 3.1. Нехай система з гамiльтонiаном (1), (2) допускає пер-
ший iнтеграл (9). Якщо потенцiал задовiльняє умову V (∞) = 0, то
V не може мати ненульової iстотно особливої точки.

Доведення. Згiдно з теоремою 7 роботи [1] для першого iнтеграла (9)
iснує однорiдний диференцiальний оператор L такий, що теорема до-
давання має вигляд Lη = 0, де η — лiва частина теореми додавання (4),
в якому покладено u = x, v = y.

Нехай (11) в змiнних (x, y) має вигляд L =
b∑

k=a

lk∂
k
x∂

M−k
y , де 0 ≤ a <

b ≤M ; la 6= 0; lb 6= 0; M — порядок оператора L. Провiвши аналогiчнi
мiркування до проведених для першого iнтеграла четвертого порядку,
розкладаючи в ряд Лорана теорему додавання у формi (4), отримаємо
головну частину у виглядi

−1∑
l=−∞

glx
l =

P−2∑
l=−∞

∞∑
m=0

gl;mUmx
l +

−1∑
l=P−1

∞∑
m=l−P+2

gl;mUmx
l = 0, (18)
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де Um = Um(y, a) = V (m)(y + a)− (−1)mV (m)(y − a), i

gl;m = −χ{l≤m+P−2}
Cl−m+2

m!
(l + 1)(l + 2 +m). (19)

Подiявши оператором L на головну частину (18) розкладу теореми до-
давання η = 0 в ряд Лорана, отримаємо
b∑

k=a

lk∂
k
x∂

M−k
y

P−2∑
l=−∞

∞∑
m=0

gl;mUmx
l+

b∑
k=a

lk∂
k
x∂

M−k
y

−1∑
l=P−1

∞∑
m=l−P+2

gl;mUmx
l = 0,

звiдки
b∑

k=a

P−2∑
l=−∞

∞∑
m=0

l!lkgl;m
(l−k)! U

(M−k)
m xl−k +

b∑
k=a

−1∑
l=P−1

∞∑
m=l−P+2

l!lkgl;m
(l−k)! U

(M−k)
m xl−k = 0.

Прирiвнявши в данiй сумi коефiцiєнт при xP−2−b до нуля, одержимо

b∑
k=a

(P − 2− (b− k))!lk
(P − 2− k)!

∞∑
m=0

gP−2−(b−k);mU
(M−k)
m = 0. (20)

Пiдставивши y = ỹ + 2a в останню рiвнiсть, розклавши (20) вдруге в
ряд Лорана за степенями ỹ, та прирiвнявши коефiцiєнт при ỹP−M+b

до нуля, отримаємо (P−2)!P !lb(−P (P−1)c2P )

(P−2−b)!(P−M+b)!
= 0, що суперечить умовi (12).

Отже, ненульової iстотно особливої точки не може бути.

3.2 Випадок замкнутого ланцюжка

Розглянемо тепер питання iснування ненульової iстотно особливої то-
чки в задачi замкнутого ланцюжка 4 частинок на прямiй. Нехай a —
iстотно особлива точка (a 6= 0) потенцiала V . Зазначимо, що згiдно
з твердженням 3 i наслiдком 4 роботи [2] для першого iнтеграла (9)
iснує деякий однорiдний диференцiальний оператор L такий, що те-
орема додавання для iнтеграла 2N порядку має вигляд Lη = 0, де
η = η(u, v) — лiва частина рiвняння (7). Також, згiдно з лемою 2.1, по-
тенцiал V не може мати ненульових полюсiв. Зауважимо, що рiвняння
(7) порiвняно з (4) вiдрiзняється на групу доданкiв

δ(u, v) = 2V (v)(V ′′(u+ v)− V ′′(v − u)) + (V (u+ v)−
−V (v − u))V ′′(v)− 3V ′(v − u)V ′(v) + 3V ′(u+ v)V ′(v),

(21)

Оскiльки доданок δ(u, v) є регулярною функцiєю вiдносно розкладу
за степенями u, то вiн не впливає на аналiз розкладу головної части-



106 Б. Довгань, А. Вус

ни рiвняння Lη = 0, тому результати попереднього випадку повнiстю
застосовнi для даного випадку, зокрема виконується

Наслiдок 3.2. Нехай система з гамiльтонiаном (1), (5) допускає пер-
ший iнтеграл (9). Якщо виконується умова V (∞) = 0, то потенцiал
V не може мати ненульової iстотно особливої точки.

4 Звуження множини iнтегровних потенцiалiв

Враховуючи аналiтичний характер потенцiала V i першого iнтегра-
ла (9) (коефiцiєнти F аналiтичнi за координатами), задача (2), (3) має
природнє розширення фазового простору з R4 в C4. Вiдповiдно (3) тра-
ктуємо як диференцiальне рiвняння в C2, розв’язком якого є функцiя
V = V (x), аналiтична в C.

Якщо потенцiал V має ненульовий полюс, то V перiодична, згi-
дно з теоремою 1.1 (результати якої можна розширити на комплексну
область). Тому {an, n ∈ Z} — полюси 2-го порядку. Замiною конфiгу-
рацiйних змiнних x̃ = xπ

a
, ỹ = yπ

a
i вiдповiдно p̃1 = a

π
p1, p̃2 = a

π
p2 цi

полюси будуть розташованi на уявнiй осi.
Якщо це єдинi полюси V , то, внаслiдок теореми 1.1, V = sh−2 x̃ +

C(x̃), C(x̃) цiла πi–перiодична. C(x̃) =
∑
Ckexp(kx̃), Ck = C−k. Якщо

ж потенцiал V крiм полюсiв {an, n ∈ Z} має ще хоча б один полюс,
що не лежить на однiй прямiй з ними, то iз двоякоперiодичностi V ,
враховуючи, що усi полюси є 2 порядку, одержимо V = ℘ + C, де
℘(x; a, b) — вiдповiдна ℘–функцiя Веєрштраса, що має тi ж полюси, що
i V , C(x̃) — цiла двоякоперiодична функцiя, тотожно рiвна константi
згiдно з теоремою Лiувiлля [3]. Як вiдомо, V (x) у виглядi ℘–функцiї
Веєрштраса iнтегровний i має додатковий перший iнтеграл 3 порядку.

Таким чином, нетривiальнi iнтегровнi потенцiали можуть iснувати
лише в двох класах: V = 1

sin2 x̃
+ S(x̃), S(x̃) — цiла, π–перiодична i

V = 1
x2

+ C(x), C(x) — цiла в C.

5 Висновки

Потенцiали взаємодiї симетризованих систем взаємодiючих частинок
з гамiльтонiанами (1), (2) та (1), (5) iз додатковим полiномiальним
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iнтегралом за iмпульсами за додаткової умови V (∞) = 0 не можуть
мати ненульових особливих точок.
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