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Дослiджується будова групи унiтрикутних автоморфiзмiв кiльця мно-
гочленiв K[x, y] вiд двох змiнних над полем характеристики p > 0.
Охарактеризовано її пiдгрупу p-тих степенiв, знайдено ширину цiєї
вербальної пiдгрупи, наведено верхню оцiнку енгелевої довжини всiєї
групи.

1 Вступ

Нехай K — фiксоване поле, AutK[x, y] — група автоморфiзмiв кiльця
многочленiв K[x, y] вiд змiнних x, y над полем K. Довiльний автомор-
фiзм однозначно визначається образами твiрних x, y ∈ K[x, y], тобто
парою многочленiв

u = 〈a(x, y), b(x, y)〉, (1)
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яка повинна бути такою, щоб вiдображення

x→ a(x, y), y → b(x, y),

продовжувалося до бiєкцiї кiльця K[x, y] в себе, причому обернене вiд-
ображення також повинно бути полiномiальним, тобто задаватися па-
рою многочленiв вигляду (1). Автоморфiзм ϕu, який визначає пара (1),
дiє на довiльний многочлен f(x, y) ∈ K[x, y] таким чином

ϕu(f(x, y)) = f(a(x, y), b(x, y)). (2)

В групi AutK[x, y] видiляється двi стандартнi пiдгрупи.
1) Пiдгрупа афiнних автоморфiзмiв Aff2(K). Автоморфiзм ϕu на-

зивається афiнним, якщо визначальна пара (1) для нього складається
з лiнiйних многочленiв. Iнакше кажучи, для афiнного перетворення ϕu
маємо

ϕu(x) = ax+ by + α, ϕu(y) = cx+ dy + β, (3)

де a, b, c, d, α, β ∈ K,
∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣ 6= 0.

2) Пiдгрупа трикутних перетворень J2(K). Автоморфiзм ϕu ∈
AutK[x, y] називається трикутним, якщо вiн визначається перетворен-
нями вигляду

ϕu(x) = ax+ b, ϕu(y) = cy + d(x), (4)

де a, b, c ∈ K, a 6= 0, c 6= 0, d(x) ∈ K[x]. Перетворення (4) нази-
вають трикутними або елементарними, а пiдгрупу J2(K) — пiдгрупою
елементарних автоморфiзмiв кiльця K[x, y] або афiнною групою Жон-
к’єра (детальнiше див. [1], [2]). Перетин пiдгруп Aff2(K) i J2(K) скла-
дається з лiнiйних трикутних автоморфiзмiв

x→ ax+ b, y → cy + dx+ e, (5)

a, b, c, d, e ∈ K, a 6= 0, c 6= 0. Група автоморфiзмiв вигляду (5) позна-
чається T2(K). Ще з сорокових рокiв минулого столiття вiдомо (див.,
напр., [3], [4], [5]), що група AutK[x, y] розкладається на амальгамова-
ний вiльний добуток своїх пiдгруп Aff2(K) та J2(K) над об’єднаною
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пiдгрупою T2(K). Це означає, що дослiдження будови AutK[x, y] в пев-
ному сенсi зводиться до вивчення будови її пiдгруп J2(K) i Aff2(K).
Проте пiдгрупа J2(K) дослiджувалася з точки зору теорiї груп зовсiм
мало, в основному, вивчалася динамiка дiї автоморфiзмiв трикутного
вигляду. Група Жонк’єра J2(K) мiстить пiдгрупу унiтрикутних авто-
морфiзмiв UJ2(K), тобто автоморфiзмiв вигляду (4), для яких a = 1,
c = 1. Унiтрикутне перетворення ϕu, задане рiвностями

ϕu(x) = x+ a, ϕu(y) = y + b(x) (6)

однозначно визначається набором даних [a, b(x)], де a ∈ K, b(x) ∈ K[x].
Суперпозицiя перетворень u = [a1, b1(x)], v = [a2, b2(x)] визначається
рiвнiстю

uv = [a1 + a2, b1(x) + b2(x+ a1)]. (7)

А тому групу UJ2(K) можна ототожнити з групою найможливiших
наборiв вигляду [a, b(x)], a ∈ K, b(x) ∈ K[x], з правилом множення,
що задається рiвнiстю (7). При цьому нейтральному елементу вiдпо-
вiдає пара e = [0, 0], а оберненою до пари [a, b(x)] є пара [−a,−b(x −
a)]. Пiдгрупа UJ2(K) є нормальною в J2(K), причому фактор-група
J2(K)/UJ2(K) iзоморфна K∗ × K∗, де K∗ — мультиплiкативна група
поля K.

В роботах [6], [7], [8] розпочато дослiдження груп J2(K) i UJ2(K)

над полями характеристики нуль. Метою даної статтi є вивчення вла-
стивостей групи UJ2(K) над полями характеристики p > 0. Ми розви-
ваємо теорiю рiзницевих операторiв в кiльцях многочленiв над таки-
ми полями, видiляємо нормальний дiльник, що задається так званими
p-многочленами, дослiджуємо пiдгрупу p-тих степенiв, оцiнюємо енге-
леву довжину групи UJ2(K).

2 Рiзницевий оператор в кiльцi многочленiв над по-
лем характеристики p

В полi характеристики p для бiномiальних коефiцiєнтiв Ck
ps виконує-

ться спiввiдношення

Ck
ps =

{
0, якщо 0 < k < ps,

1, якщо k = 0, ps.
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А тому, бiномiальна тотожнiсть для показника ps (s ∈ N) над таким
полем записується у виглядi

(x+ y)p
s

= xp
s

+ yp
s

. (8)

Iз (8) випливає, що для довiльного многочлена a(x) ∈ K[x], charK = p,
рiвнiсть

a(x)p
s

= a(xp
s

) (9)

виконується при будь-якому натуральному s. Рiвнiсть (9) означає, що
вiдповiднiсть x→ xp

s при довiльному s ∈ N продовжується до iзомор-
фного занурення кiльця K[x] в себе. Образом K[x] при такому зану-
реннi буде пiдкiльце K[xp

s
]. Таким чином, маємо нескiнченну послi-

довнiсть iзоморфних кiлець

K[x]→ K[xp]→ K[xp
2

]→ . . . ,

причому має мiсце рiвнiсть
∞⋂
s=0

K[xp
s

] = K.

Ми використовуватимемо далi деякi факти з рiзницевого числення
в кiльцi многочленiв над полем характеристики p. Рiзницевий оператор
в кiльцi K[x] визначається для елемента a ∈ K як вiдображення ∆a :
K[x]→ K[x], яке задається рiвнiстю

∆af(x) = f(x+ a)− f(x), f(x) ∈ K[x]. (10)

Вiдображення ∆a є лiнiйним, тобто для довiльних многочленiв f , g ∈
K[x] i будь-яких α, β ∈ K виконується спiввiдношення

∆a(αf + βg) = α∆af + β∆ag. (11)

Крiм того, мають мiсце такi очевиднi рiвностi:
(i) ∆0f = 0, ∆a(const) = 0;
(ii) ∆a∆bf = ∆b∆af ;
(iii) ∆a(f(x) · g(x)) = f(x+ a)∆ag(x) + g(x)∆af(x).
Символом ∆l

a позначатимемо l-тий степiнь оператора ∆a i нехай
ст.f(x) — степiнь многочлена f(x).
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Лема 2.1. Для довiльного многочлена f(x), ст.f(x) = n, при кожно-
му натуральному l, l ≤ n, має мiсце рiвнiсть

∆l
af(x) =

l∑
k=0

(−1)kCk
l f(x+ ka). (12)

Якщо l ≥ n+ 1, то ∆l
af(x) = 0.

Доведення рiвностi (12) легко здiйснюється iндукцiєю за числом l з
урахуванням рiвностей (10) i (11). Оскiльки степiнь многочлена ∆r

af(x)

принаймнi на 1 менший нiж степiнь многочлена ∆r−1
a f(x) (1 ≤ r ≤ l),

то ∆n+1
a f = 0.

Означення 2.1. Многочлен f(x) ∈ K[x], charK = p, називається
p-многочленом, якщо f(x) ∈ K[xp].

Кожен p-многочлен має вигляд

f(x) = a1x
pk1 + a2x

pk2 + · · ·+ asx
pks + as+1,

де ai ∈ K, 1 ≤ i ≤ s+ 1, k1 > k2 > · · · > ks ≥ 1.

Лема 2.2. Нехай f(x) ∈ K[x] є p-многочленом. Для довiльного еле-
мента a ∈ K має мiсце рiвнiсть

∆af(x) = f(a)− as+1. (13)

Доведення. Якщо a = 0, то рiвнiсть (13) є окремим випадком рiвностi
(i), що характеризує основнi властивостi рiзницевого оператора. Нехай
a 6= 0. Тодi при довiльному натуральному s отримаємо

∆a(x
ps) = (x+ a)p

s − xps = xp
s

+ ap
s − xps = ap

s

.

Звiдси, враховуючи спiввiдношення (11), для p-многочлена f(x) отри-
муємо

∆af(x) = a1a
pk1 + a2a

pk2 + · · ·+ asa
pks = f(a)− as+1,

тобто має мiсце рiвнiсть (13).
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З леми 2 випливає, що для будь-якого p-многочлена його образ
при дiї рiзницевим оператором є деякою константою, тобто має мiсце
включення

∆a(K[xp]) ⊆ K. (14)

Нехай натуральне число k має розклад

k = d0 + d1p+ · · ·+ dsp
s, ds = 0, 0 ≤ di < p,

за основою p. Символом σp(k) позначимо найменший iндекс i (0 ≤ i <

s) такий, що di 6= 0.

Лема 2.3. Для довiльного елемента a ∈ K, a 6= 0, має мiсце рiвнiсть

ст.∆a(x
k) = k − pσp(k). (15)

Доведення. Припустимо, що σp(k) = t. Тодi d0 = d1 = · · · = dt−1 = 0,
dt 6= 0, а тому

∆a(x
k) = (x+ a)dtp

t

(x+ a)dt+1pt+1

. . . (x+ a)dsp
s − xk =

= (xp
t

+ ap
t

)dt(xp
t+1

+ ap
t+1

)dt+1 . . . (xp
s

+ ap
s

)ds − xk.

Розкриваючи дужки в кожному множнику першого доданка останньо-
го виразу i видiляючи в такому розкладi першi два доданки, дiстанемо

∆a(x
k) = (xp

t·dt + C1
dtx

pt(dt−1)ap
t

+ . . . )(xp
t+1dt+1 + C1

dt+1
xp

t+1(dt+1−1)ap
t+1

+

+ . . . ) . . . (xp
sds + C1

dsx
ps(ds−1)ap

s

)− xk.

Одночлен найвищого степеня в цьому виразi дiстанемо, вибираючи
з першої дужки другий доданок, а з усiх iнших дужок — перший, тобто
цей одночлен дорiвнює

ap
t · C1

dtx
pt(dt−1) · xpt+1dt+1 . . . xp

sds = ap
t

C1
dtx

k−pt .

Оскiльки a 6= 0, то apt 6= 0, а з нерiвностi 0 < dt < p випливає, що C1
dt
6=

0. Отже, вибраний одночлен входить в многочлен ∆a(x
k) з ненульовим

коефiцiєнтом. Звiдси й дiстаємо рiвнiсть (15).
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Iз леми 3 випливає, що при знаходженнi степеня многочлена
∆af(x), f(x) ∈ K[x] потрiбно:

1) знайти значення виразу (15) для кожного одночлена многочлена
f(x);

2) вибрати тi одночлени f(x) (їх може бути кiлька!), для яких зна-
чення виразу (15) є максимальним;

3) пересвiдчитися, що сума вiдповiдних одночленiв у значеннi рi-
зницевого оператора вiдмiнна вiд нуля.

3 Пiдгрупа p-тих степенiв групи UJ2(K)

Лема 3.1. Для довiльного натурального k i довiльного перетворення
u = [a, b(x)] ∈ UJ2(K) має мiсце рiвнiсть

uk =
[
ka,

k∑
i=0

b(x+ ia)
]
. (16)

Доведення — iндукцiя за числом k.

Лема 3.2. Для довiльного натурального l i будь-якого a ∈ K, a 6= 0,
має мiсце спiввiдношення

p−1∑
k=1

(ka)l =

{
−al, якщо (p− 1)/l,

0, в iнших випадках.

Доведення. Нехай спочатку (p − 1)/l, тобто при деякому натураль-
ному m виконується рiвнiсть l = (p− 1)m. Тодi

p−1∑
k=1

(ka)l =

p−1∑
k=1

(ka)(p−1)m = a(p−1)m

p−1∑
k=1

k(p−1)m.

Оскiльки елементи 1, 2, . . . , p− 1 мiстяться в мультиплiкативнiй групi
простого пiдполя поля K, то kp−1 = 1, а отже, й k(p−1)m = 1 (k =

1, 2, . . . , p− 1). А тому маємо

p−1∑
k=1

k(p−1)m = p− 1 = −1 (в полi K).
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Таким чином, в першому випадку шукана сума дорiвнює−a(p−1)m =

−al, що й треба було встановити.
Нехай тепер (p− 1) 6/l. Тодi iснують числа q, r такi, що

l = (p− 1)q + r, 0 < r < p− 1.

Оскiльки
kl = k(p−1)q+r = kr (1 ≤ k ≤ p− 1),

то має мiсце рiвнiсть
p−1∑
k=1

kl =

p−1∑
k=1

kr.

При r = 1, 2, . . . , p−1 остання сума дорiвнює нулю (див. [9, с.198–207])
i лему доведено.

Нагадаємо, що пiдгрупою n-тих степенiв у групi G називається
пiдгрупа, породжена n-тими степенями всiх елементiв iз G (n — де-
яке натуральне число). Ця пiдгрупа є окремим прикладом вербальних
пiдгруп в G, а тому вона є цiлком характеристичною (ендоморфно
допустимою) пiдгрупою G. Шириною пiдгрупи n-тих степенiв в G на-
зивається найменше натуральне число m таке, що будь-який елемент
цiєї пiдгрупи розкладається на добуток не бiльше нiж m n-тих степе-
нiв елементiв iз G, а якщо таке число m не iснує, то вважається, що
ширина цiєї пiдгрупи дорiвнює ∞.

Теорема 3.1. Нехай K — довiльне поле характеристики p. Група
UJ2(K) має експоненту p2, а її пiдгрупа p-тих степенiв збiгається з
центром i складається з перетворень вигляду [0, c], c ∈ K. Ширина
пiдгрупи p-тих степенiв дорiвнює 1.

Доведення. 1) Пересвiдчимося, що центр Z(UJ2(K)) групи UJ2 скла-
дається з перетворень вигляду [0, c], c ∈ K. Нехай перетворення u =

[a, b(x)] ∈ UJ2(K) мiститься в Z(UJ2(K)). Припустимо, що a 6= 0. Тодi
для перетворення v = [0, x] маємо

uv = [a, b(x) + x+ a], vu = [a, x+ b(x)].

Оскiльки b(x) + x + a 6= x + b(x), то перетворення u, v не комутують.
Отже, повинна виконуватися рiвнiсть a = 0, тобто u = [0, b(x)].
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Припустимо тепер, що ст.b(x) ≥ 1. Тодi для перетворення w = [1, 0]

маємо
uw = [1, b(x)], wu = [1, b(x+ 1)].

Оскiльки ст.b(x) ≥ 1, то b(x) 6= b(x + 1), тобто i в цьому випадку
перетворення u, v не комутують. З iншого боку, довiльне перетворення
вигляду [0, c], c ∈ K, комутує з будь-яким перетворенням iз групи
UJ2(K), а це й означає, що Z(UJ2(K)) має потрiбний вигляд.

2) Для довiльного перетворення [a, b(x)] ∈ UJ2(K) за лемою 3.1
маємо

[a, b(x)]p =
[
p · a,

p∑
i=0

b(x+ ia)
]
= [0, d(x)],

d(x) ∈ K[x], а враховуючи рiвнiсть

[0, d(x)]p = [0, p · d(x)] = [0, 0],

звiдси отримуємо, що
[a, b(x)]p

2

= [0, 0],

тобто група UJ2(K) має експоненту p2.
3) Пересвiдчимося, що для довiльного перетворення u = [a, b(x)] ∈

UJ2(K) має мiсце включення up ∈ Z(UJ2(K)). Згiдно з доведеним в
п. 2) маємо

up =
[
0,

p−1∑
i=0

b(x+ ia)
]
.

Нехай b(x) =
m∑
j=0

ajx
j. Тодi дiстаємо

p−1∑
i=0

b(x+ ia) =

p−1∑
i=0

m∑
j=0

aj(x+ ia)j =
m∑
j=0

aj

p−1∑
i=0

(x+ ia)j.

Перетворимо внутрiшню суму, використовуючи бiном Ньютона:

p−1∑
i=0

(x+ ia)j =

p−1∑
i=0

j∑
r=0

Cr
jx

j−r(ia)r.
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Змiнюючи порядок сумування дiстаємо вираз

j∑
r=0

Cr
jx

j−r
p−1∑
i=0

(ai)r.

За лемою 3.2 внутрiшня сума в цьому виразi вiдмiнна вiд нуля лише
при (p− 1)/r. А тому дiстаємо:

p−1∑
i=0

(x+ ia)j =

{
−ap−1 при j ≡ p− 1(mod p),

0 в iнших випадках.

Враховуючи це спiввiдношення, маємо
p−1∑
i=0

b(x+ ia) = −
m∑

j=0, j≡p−1(modp)

aja
p−1.

Отже, up = [0, c], де

c = −
m∑

j=0, j≡p−1(modp)

aja
p−1.

Згiдно з попереднiм, для перетворення [1, cxp−1] маємо

[1, cxp−1]p = [0, c],

а тому довiльне перетворення з центру Z(UJ2(K)) є p-тим степенем
деякого перетворення з групи UJ2(K).

Це означає, що пiдгрупа p-тих степенiв групи UJ2(K) має ширину
1, тобто має мiсце рiвнiсть

[UJ2(K)]p = Z(UJ2(K)).

Теорему повнiстю доведено.

4 Фактор-група за пiдгрупою p-многочленних пе-
ретворень

Многочлен f(x) над полем K характеристики p називатимемо p′-мно-
гочленом, якщо вiн не мiстить одночленiв вигляду axp

k , k ∈ N ∪ {0}.
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Множину всiх p′-многочленiв iз K[x] позначимо K0[x]. Як i множина
K[xp] всiх p-многочленiв, K0[x] утворює пiдкiльце кiльця K[x]. Кожен
многочлен iз K[x] розкладається на суму двох доданкiв, один з яких
є p-многочленом, а другий — p′-многочленом, причому розклад одно-
значний з точнiстю до порядку доданкiв. Це означає, що кiльце K[x]

розпадається на пряму суму пiдкiлець:

K[x] = K[xp]⊕K0[x].

Лема 4.1. Множина P перетворень вигляду [a, b(x)], a ∈ K, b(x) ∈
K[xp], утворює пiдгрупу в UJ2(K). Пiдгрупа групи P перетворень ви-
гляду [0, b(x)], b(x) ∈ K[xp] буде нормальною в UJ2(K).

Доведення. Якщо b(x) ∈ K[xp], то при будь-якому a ∈ K много-
член b(x+ a) також мiститься в K[xp]. Позначимо через Q — пiдгрупу
унiтрикутних перетворень вигляду [0, b(x)], де b(x) належить K[xp].

А тому, якщо перетворення u = [a1, b1(x)] i v = [a2, b2(x)] належать
до P , то многочлен b1(x) + b2(x + a1) є p-многочленом як сума двох
p-многочленiв, тобто u · v ∈P. Оскiльки група UJ2(K) має експонен-
ту p2, то звiдси дiстаємо, що P — пiдгрупа в UJ2(K). Для довiльного
перетворення u = [a, b(x)] ∈ UJ2(K) i перетворення v = [0, c(x)] ∈ Q

маємо
u−1vu = [0, c(x− a)],

а тому Q — нормальна пiдгрупа в UJ2(K).

Символом (u, v) позначатимемо комутатор перетворень u, v ∈
UJ2(K), тобто (u, v) = u−1v−1uv.

Лема 4.2. Для довiльних перетворень u = [a1, b1(x)], v = [a2, b2(x)]

має мiсце рiвнiсть

(u, v) = [0,∆−a2b1(x− a1)−∆−a1b2(x− a2)]. (17)

Доведення. Перемножаючи перетворення у виразi u−1v−1uv, дiстає-
мо

(u, v) = [0,−b1(x− a1)− b2(x− a1 − a2) + b1(x− a1 − a2) + b2(x− a2)].
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Оскiльки

−b1(x− a1) + b1(x− a1 − a2) = −∆−a2b1(x− a1),

−b2(x− a1 − a2) + b2(x− a2) = −∆−a1b2(x− a2),

то з попередньої рiвностi отримуємо рiвнiсть (17).

Лема 4.3. Довiльне перетворення [a, b(x)] ∈ UJ2(K) розкладається
на добуток двох множникiв:

[a, b(x)] = [0, g(x)][a, h(x)], (18)

де g(x) — p-многочлен, h(x) — p′-многочлен, причому b(x) = g(x) +

h(x).

Доведення. Розкладемо многочлен b(x) на суму p-многочлена i p′-
многочлена в K[x] i нехай b(x) = g(x) + h(x) — такий розклад. Тодi
для перетворень [0, g(x)] i [a, h(x)] має мiсце рiвнiсть (18).

Зауважимо, що при фiксованому порядку множникiв (перший на-
лежить до нормального дiльника Q) розклад (18) є однозначним.

Нехай π: K[x]→ K0[x] — проектор, тобто для довiльного многочле-
на f(x) ∈ K[x] такого, що f(x) = g(x)+h(x), g(x) ∈ K[xp], h(x) ∈ K0[x]

маємо π(f(x)) = h(x). Для довiльних a ∈ K i f(x) ∈ K[x] покладемо

fa(x) = π(f(x+ a)). (19)

Безпосередньо перевiряється, що множина G всiх пар вигляду [a, b(x)],
a ∈ K, b(x) ∈ K0[x], утворює групу вiдносно дiї множення, визначеної
рiвнiстю

[a1, b1(x)][a2, b2(x)] = [a1 + a2, b1(x) + ba12 (x)],

де [a1, b1(x)], [a2, b2(x)] ∈ G, а ba12 (x) визначене рiвнiстю (19).

Теорема 4.1. 1) Взаємний комутант [Q,UJ2(K)] збiгається з цен-
тром Z(UJ2(K)).

2) Фактор-група UJ2(K)/Q iзоморфна групi G.
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Доведення. 1) Згiдно з рiвнiстю (17) комутатор (u, v), u ∈ UJ2(K),
v ∈ Q є перетворенням вигляду [0, c(x)], де c(x) — рiзниця двох мно-
гочленiв вигляду ∆af . Для одного з них a = 0, а для другого f є p-
многочленом. Враховуючи властивiсть (i) рiзницевого оператора i лему
2, звiдси дiстаємо, що (u, v) = [0, a], a ∈ K. Для довiльного елемента
a ∈ K згiдно з лемою 2.3 многочлен ∆1(ax

p) має степiнь 0. Бiльше
того,

∆1(ax
p) = a(x+ 1)p − axp = a,

а тому для перетворень u = [0, axp] ∈ Q, v = [1, 0] ∈ UJ2(K) маємо

(u, v) = [0,∆1(ax
p)] = [0, a].

Звiдси дiстаємо, що довiльне перетворення з центру Z(UJ2(K)) мiсти-
ться в [Q,UJ2(K)], тобто має мiсце потрiбна рiвнiсть.

2) Задамо вiдображення ϕ: UJ2 → G, поклавши для довiльного
перетворення u = [a, b(x)] ∈ UJ2(K):

ϕ(u) = [a, π(b(x))].

Безпосередньо перевiряється, що вiдображення ϕ є гомоморфiзмом
UJ2(K) на групу G. Ядро цього гомоморфiзму складається з перетво-
рень вигляду [0, b(x)], де π(b(x)) = 0. Остання рiвнiсть означає, що b(x)
є p-многочленом, тобто [0, b(x)] ∈ Q. Отже, Kerϕ = Q i за теоремою
про гомоморфiзм дiстаємо спiввiдношення

UJ2(K)/Q ∼= G.

Теорему доведено.

5 Енгелева довжина групи UJ2(K)

Кратний комутатор

ek(x, y) = (x, ky) = (x, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

)

називається енгелевим довжини k. Група називається енгелевою дов-
жини k (див., напр., [10, с. 81]), якщо в нiй виконується тотожнiсть
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ek(x, y) ≡ 1, тобто для довiльних елементiв g, h цiєї групи справджу-
ється рiвнiсть ek(g, h) = 1. Найменше число k, для якого така тото-
жнiсть в групi виконується, називається її енгелевою довжиною.

Теорема 5.1. Для довiльного поля K характеристики p група UJ2(K)

є енгелевою довжини ≤ p+ 1.

Доведення. Пересвiдчимося, що в групi UJ2(K) виконується тото-
жнiсть (x, p+1y) = e. Для довiльних елементiв u, v ∈ UJ2(K) комутатор
(u, v) є елементом вигляду [0, f(x)], f(x) ∈ K[x]. Нехай v = [−a, b(x)].
Тодi для k ≥ 1 маємо

(u, k+1v) = ([0, f(x)], kv).

Комутатор перетворень [0, f(x)] i [−a, b(x)] дорiвнює [0,∆af(x)]. Iтеру-
ючи процес побудови кратного комутатора згiдно з лемою 4.2, дiста-
немо

([0, f(x)], kv) =
[
0,

k∑
i=0

Ci
k(−1)if(x+ ia)

]
.

Нехай k = p. Тодi в полi K маємо:

Ci
p = 0 при i = 1, 2, . . . , p− 1; C0

p = 1; Cp
p = 1.

Отже,

p∑
i=0

Ci
p(−1)i + (x+ ia) = (−1)0f(x) + (−1)pf(x+ pa) = f(x)− f(x) = 0.

Таким чином,
([0, f(x)], pv) = [0, 0],

а це й означає, що має мiсце рiвнiсть (u, p+1v) = e. Оскiльки u, v —
довiльнi перетворення iз UJ2(K), то в цiй групi виконується тотожнiсть
ep+1(x, y) ≡ 1, що й треба було довести.

Приклад 1. Нехай K = Z2 — поле лишкiв за модулем 2. Оберне-
ним до перетворення [0, f(x)] ∈ UJ2(Z2) буде воно саме, а оберненим
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до перетворення [1, f(x)] — перетворення [1, f(x+1)]. А тому, кому-
татор (u, v) перетворень вигляду u = [0, f(x)] i v = [1, g(x)] дорiвнює
[0, f(x+1)+f(x)], а для перетворень вигляду u = [1, f(x)], v = [1, g(x)]

маємо (u, v) = [0, f(x+1)+f(x)+ g(x+1)+ g(x)]. Якщо перетворення
w ∈ UJ2(K) має вигляд [0, h(x)], то (u, v, w) = e, а якщо воно має
вигляд [1, h(x)], то

((u, v), w) = [0, f(x+ 1 + 1) + f(x+ 1) + g(x+ 1 + 1) + g(x+ 1)+

+f(x+ 1) + f(x) + g(x+ 1) + g(x)] = [0, 0].

Таким чином, в групi UJ2(Z2) виконується тотожнiсть (x, y, z) ≡
1, тобто вона є нiльпотентною класу 2. А тому, ця група буде також
енгелевою довжини 2, тобто оцiнка енгелевої довжини, встановлена в
теоремi 5.1, в цьому випадку не є точною.
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