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Отримано нове описання правих кiлець Безу скiнченного стабiльного
рангу n за допомогою вираження довiльного рядка довжини n через
вiдповiдний унiмодулярний рядок.

В працi [1] описано регулярнi кiльця скiнченного стабiльного рангу
n як кiльця, в яких для довiльного рядка x довжини n над кiльцем
iснує такий унiмодулярний стовпчик y довжини n над даним кiльцем,
що xyx = x. В данiй працi ми отримали аналогiчне описання правих
кiлець Безу скiнченного стабiльного рангу n.

Пiд кiльцем R в данiй працi розумiтимемо таке асоцiативне кiльце
з одиницею, що 1 6= 0.
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Праве (лiве) кiльце Безу — це кiльце, в якому довiльний скiнченно
породжений правий (лiвий) iдеал є головним. Рядок (a1, a2, . . . , an) над
кiльцем R називається унiмодулярним, якщо

a1R + a2R + · · ·+ anR = R.

Скажемо, що натуральне число n є стабiльним рангом кiльця R,

якщо для довiльного унiмодулярного рядка (a1, a2, . . . , an, an+1) дов-
жини n+1 над кiльцем R iснують такi елементи x1, x2, . . . , xn ∈ R, що
рядок

(a1 + an+1x1, a2 + an+1x2, . . . , an + an+1xn)

є унiмодулярним [2].

Твердження 1. Кiльце R є правим кiльцем Безу тодi i тiльки тодi,
коли для довiльних a, b ∈ R iснує такий елемент d ∈ R i унiмодуляр-
ний рядок (a0, b0, c), що виконується рiвнiсть

(a, b, 0) = d(a0, b0, c).

Доведення. Нехай R — праве кiльце Безу. Тодi для елементiв a, b ∈ R
iснує такий елемент d ∈ R, що aR+ bR = dR. Тодi au+ bv = d, a = da0,

b = db0 для деяких елементiв u, v, a0, b0 ∈ R. Звiдси d(1−a0u−b0v) = 0,

а отже,
a0u+ b0v + c = 1 (1)

для деякого елемента c ∈ R такого, що dc = 0. Очевидно, що (a, b, 0) =

d(a0, b0, c), де рядок (a0, b0, c) згiдно (1) є унiмодулярним.
Нехай тепер для довiльних елементiв a, b ∈ R iснує такий елемент

d ∈ R i унiмодулярний рядок (a0, b0, c), що

(a, b, 0) = d(a0, b0, c). (2)

Оскiльки рядок (a0, b0, c) унiмодулярний, то iснують такi елементи
u, v, w ∈ R, що

a0u+ b0v + cw = 1. (3)

З рiвностi (2) випливає, що

a = da0, b = db0, dc = 0. (4)
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Звiдси aR + bR ⊂ dR.

Враховуючи рiвностi (3) та (4), маємо au + bv = d, тобто dR ⊆
aR + bR. Звiдси aR + bR = dR. З довiльностi вибору елементiв a i b
випливає, що R — праве кiльце Безу.

У випадку правих кiлець Безу скiнченного стабiльного рангу n

отримаємо аналогiчний результат.

Теорема 1. Нехай R — праве кiльце Безу скiнченного стабiльно-
го рангу n. Тодi для довiльного рядка (a1, a2, . . . , an) довжини n над
кiльцем R iснує такий елемент d ∈ R i такий унiмодулярний рядок
(b1, b2, . . . , bn) довжини n над R, що

(a1, a2, . . . , an) = d(b1, b2, . . . , bn).

Доведення. Оскiльки R є правим кiльцем Безу, то для елементiв
a1, a2, . . . , an ∈ R знайдеться такий елемент d ∈ R, що

a1R + a2R + · · ·+ anR = dR.

Звiдси
a1 = da01, a2 = da02, . . . , an = da0n (5)

i
a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun = d (6)

для деяких елементiв u1, u2, . . . , un, a
0
1, a

0
2, . . . , a

0
n ∈ R. З рiвностей (5)

та (6) отримаємо

d(1− a01u1 − a02u2 − · · · − a0nun) = 0.

Тодi
a01u1 + a02u2 + · · ·+ a0nun + c = 1 (7)

для деякого такого елемента c ∈ R, що

dc = 0. (8)

Оскiльки стабiльний ранг кiльця R дорiвнює n, то для унiмодулярного
рядка (a01, a

0
2, . . . , a

0
n, c) iснують такi елементи x1, x2, . . . , xn ∈ R, що

(a01 + cx1)R + (a02 + cx2)R + · · ·+ (a0n + cxn)R = R. (9)
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Завдяки рiвностям (7) та (8) отримаємо, що

(a1, a2, . . . , an) = d(a01 + cx1, a
0
2 + cx2, . . . , a

0
n + cxn),

де, в силу (9), рядок (a01 + cx1, a
0
2 + cx2, . . . , a

0
n + cxn) є унiмодулярним.

Теорему доведено.

У випадку комутативного кiльця для рядкiв довжини 2 правильним
є i обернене твердження.
Теорема 2. Нехай R — таке комутативне кiльце, що для довiльно-
го рядка (a1, a2) над R iснує такий елемент d ∈ R i такий унiмо-
дулярний рядок (b1, b2), що (a1, a2) = d(b1, b2). Тодi R є кiльцем Безу
стабiльного рангу 2.

Доведення. Оскiльки рядок (b1, b2) є унiмодулярним, то iснують такi
елементи u1, u2 ∈ R, що

b1u1 + b2u2 = 1. (10)

З рiвностi (a1, a2) = d(b1, b2) випливає, що

a1 = db1, a2 = db2. (11)

В силу (10) отримаємо a1u1 + a2u2 = d, згiдно (11) маємо a1R+ a2R =

dR. Тобто R є кiльцем Безу.
Покажемо, що стабiльний ранг R дорiвнює 2. Нехай (a1, a2, a3) —

довiльний унiмодулярний рядок над R. Згiдно обмежень, накладених
на кiльце R, для рядка (a1, a2) iснує такий елемент d та такий унiмо-
дулярний рядок (b1, b2), що (a1, a2) = d(b1, b2).

З унiмодулярностi рядка (b1, b2) випливає iснування таких елемен-
тiв u1, u2, що b1u1 + b2u2 = 1.

Покажемо, що рядок (a1−a3u2, a2+a3u1) є унiмодулярним. Справдi,

(a1 − a3u2)(−b2) + (a2 + a3u1)b1 = −a1b2 + a2b1 + a3(u1b1 + u2b2).

Оскiльки a2b1 = a1b2 i b1u1 + b2u2 = 1, то

(a1 − a3u2)(−b2) + (a2 + a3u1)b1 = a3.
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Крiм того (a1 − a3u2)u1 + (a2 + a3u1)u2 = a1u1 + a2u2 = d. Оскiльки
рядок (a1, a2, a3) є унiмодулярним, то очевидно, що dR + a3R = R, а
тому рядок (a1+a3(−u2), a1+a3u1) є унiмодулярним. Тобто, стабiльний
ранг кiльця R дорiвнює 2.

Iндукцiя дозволяє нам перенести цей результат на випадок довiль-
ного скiнченного стабiльного рангу.

Автори не знають, чи можна перенести цей результат на випадок
некомутативного кiльця.
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n is received by means of expressing of any row of the length n through
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