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Для сингулярно збуреної крайової задачi з рiвнянням адвекцiї-
дифузiї запропоновано схему методу скiнченних елементiв з кусково-
степеневими базисними функцiями. Розглянуто їхнi властивостi та
знайдено оптимальне значення параметра стабiлiзацiї. Результати об-
числювальних експериментiв свiдчать про ефективнiсть застосування
степеневих базисних функцiй.

1 Вступ

У математичних моделях екологiї та метеорологiї зустрiчаються
рiвняння адвекцiї-дифузiї, що описують мiграцiю забруднення чи ево-
люцiю температурного поля [1, 2, 3].

Конструювання ефективних алгоритмiв побудови чисельних роз-
в’язкiв сингулярно збуреної крайової задачi з рiвнянням адвекцiї-ди-
фузiї є актуальною проблемою [4, 5].

УДК: 517.925: 519.6; MSC 2010: 65N12, 65N30
Ключовi слова i фрази: метод скiнченних елементiв, сингулярно збурена задача,
степеневi базиснi функцiї, рiвняння адвекцiї-дифузiї



Застосування функцiй МСЕ до розв’язування крайової задачi 141

На сьогоднi одним з найпоширенiших методiв числового розв’язу-
вання крайових задач математичної фiзики є метод скiнченних еле-
ментiв (МСЕ) [4, 5, 6, 7, 8, 9]. Його основи ґрунтуються на варiацiйно-
му формулюваннi крайової задачi та дискретизацiї Рiтца-Гальоркiна
з використанням базисних функцiй з локальними носiями, якi приво-
дять до розрiдженої системи лiнiйних алгебричних рiвнянь (СЛАР)
для вiдшукання значень розв’язку у вузлах сiтки [8, 9].

Серед поширених методiв для розв’язування сингулярно збурених
задач адвекцiї-дифузiї зазначимо стабiлiзованi [10] та адаптивнi схеми
[2, 6, 11, 12, 13], а також схеми з кусково-експоненцiальними базисними
функцiями [4, 14, 15, 16, 17, 18].

У роботi запропоновано альтернативну обчислювальну схему на
пiдставi кусково-степеневих базисних функцiй i проведено її аналiз.

Знайдено оптимальне значення параметра стабiлiзацiї для кусково-
степеневих базисних функцiй, яке залежить вiд структури сiтки та
даних задачi.

2 Формулювання задачi

Розглянемо крайову задачу, яка описує стацiонарний процес адвек-
цiї-дифузiї [5]:


знайти функцiю u=u(x) таку, що:

Au := −d
2u

dx2
+ Pe

du

dx
= f в Ω := (0, 1),

u(0) = u(1) = 0,

(1)

де число Pe вiдоме як критерiй подiбностi Пекле, функцiя f = f(x)

характеризує iнтенсивнiсть внутрiшнiх розподiлених джерел забрудне-
ння чи тепла.
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Варiацiйне формулювання задачi (1) має вигляд:

задано простiр допустимих функцiй
V := H1

0 = {v ∈ H1(Ω) : v(0) = v(1) = 0} ,

бiлiнiйну форму c(u, v) :=
1∫

0

(
du

dx

dv

dx
+ Pe

du

dx
v

)
dx,

лiнiйний функцiонал 〈l, v〉 :=
1∫

0

fv dx

знaйтиu ∈ Vтакий, що,
c(u, v) = 〈l, v〉∀v ∈ V

(2)

Задача (2) є коректно сформульована [5]. Як наслiдок, бiлiнiйна
форма породжує енергетичну норму ‖v‖V =

√
c(u, v) .

Оператор A задачi (1) не є симетричний, тому побудова її числового
розв’язку є обчислювально складною [5].

Щоб мати уявлення про особливiсть розв’язку задачi 1, для час-
ткового випадку f ∈ R, iнтегруванням рiвняння задачi (1) наводимо її
точний розв’язок [14]:

u(x) =

(
x− ePex − 1

ePe − 1

)
f

Pe
.

Зазначимо, що для великих значень числа Пекле похiднi такого
розв’язку в околi точки x = 1 можуть набувати дуже великих значень
[14]:

u′(x) =

(
1− Pe ePex

ePe − 1

)
f

Pe
≈ O(f), u′′(x) = −Pe ePex

ePe − 1
f ≈ O(fPe).

Саме цим вiдображається той факт, що в околi точки x = 1 експо-
ненцiальна складова породжує так званий примежовий шар [5, 14, 20].

Ця особливiсть структури розв’язку задачi (1) у випадку великих
чисел Пекле робить непридатними до застосування класичнi схеми ме-
тоду скiнченних елементiв або методу скiнченних рiзниць [14, 20].
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3 Кусково степеневi базиснi функцiї

Зафiксуємо натуральне число (N +1) та розiб’ємо вiдрiзок [0, 1] на
скiнченнi елементи Ki+ 1

2
:= (xi, xi+1) довжини hi+ 1

2
= xi+1 − xi > 0,

i = 0, ..., N.

Дробовим iндексом позначаємо номер скiнченого елемента i певнi
його характеристики. Наприклад: xi+ 1

2
=
xi+1 + xi

2
— центр ваги скiн-

ченого елемента Ki+ 1
2
, hi+ 1

2
= xi+1−xi — дiаметр скiнченого елемента,

qi+ 1
2
= {q(x)}x=x

i+1
2

— значення функцiї q(x) у точцi x = xi+ 1
2
.

На кожному зi скiнченних елементiв виберемо апроксимацiю варi-
ацiйної задачi (2) у виглядi лiнiйної комбiнацiї

u(x) ≈ ui+ 1
2
(α;x) = qiϕi(α;x) + qi+1ϕi+1(α; x), ∀x ∈ K̄i+ 1

2
, i = 0, ..., N

(3)
степеневих функцiй, якi в локальних координатах скiнченого елемента
Ki+ 1

2
мають вигляд: {

ϕ(α, ξi) = 1− ξαi ,
ϕ(α, ξi+1) = ξαi ,

(4)

де ξi =
x− xi
hi+ 1

2

,∀x ∈ K̄i+ 1
2
:= [xi, xi+1], qi — значення функцiї u = u(x)

у вузлi x = xi , а стала α вiдiграє роль параметра стабiлiзацiї.
Головнi властивостi апроксимацiї, що розглядаємо, визначаються

безпосереднiми обчисленнями як i у випадку експоненцiальних апро-
ксимацiй [14].

Степеневi базиснi функцiї є iнтерполяцiйнi та лiнiйно незалежнi:{
ϕk(α;xm) = δkm, k,m = i, i+ 1,

ϕi(α; x) + ϕi+1(α; x) ≡ 1, ∀x ∈ Ki+ 1
2
.

Для величин, якi характеризують середнє значення апроксимацiї
ui+ 1

2
(α; x) та швидкостi її змiни на скiнченному елементi Ki+ 1

2
, введемо

позначення 
qi+ 1

2
=

1

2
(qi+1 + qi) ,

q̇i+ 1
2
=
qi+1 − qi
hi+ 1

2

,
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тодi апроксимацiї (3) можна надати вигляду

u1+ 1
2
= qiϕi(α; x) + qi+1ϕi+1(α;x) =

=

(
q − 1

2
hq̇

)
i+ 1

2

ϕi(α;x) +

(
q +

1

2
hq̇

)
i+ 1

2

ϕi+1(α; x) =

= qi+ 1
2
+

(
ϕi+1(α; x)−

1

2

)
{hq̇}i+ 1

2
,∀x ∈ Ki+ 1

2
.

Крiм цього,  u′
i+ 1

2
= αξα−1

i q̇i+ 1
2
,

u′′
i+ 1

2
= α(α− 1)

1

h
ξα−2
i q̇i+ 1

2

(5)

Зазначимо, що на кожному скiнченному елементi степенева апро-
ксимацiя (3) має два вузли iнтерполювання, що робить її в цьому аспе-
ктi подiбною до структури кусково-лiнiйної апроксимацiї на трiангу-

ляцiї Th =
{
Ki+ 1

2

}N
i=0

.
Можна вважати лiнiйну апроксимацiю як частковий випадок сте-

пеневої апроксимацiї:

ϕi(α;x)|α=1 = 1− ξi(x), ϕi+1(α; x)|α=1 = ξi(x)

ui+ 1
2
(α;x)

∣∣∣
α=1

= qi (1− ξi) + qi+1ξi(x),

u′
i+ 1

2

(x)
∣∣∣
α=1

= q̇i+ 1
2
,

u′′
i+ 1

2

(x)
∣∣∣
α=1

= 0, ∀x ∈ Ki+ 1
2
.

Тобто довiльну неперервну кусково-лiнiйну функцiю, визначену на

трiангуляцiї Th =
{
Ki+ 1

2

}N
i=0

, можна вiдтворити кусково-степеневою
функцiєю шляхом безпосередньої пiдстановки α = 1 у (4) та (5).

Врахувавши головнi крайовi умови задачi (1), отримаємо, що q0 =
0, qN+1 = 0, i запишемо кусково-визначену апроксимацiю uh(α;x) у
такий спосiб

uh(α;x) =
N∑
i=1

qiϕi(α;x),∀x ∈ [0, 1], (6)

де апроксимацiю МСЕ подано як лiнiйну комбiнацiю кусково-визначе-
них степеневих базисних функцiй

ϕm(α;x) :=


0, ∀x ∈ [0, xm−1]

⋃
(xm+1, 1];

ξαm−1, ∀x ∈ (xm−1, xm];

1− ξαm, ∀x ∈ (xm, xm+1].

m = 1, N
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Вважаємо, що саме ця система функцiй формує базис вибраного
нами простору апроксимацiй Vh ⊂ V , причому розмiрнiсть простору
dimVh = Nh. Надалi зосередимось на побудовi та аналiзi наближених
розв’язкiв варiацiйної задачi (2), дискретизоване формулювання якої
має такий вигляд:

задано трiангуляцiю Th =
{
Ki+ 1

2

}Nh
i=0

та

пов’язаний з нею простiр степеневих апроксимацiй Vh ⊂ V,

знайти роз’язок uh ∈ Vh рiвняння
c(uh, v) = 〈l, v〉∀v ∈ Vh.

4 Обчислення на скiнченному елементi

Для проведення обчислень на скiнченних елементах нам будуть по-
трiбнi складовi варiацiйного рiвняння вигляду:

ci+ 1
2
(u, v) :=

xi+1∫
xi

(
du
dx

dv
dx

+ Pedu
dx
v
)
dx,

〈li+ 1
2
, v〉 :=

xi+1∫
xi

fv dx.
(7)

Вибираючи послiдовно в кожному з доданкiв (7) за допустимi фун-
кцiї vm2

m=1 = {1− ξα, ξα} i приймаючи за u апроксимацiю (3), пiсля
безпосереднiх обчислень iнтегралiв вiд добуткiв полiномiальних фун-
кцiй одержуємо, що

xi+1∫
xi

(u′hv
′
m) dx


2

m=1

=
α2

2α− 1

1

hi+ 1
2

(
1 −1
−1 1

)(
qi
qi+1

)
, (8)


xi+1∫
xi

(u′hvm) dx


2

m=1

=
1

2

(
−1 1

−1 1

)(
qi
qi+1

)
, (9)


xi+1∫
xi

vm dx


2

m=1

= hi+ 1
2

1

α+ 1

(
α

1

)
, (10)
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Отже, складовi (7), враховуючи (8-10), набули вигляду{
ci+ 1

2
(uh, vm)

}2

m=1
=[

α2

2α− 1

1

hi+ 1
2

(
1 −1
−1 1

)
+
Pe

2

(
−1 1

−1 1

)](
qi
qi+1

)
, (11)

{
〈li+ 1

2
, vm〉

}2

m=1
= hi+ 1

2

1

α+ 1

(
α

1

)
. (12)

У варiацiйному рiвняннi (2) приймемо v = u ∈ V , тодi спiввiдно-
шення ‖u‖2V = 〈l, u〉 виражає закон збереження маси чи теплової енер-
гiї [3]. Величина ‖u‖2V характеризує масу речовини, що бере участь у
процесах дифузiї, а 〈l, u〉 — кiлькiсть речовини, що накопичилась у
наслiдок дiяльностi внутрiшнiх джерел забруднення.

З огляду на важливiсть застосування енергетичної норми ‖u‖2V та
лiнiйного функцiонала 〈l, u〉 наводимо правило їхнього обчислення на
скiнченному елементi Ki+ 1

2
:

‖u‖2
i+ 1

2
,V,α
≡ ci+ 1

2
(u, u) =

{
α2

2α− 1
hq̇ + Peqq̇

}
i+ 1

2

, (13)

〈li+ 1
2
, u〉α =

hi+ 1
2
fi+ 1

2

α+ 1
(αqi + qi+1) , (14)

‖u‖2
i+ 1

2
,V
≡ ci+ 1

2
(u, u) = {hq̇ + Peqq̇}i+ 1

2
, (15)

〈li+ 1
2
, u〉 = {fhq}i+ 1

2
, (16)

де Pei+ 1
2
:= Pehi+ 1

2
сiтковий критерiй Пекле [19].

Зазначимо, що iндекс α вказує на те, що значення енергетичної
норми степеневої апроксимацiї та лiнiйного функцiоналу обчислюємо
за правилами (13) та (14), тобто значення параметра α враховуємо при
обчисленнi енергетичної характеристики.

Доведення. Формули (13) та (14) виводимо безпосереднiми обчисле-
ннями шляхом пiдстановки (3) у (7). Справдi, для ‖u‖2

i+ 1
2
,V,α

маємо:

‖u‖i+ 1
2
,V,α =

xi+1∫
xi

(
(u′)2 + Peuu′

)
dx =

xi+1∫
xi

(u′) dx+
Pe

2

(
u2(xi+1)− u2(xi)

)
=
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= hi+ 1
2

(
q2i − 2qiqi+1 + q2i+1

) 1∫
0

ξ2α−2dξ + Peqq̇i+ 1
2
=

= hi+ 1
2

α2

2α− 1

(
q2i − 2qiqi+1 + q2i+1

)
+ Peqq̇i+ 1

2
=

{
α2

2α− 1
hq̇2 + Peqq̇

}
.

При обчисленi iнтегралу
1∫
0

ξ2α−2 dξ приходимо до вимоги на значе-

ння параметра стабiлiзацiї: α ≥ 1.

Для лiнiйного функцiоналу 〈li+ 1
2
, u〉α отримаємо:

〈li+ 1
2
〉α =

xi+1∫
xi

f (qiϕi + qi+1ϕi+1) dx =

xi+1∫
xi

fqiϕi +

xi+1∫
xi

fqi+1ϕi+1 =

=
hi+ 1

2
fi+ 1

2

α+ 1
(αqi + qi+1) .

Формули (15) та (16) є частковим випадком (13) та (14) вiдповiдно
при значеннi параметра α = 1.

5 Система рiвнянь МСЕ

Для коректно сформульованої варiацiйної задачi (2) на трiангуляцiї

Th =
{
Ki+ 1

2

}Nh
i=0

побудуємо простiр апроксимацiй Vh, базис {ϕi(x)}Nhi=0

якого становить кусково-визначенi неперервнi степеневi функцiї ви-

гляду (4). Вважатимемо, що подiл Th =
{
Ki+ 1

2

}Nh
i=0

рiвномiрний, тобто

hi+ 1
2
= xi+1− xi = h = const, i = 0, Nh та функцiя f задачi (1) є сталою

на вiдрiзку [0, 1]. Тодi система лiнiйних алгебричних рiвнянь МСЕ для
знаходження коефiцiєнтiв апроксимацiї (6) iз врахуванням (11) та (12)
має вигляд:

−
(

α2

h(2α− 1)
+
Pe

2

)
qi−1 +

(
2α2

h(2α− 1)

)
qi+

+

(
Pe

2
− α2

h(2α− 1)

)
qi+1 = hf, i = 1, N,

(17)
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або в iншiй формi запису:

−
(

α2

2α− 1

)(
qi+1 − 2qi + qi−1

h2

)
+ Pe

(
qi+1 − qi−1

2h

)
= f, i = 1, Nh.

(18)
Форма запису системи лiнiйних алгебричних рiвнянь (18) методу

скiнченних елементiв наочно вiдображає його вiдмiннiсть вiд методу
скiнченних рiзниць, який безпосередньо замiнює похiднi вихiдного ди-
ференцiального рiвняння крайової задачi (1) вiдповiдними рiзницеви-
ми спiввiдношеннями з точнiстю до порядку O(h2).

6 Оцiнка параметра стабiлiзацiї

Щоб ефективно застосувати степеневi базиснi функцiї до розв’язу-
вання крайової задачi (1), необхiдно визначити оптимальне значення
параметра стабiлiзацiї α.

Для цього систему лiнiйних алгебричних рiвнянь МСЕ (17) запи-
шемо у явному виглядi вiдносно вузлового значення qi апроксимацiї
(3):(

2α2

h(2α− 1)

)
qi =

(
α2

h(2α− 1)
+
Pe

2

)
qi−1+

(
α2

h(2α− 1)
− Pe

2

)
qi+1+hf.

(19)
Для коректностi схеми (19) достатньо вимагати, щоб коефiцiєнти

при qi−1, qi+1 були невiд’ємними i принаймнi один коефiцiєнт був строго
додатнiй [1, 19], тобто 

α2

h(2α− 1)
+
Pe

2
≥ 0,

α2

h(2α− 1)
− Pe

2
≥ 0,

або
α2

h(2α− 1)
− |Pe|

2
≥ 0. (20)

Розв’язком нерiвностi (20) є множина значень параметра стабiлiза-
цiї

α ≥ Peh

2
+

√
Peh

2

(
Peh

2
− 1

)
.
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Вивчимо питання про оптимальне значення параметра стабiлiзацiї.
Введемо функцiю

µ(α) =
α2

2α− 1
, (21)

тодi систему лiнiйних алгебричних рiвнянь (18) можна подати у ви-
глядi

−µ(α)
(
qi+1 − 2qi + qi−1

h2

)
+ Pe

(
qi+1 − qi−1

2h

)
= f, i = 1, Nh. (22)

Звiдси легко бачити, що система (22) апроксимує розв’язок такої
крайової задачi:

знайти функцiю u = u(x) таку, що

−µ(α)d
2u

dx2
+ Pe

du

dx
= f в Ω := (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.

Зауважимо, що з використанням експоненцiальних базисних фун-
кцiй МСЕ отримана СЛАР апроксимує не вихiдне рiвняння, а моди-
фiковане рiвняння (див. [14, с. 164]).

Провiвши дослiдження властивостей функцiї (21), знаходимо, що в
точках α1 = 0 та α2 = 1 маємо точки локального максимуму та локаль-
ного мiнiмуму вiдповiдно. На промiжках (−∞, 0) та (1,+∞) функцiя
зростає, а на промiжку (0, 1) функцiя µ(α) спадає. При значенi параме-
тра α = 1 значення функцiї µ(α) дорiвнює одиницi, а це означає, що за
такого значення параметра стабiлiзацiї СЛАР (18) апроксимує вихiдну
крайову задачу (1). При збiльшенi значення параметра α збiльшується
похибка стосовно точного розв’язку та зростає за модулем коефiцiєнт
при найстаршiй похiднiй. Отже, значення параметра стабiлiзацiї слiд
обрати мiнiмальним з множини значень параметра, якi гарантують
коректнiсть схеми (19). Таким чином, оптимальним значенням пара-
метра стабiлiзацiї при заданiй трiангуляцiї та даних крайової задачi
(1), врахувавши обмеження α ≥ 1 є

ah = max

{
1,

(
Peh

2
+

√
Peh

2

(
Peh

2
− 1

) )}
.
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Рис. 1: Графiки апроксимацiй МСЕ наближених розв’язкiв з Pe = 1000

та N = 30

Для нерiвномiрних сiток значення параметра стабiлiзацiї на кожно-
му скiнченному елементi врахувавши позначення сiткового критерiю
Пекле набуває вигляду:

ah,i+ 1
2
= max

1,

{
Pe

2
+

√
Pe

2

(
Pe

2
− 1

) }
i+ 1

2

 .

Таким чином, степеневi базиснi функцiї враховують не тiльки осо-
бливостi застосованої трiангуляцiї, а й данi задачi.

7 Аналiз числових результатiв

Наведемо результат обчислень за описаною вище схемою для кра-
йової задачi (1) для значень числа Пекле Pe = 1000 , f = 1000 на рiвно-
мiрнiй сiтцi з кiлькiстю вузлiв N = 50. Параметри стабiлiзацiї за таких
умов: α = 19, 4868 для степеневих базисних функцiй i a = 4, 85165 · 108
для експоненцiальних базисних функцiй.

На рис. 1 зображено графiки наближених розв’язкiв задачi (1), об-
числених з використанням класичних лiнiйних (пунктирна лiнiя) та
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степеневих (суцiльна лiнiя) апроксимацiй МСЕ.
З наведеного рисунку випливає, що наближення, знайдене з вико-

ристанням степеневих базисних функцiй, не демонструє нефiзичних
осциляцiй, що, вiдповiдно, забезпечує високу точнiсть наближення у
вузлах сiтки, навiть, якщо крок h достатньо великий.

Оскiльки точний розв’язок задачi (1) є вiдомий, то обчислення оцi-
нок швидкостей збiжностi апроксимацiй на сiтцi з кроком h здiйсню-
ватимемо за правилом:

ph = log2
‖u− vh‖
‖u− vh

2
‖

де через ‖·‖ позначено норму у просторi Гiльберта, u — точний розв’я-
зок задачi (1), vh — апроксимацiя МСЕ, побудована на сiтцi з кроком
h з використанням кусково-лiнiйних uh чи експоненцiальних u∗h, чи
степеневих uoh апроксимацiй. Результати обчислення норм похибок та
швидкостей збiжностi на послiдовностi рiвномiрно згущених сiток на-
веденi у таблицях 1 та 2.

Табл. 1: Норми похибок в нормi простору L2(Ω)

Крок h ‖u− uh‖ ‖u− u∗h‖ ‖u− uoh‖
1/10 2,49812 0,178475 0,178475
1/20 0,468522 0,123315 0,123315
1/40 0,158986 0,0831465 0,0831465
1/80 0,0760067 0,0531665 0,0531664
1/160 0,0333322 0,0301021 0,0300452
1/320 0,0120872 0,0133297 0,0123915
1/640 0,0035535 0,0043904 0,0035195

Табл. 2: Оцiнки швидкостi збiжностi вiдповiдно до типу базисних
функцiй в нормi простору L2(Ω)

Порядок збiжностi ph лiнiйнi експоненцiальнi степеневi
p1/10 2,41465 0,533374 0,533374
p1/20 1,55922 0,568621 0,568621
p1/40 1,0647 0,645138 0,645141
p1/80 1,18921 0,820653 0,82338
p1/160 1,46344 1,17522 1,27778
p1/320 1,76617 1,6022 1,81589
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Наведенi результати засвiдчують, що зi згущенням сiтки порядки
швидкостей збiжностi степеневих апроксимацiй постiйно зростають,
прямуючи до величин, що передбаченi теоретичним аналiзом похибок.

Вивчимо енергетичнi характеристики наведених вище апроксима-
цiй. Розглянемо закон збереження для рiвняння (1):

1∫
0

(
du

dx

)2

dx =

1∫
0

fu dx, або ‖u‖2V = 〈l, u〉.

Оскiльки точний розв’язок ǔ = ǔ(x) задачi (1) при значеннях Pe =

1000, f = 1000 є вiдомий, то маса речовини, що бере участь у проце-

сах дифузiї у такiй системi становить MD =
1∫
0

(
du
dx

)2
dx = 499, а маса

речовини, що утворилась за рахунок внутрiшнiх джерел забруднення

становить MS =
1∫
0

fu dx = 499 . Очевидно, що MD =MS.

Для обчислення енергетичних характеристик апроксимацiї введемо
такi позначення:

mD = ‖vh‖2V — маса речовини, обчислена з розв’язку vh за прави-
лом обчислення енергетичної норми лiнiйної апроксимацiї, проте сам
розв’язок vh може бути знайдений з використанням лiнiйних, експонен-
цiальних чи степеневих базисних функцiй. Тобто, якщо вузловi значен-
ня розв’язку отримано з використанням степеневих базисних функцiй,
то енергетичну норму обчислюємо згiдно правила обчислення енерге-
тичної норми лiнiйної апроксимацiї.

mα
D = ‖vh‖2V,α — маса речовини, обчислена вiдповiдно до типу апро-

ксимацiї. Тобто, якщо вузловi значення розв’язку vh отримано з вико-
ристанням степеневих базисних функцiй, то енергетичну норму обчи-
слюємо згiдно правила (13) обчислення енергетичної норми степеневої
апроксимацiї, що вiдображено iндексом α.

Аналогiчно введенi позначення mS = 〈l, vh〉 та mα
S = 〈l, vh〉α, що ха-

рактеризують масу речовини, яка утворилась за рахунок внутрiшнiх
джерел забруднення. Зазначимо, що iндекс D означає дифузiйнi про-
цеси, а S — джерела забруднення. Результати обчислень на рiвномiрно
згущених сiтках наведено у таблицях 3–5.
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Табл. 3: Значення енергетичної норми та лiнiйного функцiоналу
лiнiйної апроксимацiї

Крок h mD = ‖vh‖2V ms = 〈l, vh〉
h = 1/10 19283,1 2239,57
h = 1/20 3422,93 692,724
h = 1/40 2040,95 477,768
h = 1/80 1729,48 488,302
h = 1/160 1273,11 494,285
h = 1/320 765,328 497,099
h = 1/640 391,658 498,316

Табл. 4: Значення енергетичної норми та лiнiйного функцiоналу
експоненцiальної апроксимацiї

Крок h mD = ‖vh‖2V mS = 〈l, vh〉 mα
D = ‖vh‖2V,α mα

S = 〈l, vh〉α
h = 1/10 405,9 405 450 360,9
h = 1/20 452,2 451,25 475 428,45
h = 1/40 476,287 475,312 487,5 464,1
h = 1/80 488,562 487,578 493,746 482,394
h = 1/160 492,843 493,763 494,96 491,644
h = 1/320 455,52 496,805 456,562 496,132
h = 1/640 330,077 498,188 333,784 498,034

Табл. 5: Значення енергетичної норми та лiнiйного функцiоналу
степеневої апроксимацiї

Крок h mD = ‖vh‖2V mS = 〈l, vh〉 mα
D = ‖vh‖2V,α mα

S = 〈l, vh〉α
h = 1/10 405,9 405 450 360,896
h = 1/10 452,2 451,25 475 428,441
h = 1/10 476,287 475,313 487,5 464,081
h = 1/10 488,566 487,578 493,75 482,357
h = 1/10 494,763 493,77 496,875 491,591
h = 1/10 497,877 496,88 498,438 496,212
h = 1/10 381,603 498,299 381,868 498,239

Значення енергетичної норми для лiнiйної, експоненцiальної та сте-
пеневої апроксимацiй наведено у таблицi 6, а значення лiнiйного фун-
кцiоналу для таких апроксимацiй наведено у таблицi 7.
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Табл. 6: Значення енергетичної норми лiнiйної, експоненцiальної та
степеневої апроксимацiй

Крок h лiнiйна ап. експоненцiальна ап. степенева ап.
h = 1/10 19283,1 450 360,896
h = 1/20 3422,93 475 428,441
h = 1/40 2040,95 487,5 464,081
h = 1/80 1729,48 493,746 482,357
h = 1/160 1273,11 494,96 491,591
h = 1/320 765,328 456,562 496,212
h = 1/640 391,658 333,784 498,239

Табл. 7: Значення лiнiйного функцiоналу лiнiйної, експоненцiальної
та степеневої апроксимацiй

Крок h лiнiйна ап. експоненцiальна ап. степенева ап.
h = 1/10 2239,57 360,9 360,896
h = 1/10 692,724 428,45 428,441
h = 1/10 477,768 464,1 464,081
h = 1/10 488,302 482,394 482,357
h = 1/10 494,285 491,644 491,59
h = 1/10 497,099 496,132 496,212
h = 1/10 498,316 498,034 498,239

Наведенi результати свiдчать про те, що при рiвномiрному згущеннi
сiтки енергетичнi характеристики степеневої апроксимацiї прямують
до величин, передбачених теоретичним аналiзом швидше, нiж енерге-
тичнi характеристики лiнiйної та експоненцiальної апроксимацiй.

8 Висновки

Ефективнiсть використання запропонованих кусково-степеневих
базисних функцiй у методi скiнченних елементiв обґрунтовано на при-
кладi розв’язку сингулярно збуреної крайової задачi з примежовим
шаром для рiвняння адвекцiї-дифузiї.

Теоретичний аналiз та числовi результати свiдчать про доцiльнiсть
використання кусково-степеневих апроксимацiй для розв’язування та-
ких задач.
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Запас стiйкостi кусково-степеневих базисних функцiй МСЕ є безпо-
середнiм наслiдком спецiальної побудови базисних функцiй простору
апроксимацiй Vh, структура яких залежить не тiльки вiд структури
сiтки, а й вiд даних задачi, що розглядається.

Визначено оптимальне значення параметру стабiлiзацiї, яке гаран-
тує мiнiмальну похибку стосовно точного розв’язку та стiйкiсть набли-
женого розв’язку крайової задачi.

Запропоновану схему МСЕ з кусково-степеневими апроксимацiями
можна узагальнити на багатовимiрний випадок крайових задач для
елiптичних рiвнянь, що дає змогу проводити обчислення на сiтках
складених з прямокутникiв чи паралелепiпедiв.

Наведенi результати похибок та енергетичних характеристик вка-
зують на ефективнiсть степеневих базисних функцiй та апроксимацiй.
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POWER BASIS FUNCTIONS USAGE IN FINITE ELEMENT

METHOD FOR SOLVING ADVECTION-DIFFUSION

SINGULAR PERTURBED BOUNDARY VALUE PROBLEM
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Finite element schema with piecewise power basis functions for singu-

larly perturbed boundary value problem with advection-diffusion equation

has been suggested. Properties of these functions have been discussed. Op-

timal value of stabilization parameter has been found. Results of numerical

experiments proved advantages of power basis functions.




