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Розглядаються групи нескiнченних унiтрикутних матриць над кiль-
цями з одиницею. Запропоновано загальну конструкцiю вiльних до-
буткiв циклiчних 2-груп в групах вузьких нескiнченних унiтрикутних
матриць над кiльцями характеристики 2.

1 Вступ

Групи нескiнченних унiтрикутних матриць природно виникають в рi-
зних роздiлах математики. Зокрема, встановлено їх безпосереднiй зв’я-
зок з групами автоморфiзмiв регулярних кореневих дерев як скiнчен-
ної [1], так i нескiнченної валентностi [2]. При цьому в термiнах таких
матриць природно iнтерпретується поняття скiнченної становостi для
автоморфiзмiв кореневих дерев [3]. Однiєю з природних задач, якi при
цьому виникають, є знаходження явного вигляду пiдгруп груп нескiн-
ченних унiтрикутних матриць, якi були б iзоморфнi наперед заданим
групам скiнченно станових автоморфiзмiв кореневих дерев. Зокрема,
приклади вiльних груп нескiнченних унiтрикутних матриць над полем
з двох елементiв побудовано в [4], а над кiльцем цiлих чисел — у [5].

УДК: 512.54; MSC 2010: 20E06, 20H25
Ключовi слова i фрази: вiльнi добутки, унiтрикутнi матрицi



232 А. Олiйник

В данiй роботi розглядаються конструкцiї вiльних добуткiв циклi-
чних 2-груп нескiнченними унiтрикутними матрицями над асоцiатив-
ними кiльцями з одиницею характеристики два. Вводиться поняття
вузької нескiнченної унiтрикутної матрицi (аналогiчне введеному в [5]
поняттю смугастої матрицi) i показується, як у напiвгрупi таких ма-
триць будувати вiльнi добутки циклiчних 2-груп. Наводяться явнi при-
клади вiльних добуткiв скiнченного числа груп порядку 2 та вiльного
добутку довiльної циклiчної 2-групи i групи порядку 2.

2 Попереднi вiдомостi

Нехай R — асоцiативне (не обов’язково комутативне) кiльце з одини-
цею. Нескiнченною (верхньою) унiтрикутною матрицею над кiльцем
R називається матриця A = (aij), aij ∈ R, i, j ≥ 1, у якої aij = 0 при
i > j ≥ 1 i aii = 1 для довiльного i ≥ 1, тобто матриця вигляду

A =


1 a12 a13 a14 . . .

0 1 a23 a24 . . .

0 0 1 a34 . . .

. . . . . . .

 , (1)

де aij ∈ R (i = 1, 2, . . . , j = i + 1, i + 2, . . .). Послiдовнiсть a1,i, a2,i+1,

a3,i+2, . . . будемо називати i-тою верхньою дiагоналлю матрицi A, i ≥ 1.
Для нескiнченних матриць над R, в кожному стовпчику яких лише

скiнченне число елементiв є ненульовими, коректно визначена дiя мно-
ження. Тому дiя множення є коректно визначеною для матриць вигля-
ду (1). Множина всiх таких матриць утворює групу вiдносно множен-
ня, яку будемо називати групою нескiнченних унiтрикутних матриць
над кiльцем R та позначати символом UT∞(R). Нескiнченна одинична
матриця буде нейтральним елементом цiєї групи, а матрицю, оберне-
ну до матрицi виду (1), можна обчислити, користуючись стандартною
процедурою обчислення оберненої матрицi.

Символом R∞ позначимо правий R-модуль усiх послiдовностей еле-
ментiв з кiльця R. Для довiльної послiдовностi

x̄ = (x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ R∞
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її добуток на нескiнченну унiтрикутну матрицю визначається рiвнiстю

x̄A = (x1, x2 + x1a12, . . . , xn +
n−1∑
i=1

xiain−1, . . .). (2)

Тим самим визначено праву дiю групи UT∞(R) ендоморфiзмами R-
модуля R∞. Легко бачити, що так визначена дiя буде точною. З озна-
чення дiї вiдразу випливає, що її орбiти характеризуються таким чи-
ном.

Твердження 2.1. Орбiта послiдовностi x̄ = (x1, x2, . . .) ∈ R∞ має
вигляд

x̄+ I,

де I — декартiв добуток I1×I2×I3× . . ., в якому I1 — нульовий iдеал,
а Ik — правий iдеал кiльця R, породжений елементами x1, . . . , xk−1,
k ≥ 2.

Матрицю A = (aij) ∈ UT∞(R) назвемо вузькою, якщо iснує таке
число k ≥ 0, що aij = 0 для всiх i, j таких, що i+ k < j, i ai,i+k 6= 0 для
деякого i > 0. Число k назвемо шириною матрицi A.

Безпосередньо перевiряється, що має мiсце

Лема 2.1. Нехай матрицi A,B ∈ UT∞(R) є вузькими ширини k, l

вiдповiдно. Тодi добуток AB є вузькою матрицею ширини, не бiльшої
за k + l.

Звiдси випливає, що усi вузькi матрицi утворюють пiднапiвгрупу
в групi UT∞(R). Зауважимо, що матриця, обернена до вузької, сама
вузькою може не бути. Позначимо символом BUT∞(R) пiдгрупу групи
UT∞(R), породжену множиною всiх вузьких матриць.

Для довiльного натурального k символом Rk будемо позначати
кiльце квадратних матриць порядку k над R. Кожну матрицю з групи
UT∞(Rk) можна розглядати, як матрицю з UT∞(R). Таким чином, для
кожного k ≥ 1 група UT∞(Rk) є пiдгрупою UT∞(R).

3 Вiльнi добутки циклiчних 2-груп

Нехай далi характеристика кiльця R рiвна двом.
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Для довiльної квадратної матрицi A над R позначимо символом
U(A) вузьку нескiнченну унiтрикутну матрицю виду

E A O O . . .

O E A O . . .

O O E A . . .

. . . . . . .

 , (3)

де E,O — вiдповiдно, одинична i нульова матрицi того ж порядку, що
й A.

Лема 3.1. Матриця U(A) виду (3) є iнволюцiєю тодi й лише тодi,
коли матриця A є нiльпотентною степеня 2.

Доведення. Оскiльки

U(A)2 =


E A+ A A2 O O O . . .

O E A+ A A2 O O . . .

O O E A+ A A2 O . . .

O O O E A+ A A2 . . .

. . . . . . . . .

 ,

а характериcтика R рiвна двом, то звiдси отримуємо, що матриця
U(A)2 є одиничною тодi й лише тодi, коли A2 нульова. Звiдси випливає
необхiдне твердження.

Опишемо тепер загальний спосiб, за допомогою якого можна буду-
вати точнi зображення вiльного добутку довiльного скiнченного числа
циклiчних груп другого порядку нескiнченними вузькими унiтрику-
тними матрицями над кiльцем R.

Нехай натуральне число n ≥ 3 фiксоване. Наведемо конструкцiю
вiльного добутку n циклiчних груп порядку 2, яка залежить вiд нату-
рального числа t. У правому R-модулi Rt виберемо такi n ненульових
векторiв v1, . . . , vn, а в кiльцi Rt розглянемо такi n квадратних матриць
A1, . . . , An, що:

1. кожна з матриць A1, . . . , An є нiльпотентною степеня 2;

2. для довiльних i, j (1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j) виконана рiвнiсть

viAj = vj.
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Визначимо тепер нескiнченнi унiтрикутнi матрицi U(A1), . . . ,

U(An). Має мiсце

Теорема 3.1. Пiдгрупа групи BUT∞(R), породжена матрицями
U(A1), . . . , U(An), розкладається у вiльний добуток n циклiчних груп
порядку 2.

Доведення. Зауважимо, що за лемою 3.1 матрицi U(A1), . . . , U(An) є
iнволюцiями. Тому досить перевiрити, що добуток

U = U(Ai1) . . . U(Aim),

в якому i1, . . . , im ∈ {1, . . . , n}, причому ij 6= ij+1 для 1 ≤ j < m, не
дорiвнює одиничнiй матрицi.

Введемо позначення

Uj = U(Ai1) . . . U(Aij), 1 ≤ j ≤ m.

Кожну з матриць U1, . . . , Um можемо розглядати, як елемент групи
BUT∞(Rt), оскiльки A1, . . . , An ∈ Rt. Тодi з правила множення ма-
триць iндукцiєю за j отримуємо, що у матрицi Uj кожен з елемен-
тiв j-тої верхньої дiагоналi дорiвнює добутку Ai1 . . . Aim . Таким чином,
кожен з елементiв m-тої верхньої дiагоналi матрицi U дорiвнює до-
бутку Ai1 . . . Aim . Але цей добуток є ненульовою матрицею, оскiльки
vi1Ai1 . . . Aim = vim , а vim є ненульовим за припущенням.

Ця теорема допускає природне узагальнення. А саме, нехай для
натурального числа n ≥ 2 у модулi Rt вибрано такi n пiдмножин не-
нульових елементiв V1, . . . , Vn, а в кiльцi Rt такi n матриць B1, . . . , Bn,
що виконуються умови:

1. для кожного i, 1 ≤ i ≤ n, матриця Bi є нiльпотентною степеня
2ki для деякого ki ≥ 1;

2. для довiльних i, j (1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j) для кожного елемента
vi ∈ Vi та натурального числа l такого, що 1 ≤ l ≤ 2kj − 1, має
мiсце включення viBl

j ∈ Vj.
Тодi аналогiчно доводиться

Теорема 3.2. Матрицi U(B1), . . . , U(Bn) породжують групу, яка роз-
кладається у вiльний добуток n циклiчних груп порядкiв 2k1 , . . . , 2kn

вiдповiдно.
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4 Приклади

Будемо розглядати матрицi над полем Z2 з двох елементiв.

1) Розглянемо у просторi Zn2 вектори

v1 = (1, 1, . . . , 1, 1),

v2 = (1, 1, . . . , 1, 0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

vn = (1, 0, . . . , 0, 0)

i визначимо матрицi A1, . . . , An порядку n такими рiвностями (при цьо-
му їх рядки будемо розглядати, як вектори з простору Zn2 ):

A1 =


v1
0̄
...
0̄

v1

 , Ai = i→



vi
0̄
...
0̄

vi
vi
0̄
...
0̄


, (2 ≤ i ≤ n− 1), An =


0̄

vn
0̄
...
0̄

 .

Застосувавши теорему 3.1, отримуємо, що нескiнченнi унiтрикутнi ма-
трицi U(A1), . . . , U(An), породжують вiльний добуток n циклiчних
груп порядку 2.

2) Зафiксуємо тепер довiльне натуральне число k. Нехай e1, . . . ,

e2k — стандартний базис Z2k

2 . Покладемо V1 = {e2, . . . , e2k}, V2 = {e1}.
Нехай B1 — нiльпотентна клiтина Жордана порядку 2k, а B2 — матри-
ця порядку 2k, у якої перший рядок нульовий, а всi iншi рiвнi e1. З
теореми 3.2, отримуємо, що група, породжена нескiнченними унiтри-
кутними матрицями U(B1) та U(B2), розкладається у вiльний добуток
циклiчних груп порядкiв 2k i 2.
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