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Дослiджуються властивостi найбiльшого спiльного лiвого дiльника
(н.с.л.д.) та найменшого спiльного правого кратного (н.с.п.к.) матриць
другого порядку над комутативною областю головних iдеалiв. У зв’яз-
ку з цим описано форми Смiта цих матриць та вказано їхнi перетворю-
вальнi матрицi. Отримано умови взаємної простоти матриць. Доведе-
но, що добуток визначникiв н.с.л.д. та н.с.п.к. двох матриць дорiвнює
добутку їх визначникiв.

1 Вступ

Нехай R — комутативна область головних iдеалiв з 1 6= 0 i A та B

— матрицi над R. Якщо A = BC, то кажуть, що матриця B є лi-
вим дiльником матрицi A, а матриця A є правим кратним матрицi B.
Якщо A = DA1 та B = DB1, то матрицю D називають спiльним лiвим
дiльником матриць A та B. Окрiм цього, якщо матриця D є правим
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кратним кожного спiльного лiвого дiльника матриць A та B, то матри-
цю D називають найбiльшим спiльним лiвим дiльником (н.с.л.д.)
матриць A та B (в позначеннях (A,B)l).

Якщо M = AP = BQ, то матрицю M називають спiльним правим
кратним матриць A та B. Окрiм цього, якщо матриця M є лiвим дiль-
ником кожного спiльного правого кратного матриць A та B, то матри-
цю M називають найменшим спiльним правим кратним (н.с.п.к.)
матриць A та B (в позначеннях [A,B]r).

C. MacDuffee [1] запропонував метод знаходження н.с.л.д. та н.с.п.к.
матриць A та B, який ґрунтується на результатах E. Cahen [2] та
A. Chatelet [3]. B. M. Stewart [4] показав, що н.с.л.д. та н.с.п.к. ма-
триць A та B визначенi однозначно з точнiстю до правої асоцiйовано-
стi. Найбiльш ґрунтовнi дослiдження н.с.л.д. та н.с.п.к. проводились
для полiномiальних матриць. Вони були спрямованi, як на пошук но-
вих методiв знаходження таких матриць, зокрема, через побудову пев-
них аналогiв результантної матрицi, так i на встановлення степеня цих
матричних полiномiв, роботи [5–8]. Близькими до цiєї тематики є дослi-
дження спiльних дiльникiв матриць. У зв’язку з цим видiлимо роботи
[9–11]. Пропонована стаття присвячена вивченню структури н.с.л.д.
та н.с.п.к. з точки зору опису їхнiх форм Смiта та перетворювальних
матриць.

Нехай A,B — неособливi 2× 2 матрицi над R. Для матриць A та B
iснують такi оборотнi матрицi PA, QA, PB, QB, вiдповiдно, що

PAAQA =E, де E = diag(ε1, ε2), ε1 |ε2 ,
PBBQB = ∆, де ∆ = diag(δ1, δ2), δ1 |δ2 .

Матрицi E та ∆ називаються канонiчними дiагональними формами або
ж формами Смiта, а матрицi PA, PB та QA, QB — лiвими та правими
перетворювальними матрицями матриць A та B, вiдповiдно.

Нехай a ∈ R, a 6= 0. Розглянемо множину Ga всiх оборотних ма-
триць вигляду ∥∥∥∥ h11 h12

ah21 h22

∥∥∥∥ .
Легко переконатись, що Ga є мультиплiкативною групою. Позначимо
через PA та PB множину всiх лiвих перетворювальних матриць для
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матриць A та B, вiдповiдно. Згiдно з результатами робiт [12, 13], PA =

G ε2
ε1

PA, PB = G δ2
δ1

PB.

2 Допомiжнi твердження та факти

Вкажемо деякi властивостi найбiльшого спiльного дiльника (н.с.д.) та
найменшого спiльного кратного (н.с.к.) елементiв кiльця R. При цьому
запис a|b означатиме, що a дiлить b. Н.с.д. елементiв a та b будемо
позначати через (a, b), а їх н.с.к. через [a, b].

Лема 1. Н.с.д. та н.с.к. елементiв кiльця R мають такi властиво-
стi:

1)
(

a
(a,c)

, b
(b,c)

)
= (a,b)

(a,b,c)
, a, b 6= 0.

2)
(

a
(a,b)

, a
(a,c)

)
= a

(a,[b,c])
, a, b, c 6= 0.

3)
[

a
(a,b)

, a
(a,c)

]
= a

(a,(b,c))
, a 6= 0.

4)
[

a
(a,c)

, b
(b,c)

]
= [a,b]

([a,b],c)
, a, b 6= 0.

Доведення. Маємо(
a

(a, c)
,

b

(b, c)

)
=

(a, b)

(a, b, c)

(
(a2, ab, ac)

(a2, ab, c(a, b))
,

(b2, ab, bc)

(a2, ab, c(a, b))

)
.

Оскiльки

a

(a, b)

(a2, ab, c(a, b))

(a2, ab, ac)
=

(a3, a2b, ac(a, b))

(a2(a, b), ab(a, b), (a, b)ac)
∈ R,

то (a2,ab,ac)
(a2,ab,c(a,b))

∣∣∣ a
(a,b)

. Аналогiчно показуємо, що (b2,ab,bc)
(b2,ab,c(a,b))

∣∣∣ b
(a,b)

. Iз(
a

(a, b)
,

b

(a, b)

)
= 1,

випливає, що (
(a2, ab, ac)

(a2, ab, c(a, b))
,

(b2, ab, bc)

(b2, ab, c(a, b))

)
= 1.

А це означає, що рiвнiсть 1) є правильною.
Рiвнiсть 2) легко отримується iз 1).
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Розглянемо добуток

a

(a, [b, c])

a

(a, (b, c))
=

a2

(a2, a ([b, c], (b, c)) , bc)
=

=
a2

(a2, a(b, c), bc)
=

a2

(a, b)(a, c)
.

Тодi [
a

(a, b)
,

a

(a, c)

]
=

a2

(a,b)(a,c)(
a

(a,b)
, a
(a,c)

) .
На пiдставi рiвностi 2) отримуємо

a2

(a,b)(a,c)(
a

(a,b)
, a
(a,c)

) =

a
(a,[b,c])

a
(a,(b,c))

a
(a,[b,c])

=
a

(a, (b, c))
.

Рiвнiсть 3) доведено. I на завершення зауважимо, що рiвнiсть 4) є
наслiдком 3).

Нехай PB та PA — лiвi перетворювальнi матрицi матриць A та B.

Лема 2. Нехай PBP−1
A = ‖sij‖21 = S. Тодi елемент

(
(ε2,δ2)

((ε2,δ2),[ε1,δ1])
, s21

)
є

iнварiантом стосовно вибору перетворювальних матриць PB та PA.

Доведення. Нехай FA та FB iншi лiвi перетворювальнi матрицi ма-
триць A та B. Tобто FA ∈ PA, FB ∈ PB. Тодi iснують такi HA ∈ G ε2

ε1

та HB ∈ G δ2
δ1

, що FA = HAPA, FB = HBPB. Позначимо FBF−1
A =

∥∥s′ij∥∥21.
Наше завдання полягає у тому щоб показати, що(

(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1])
, s21

)
=

(
(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1])
, s′21

)
.

Розглянемо добуток матриць

FBF
−1
A = HBPB(HAPA)

−1 = HBPBP
−1
A H−1

A = HBSH
−1
A ,

де S = PBP
−1
A . Позначимо HBS = ‖kij‖21. Оскiльки

HB =

∥∥∥∥∥ h11 h12
δ2
δ1
h21 h22

∥∥∥∥∥ ,
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то

k21 =
∥∥∥ δ2

δ1
h21 h22

∥∥∥∥∥∥∥ s11s21
∥∥∥∥ =

δ2
δ1
h21s11 + h22s21.

Розглянемо(
k21,

(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1])

)
=

(
δ2
δ1
h21s11 + h22s21,

(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1])

)
.

Оскiльки

δ2
δ1

((ε2, δ2), [ε1, δ1])

(ε2, δ2)
=

(δ2(ε2, δ2), δ2[ε1, δ1])

δ1(ε2, δ2)
∈ R,

то (ε2,δ2)
((ε2,δ2),[ε1,δ1])

∣∣∣ δ2δ1 . Отже,(
δ2
δ1
h21s11 + h22s21,

(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1])

)
=

(
h22s21,

(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1])

)
.

Iз оборотностi матрицi HB випливає, що
(
h22,

δ2
δ1

)
= 1. Отже, i(

h22,
(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1])

)
= 1.

Таким чином,(
k21,

(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1])

)
=

(
s21,

(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1])

)
.

Розглянемо SH−1
A = ‖tij‖21. Оскiльки H−1

A =

∥∥∥∥∥ v11 v12
ε2
ε1
v21 v22

∥∥∥∥∥, то

t21 =
∥∥ s21 s22

∥∥ ∥∥∥∥∥ ν11
ε2
ε1
ν21

∥∥∥∥∥ = s21ν11 +
ε2
ε1
ν21s22.

Зауваживши, що (ε2,δ2)
((ε2,δ2),[ε1,δ1])

∣∣∣ ε2ε1 та застосувавши мiркування, аналогi-
чнi до щойно проведених, отримуємо(

t21,
(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1])

)
=

(
s21,

(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1])

)
.

Зваживши на асоцiативнiсть кiльцяM2(R), завершуємо доведення.
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Лема 3. Нехай S = ‖sij‖21 ∈ GL2(R). Для того, щоб матрицю S

можна було записати у виглядi S = LaLb, де La ∈ Ga, Lb ∈ Gb,

a, b 6= 0 необхiдно та достатньо, щоб (a, b)|s21.

Доведення. Необхiднiсть очевидна.
Достатнiсть. Нехай s21 = (a, b)t. Iз оборотностi матрицi S випли-
ває, що ((a, b)t, s22) = 1. На пiдставi властивостi 6 iз [14], iснують такi
k12, k22, для яких s21k12+s22k22 = 1, де (k22, b) = 1. Отже, (k12b, k22) = 1.
Звiдси випливає, що iснують такi k11, k21, для яких k11k22−bk21k12 = 1.

Це означає, що матриця K1 =

∥∥∥∥ k11 k12
bk21 k22

∥∥∥∥ належить групi Gb. Тодi

SK1 =

∥∥∥∥ s11 s12
(a, b)t s22

∥∥∥∥ ∥∥∥∥ k11 k12
bk21 k22

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ g11 g12
(a, b)g21 1

∥∥∥∥ = S1.

Отже, ∥∥∥∥ 1 −g12
0 1

∥∥∥∥S1 = H1S1 =

∥∥∥∥ q11 0

(a, b)g21 1

∥∥∥∥ = S2,

де H1 ∈ Ga. Оскiльки матриця S2 є оборотною, то q11 є оборотним
елементом кiльця R. Тодi∥∥∥∥ q−1

11 0

0 1

∥∥∥∥S2 = H2S2 =

∥∥∥∥ 1 0

(a, b)g21 1

∥∥∥∥ ,
де H2 ∈ Ga. Оскiльки H1, H2 ∈ Ga, то H3 = H2H1 ∈ Ga i∥∥∥∥ 1 0

(a, b)g21 1

∥∥∥∥ = H3SK1.

В кiльцi R iснують такi u та v, що (a, b)g21 = (au+bv)g21 = aug21+bvg21.

Розглянемо матрицi H4 =

∥∥∥∥ 1 0

aug21 1

∥∥∥∥ ∈ Ga та K2 =

∥∥∥∥ 1 0

bvg21 1

∥∥∥∥ ∈
Gb. Очевидно, що H3SK1 = H4K2. Тобто S = (H−1

3 H4)(K2K
−1
1 ). Заува-

живши, що H−1
3 H4 ∈ Ga, K2K

−1
1 ∈ Gb, переконуємося у правильностi

нашого твердження.

Лема 4. Нехай k = a
(a,b)

, τ = k
(k,s)

, a, k 6= 0. Тодi a
(a,τb)

|s .
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Доведення. Оскiльки τ = a

(a,b)( a
(a,b)

,s)
= a

(a,(a,b)s)
= a

(a,bs)
, то

a

(a, τb)
=

a(
a, a

(a,bs)
b
) =

a(a, bs)

(a(a, bs), ab)
=

=
(a, bs)

((a, bs), b)
=

(a, bs)

(a, b)
=

(
a

(a, b)
,

b

(a, b)
s

)
=

(
a

(a, b)
, s

)
.

Отже, a
(a,τb)

|s , що i потрiбно було довести.

В роботi [13] отримано низку результатiв, що стосуються подiль-
ностi матриць над комутативними областями елементарних дiльникiв.
Зауваживши, що комутативна область головних iдеалiв належить до
класу кiлець елементарних дiльникiв, цi результати ми можемо ада-
птувати до нашого конкретного випадку наступним чином.

Теорема 1. Нехай матрицi A та D мають, вiдповiдно, форми Смiта∥∥∥∥ ε1 ε2

∥∥∥∥ , ∥∥∥∥ ϕ1

ϕ2

∥∥∥∥ .
Тодi для того, щоб A = DC необхiдно та достатньо виконання на-
ступних умов:

1. ϕi |εi , i = 1, 2;
2. PD = LPA, де PD ∈ PD, PA ∈ PA, L ∈ G ϕ2

(ϕ2,ε1)
.

Наступне твердження вказує на взаємозв’язок мiж спiльними дiль-
никами матриць.

Лема 5. Нехай матрицi A,B,D, T мають наступнi форми Смiта:

A ∼
∥∥∥∥ ε1 0

0 ε2

∥∥∥∥ , B ∼ ∥∥∥∥ δ1 0

0 δ2

∥∥∥∥ , D ∼ ∥∥∥∥ ϕ1 0

0 ϕ2

∥∥∥∥ , T ∼ ∥∥∥∥ γ1 0

0 γ2

∥∥∥∥ ,
причому матрицi D та T є спiльними лiвими дiльниками матриць
A та B. Тодi якщо γ1|ϕ1 = (ε1, δ1) та γ2|ϕ2, то D = TN.

Доведення. Оскiльки матриця D є спiльним лiвим дiльником ма-
триць A та B, то з теореми 1 випливає, що

PD = LAPA, де PD ∈ PD, PA ∈ PA, LA ∈ G ϕ2
(ϕ2,ε1)

,
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а також PD = LBPB, де PB ∈ PB, LB ∈ G ϕ2
(ϕ2,δ1)

.

З аналогiчних мiркувань отримуємо PT = KAPA, де PT ∈ PT , KA ∈
G γ2

(γ2,ε1)
, а також PT = KBPB, де KB ∈ G γ2

(γ2,δ1)
.

Розглянемо добуток

PTP
−1
D =KAPAP

−1
A L−1

A =KAL
−1
A =

∥∥∥∥∥ k11 k12
γ2

(γ2,ε1)
k21 k22

∥∥∥∥∥︸ ︷︷ ︸
KA

∥∥∥∥∥ h11 h12
ϕ2

(ϕ2,ε1)
h21 h22

∥∥∥∥∥︸ ︷︷ ︸
L−1
A

.

Тобто PTP−1
D =

∥∥∥∥∥ l11 l12(
γ2

(γ2,ε1)
, ϕ2

(ϕ2,ε1)

)
l21 l22

∥∥∥∥∥ .
На пiдставi леми 1 (рiвнiсть 1))(

γ2
(γ2, ε1)

,
ϕ2

(ϕ2, ε1)

)
=

(γ2, ϕ2)

(γ2, ϕ2, ε1)
.

Оскiльки γ2 |ϕ2 , то (γ2,ϕ2)
(γ2,ϕ2,ε1)

= γ2
(γ2,ε1)

. Отже,

PTP
−1
D =

∥∥∥∥∥ l11 l12
γ2

(γ2,ε1)
l21 l22

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ m11 m12

m21 m22

∥∥∥∥ =M. (1)

З iншого боку PTP−1
D = KBPBP

−1
B L−1

B = KBL
−1
B . Аналогiчно показуємо,

що

PTP
−1
D =

∥∥∥∥∥ v11 ν12
γ2

(γ2,δ1)
ν21 ν22

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ m11 m12

m21 m22

∥∥∥∥ =M. (2)

З рiвностей (1) та (2) випливає, що γ2
(γ2,ε1)

|m21 та γ2
(γ2,δ1)

|m21 , тобто[
γ2

(γ2,ε1)
, γ2
(γ2,δ1)

]
|m21 . Згiдно з лемою 1 (рiвнiсть 3)),[

γ2
(γ2, ε1)

,
γ2

(γ2, δ1)

]
=

γ2
(γ2, (ε1, δ1))

.

Оскiльки (ε1, δ1) = ϕ1, то

γ2
(γ2, (ε1, δ1))

=
γ2

(γ2, ϕ1)
.

Отже, M ∈ G γ2
(γ2,ϕ1)

. Оскiльки, згiдно з умовою твердження γi|ϕi, i =
1, 2, то на пiдставi теореми 1 D = TN . Лему доведено.
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Наступне твердження вказує на взаємозв’язок мiж спiльними кра-
тними матриць.

Лема 6. Нехай матрицi A,B,M,F мають наступнi форми Смiта:

A ∼
∥∥∥∥ ε1 0

0 ε2

∥∥∥∥ , B ∼ ∥∥∥∥ δ1 0

0 δ2

∥∥∥∥ ,M ∼ ∥∥∥∥ ω1 0

0 ω2

∥∥∥∥ , F ∼ ∥∥∥∥ τ1 0

0 τ2

∥∥∥∥ ,
причому матрицi M та F є спiльними правими кратними матриць
A та B. Тодi якщо ω1|τ1 та [ε2, δ2] = ω2|τ2, то F =MN .

Доведення. Оскiльки матриця M є спiльним правим кратним ма-
триць A та B, то з теореми 1 випливає, що PA = LMPM , де PA ∈
PA, PM ∈ PM , LM ∈ G ε2

(ε2,ω1)
, а також PB = LM1PM , де PB ∈ PB,

LM1 ∈ G δ2
(δ2,ω1)

. Звiдси випливає, що PM = L−1
M PA та PM = L−1

M1
PB.

З аналогiчних мiркувань отримаємо:
PA = LFPF , де PF ∈ PF , LF ∈ G ε2

(ε2,τ1)
,

PB = LF1PF , де LF1 ∈ G δ2
(δ2,τ1)

.

Отже, PF = L−1
F PA та PF = L−1

F1
PB. Тодi

PFP
−1
M =L−1

F PAP
−1
A LM=L−1

F LM =

∥∥∥∥∥ k11 k12
ε2

(ε2,τ1)
k21 k22

∥∥∥∥∥︸ ︷︷ ︸
L−1
F

∥∥∥∥∥ h11 h12
ε2

(ε2,ω1)
h21 h22

∥∥∥∥∥︸ ︷︷ ︸
LM

,

Таким чином,

PFP
−1
M =

∥∥∥∥∥ l11 l12(
ε2

(ε2,τ1)
, ε2
(ε2,ω1)

)
l21 l22

∥∥∥∥∥ .
На пiдставi леми 1 (рiвнiсть 2)) отримуємо рiвнiсть(

ε2
(ε2, τ1)

,
ε2

(ε2, ω1)

)
=

ε2
(ε2, [τ1, ω1])

.

Оскiльки ω1|τ1, то ε2
(ε2,[τ1,ω1])

= ε2
(ε2,τ1)

. А це означає, що

PFP
−1
M =

∥∥∥∥∥ l11 l12
ε2

(ε2,τ1)
l21 l22

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ g11 g12
g21 g22

∥∥∥∥ = G. (3)
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З iншого боку, PFP−1
M = L−1

F1
PBP

−1
B L−1

M1
= L−1

F1
L−1
M1
. Аналогiчно показу-

ємо, що

PFP
−1
M =

∥∥∥∥∥ v11 v12
δ2

(δ2,τ1)
v21 v22

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ g11 g12
g21 g22

∥∥∥∥ = G. (4)

З рiвностей (3) та (4) випливає, що ε2
(ε2,τ1)

|g21 та δ2
(δ2,τ1)

|g21 . Tобто[
ε2

(ε2, τ1)
,

δ2
(δ2, τ1)

]
|g21 .

Згiдно з лемою 1 (рiвнiсть 4)),[
ε2

(ε2, τ1)
,

δ2
(δ2, τ1)

]
=

[ε2, δ2]

([ε2, δ2], τ1)
.

Оскiльки [ε2, δ2] = ω2, то

[ε2, δ2]

([ε2, δ2], τ1)
=

ω2

(ω2, τ1)
.

Отже, G ∈ G ω2
(ω2,τ1)

. Оскiльки, згiдно з умовою твердження ωi|τi, i =
1, 2, то F =MN . Лему доведено.

3 Основнi результати. Найбiльший спiльний лiвий
дiльник матриць

Теорема 2. Нехай матрицi A,B мають наступнi форми Смiта:

A ∼
∥∥∥∥ ε1 ε2

∥∥∥∥ , B ∼ ∥∥∥∥ δ1 δ2

∥∥∥∥
i PBP−1

A = ‖sij‖21 , де PA ∈ PA, PB ∈ PB. Тодi

(A,B)l = (LAPA)
−1Φ = (LBPB)

−1Φ,

де

Φ =

∥∥∥∥ ϕ1

ϕ2

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ (ε1, δ1)
(ε2,δ2)
τ

∥∥∥∥∥ , τ =
k

(k, s21)
, k =

(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1])
,

а матрицi LA та LB задовольняють рiвнiсть L−1
B LA = PBP

−1
A i нале-

жать, вiдповiдно, групам G ϕ2
(ϕ2,ε1)

та G ϕ2
(ϕ2,δ1)

.
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Доведення. Вiдразу зауважимо, що згiдно з лемою 2 елемент τ =
k

(k, s21)
, а отже, i матриця Φ не залежать вiд вибору перетворювальних

матриць PA та PB.
Покажемо, що матрицю PBP

−1
A можна записати у виглядi

PBP
−1
A =MN, (5)

де M ∈ G ϕ2
(ϕ2, δ1)

, N ∈ G ϕ2
(ϕ2,ε1)

, ϕ2 = (ε2,δ2)
τ

. Використавши лему 1 (рiв-
нiсть 2)), отримаємо(

ϕ2

(ϕ2, δ1)
,

ϕ2

(ϕ2, ε1)

)
=

ϕ2

(ϕ2, [ε1, δ1])
=

(ε2, δ2)

((ε2, δ2), τ [ε1, δ1])
= µ,

де τ = k
(k,s21)

, k = (ε2,δ2)
((ε2,δ2),[ε1,δ1])

. Згiдно з лемою 4 маємо µ |s21 . На пiдставi
леми 3 матрицю PBP

−1
A можна зобразити у виглядi (5).

Отже, M−1PB = NPA. Перепозначивши M−1 = LB, N = LA, отри-
маємо (LAPA)

−1Φ = (LBPB)
−1Φ = D. Оскiльки ϕi|εi та ϕi|δi, i = 1, 2,

а також врахувавши те, що LA ∈ G ϕ2
(ϕ2,ε1)

та LB ∈ G ϕ2
(ϕ2,δ1)

, на пiдста-
вi теореми 1 отримуємо, що матриця D є спiльним лiвим дiльником
матриць A та B.

Нехай T = P−1
T ΓQ−1

T , де Γ =

∥∥∥∥ γ1 0

0 γ2

∥∥∥∥, γ1 |γ2 , — iнший спiльний

лiвий дiльник матриць A та B, тобто A = TA1, B = TB1. Отже, γi|εi та
γi|δi, i = 1, 2. Звiдси отримуємо, що γ1 |(ε1, δ1) = ϕ1 та γ2|(ε2, δ2) = z.
Тобто γ2 = z

x
. Iз рiвностей A = TA1, B = TB1 також випливає, що

PT = KAPA, де KA ∈ G γ2
(γ2, ε1)

та PT = KBPB, де KB ∈ G γ2
(γ2, δ1)

. Отже,
KAPA = KBPB. Тобто K−1

B KA = PBP
−1
A . Матриця K−1

B KA має вигляд

K−1
B KA =

∥∥∥∥∥ u11 u12
γ2

(γ2, δ1)
u21 u22

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥ v11 v12

γ2
(γ2, ε1)

v21 v22

∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥ l11 l12(
γ2

(γ2, δ1)
, γ2

(γ2, ε1)

)
l21 l22

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ l11 l12
γ2

(γ2, [ε1, δ1])
l21 l22

∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥ l11 l12
(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1]x)
l21 l22

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ l11 l12
z

(z, tx)
l21 l22

∥∥∥∥∥ = PBP
−1
A = ‖sij‖21 ,
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де t = [ε1, δ1]. Таким чином, s21 = z
(z, tx)

l21. Нагадаємо, що k = z
(z, t)

.

Тодi

(k, s21) =

(
k,

z

(z, tx)
l21

)
.

Тому
(
k, z

(z, tx)

)
| (k, s21). Оскiльки z

(z, tx)
| z
(z, t)

= k, то(
k,

z

(z, tx)

)
=

z

(z, tx)
=

z
(z, t)

( z
(z, t)

, x)
=

k

(k, x)
.

Отже, k
(k, x)
| (k, s21). Тобто iснує таке m, що

k

(k, x)
=

(k, s21)

m
.

Звiдси випливає, що

(k, x)

m
=

k

(k, s21)
∈ R.

Нагадавши, що τ = k
(k,s21)

з останньої рiвностi отримуємо, що τ |x. От-
же, γ2 = z

x
| z
τ

= ϕ2. Оскiльки також γ1 = ϕ1, то на пiдставi леми
5 матриця T є лiвим дiльником матрицi D. Отже, D є найбiльшим
спiльним лiвим дiльником матриць A та B. Теорему доведено.

Позначимо через I одиничну матрицю.

Наслiдок 1. Для того, щоб (A,B)l = I необхiдно та досить, щоб

((ε2, δ2), [ε1, δ1]s21) = 1.

Доведення. (A,B)l = I тодi i лише тодi, коли Φ = I. Тобто (ε2, δ2) =

τ , де τ = k
(k,s21)

, k = (ε2,δ2)
((ε2,δ2),[ε1,δ1])

. Позначивши, (ε2, δ2) = a та [ε1, δ1] = b,
отримаємо

a
(a,b)(
a

(a,b)
, s21

) = a.

Тодi
a

(a, (a, b)s21)
=

a

(a, bs21)
= a,

тобто (a, bs21) = 1. Отже, ((ε2, δ2), [ε1, δ1]s21) = 1.
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Наслiдок 2. Нехай Γ =

∥∥∥∥ γ1 γ2

∥∥∥∥ , γ1|γ2, є спiльним дiльником форм

Смiта матриць A та B. Для матриць A та B iснує спiльний лiвий
дiльник з формою Смiта Γ тодi i тiльки тодi, коли Γ є дiльником

матрицi

∥∥∥∥∥ (ε1, δ1)
(ε2,δ2)
τ

∥∥∥∥∥ (позначення взятi з теореми 2).

Доведення. Випливає з означення н.с.л.д. матриць i теореми 4 iз [13].

4 Найменше спiльне праве кратне матриць

Теорема 3. Нехай матрицi A,B мають наступнi форми Смiта:

A ∼
∥∥∥∥ ε1 ε2

∥∥∥∥ , B ∼ ∥∥∥∥ δ1 δ2

∥∥∥∥
i PBP−1

A = ‖sij‖21 , де PA ∈ PA, PB ∈ PB. Тодi

[A,B]r = (L2PA)
−1Ω = (L1PB)

−1Ω,

де

Ω =

∥∥∥∥ ω1

ω2

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ [ε1, δ1]τ

[ε2, δ2]

∥∥∥∥ ,
τ =

k

(k, s21)
, k =

(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1])
,

а матрицi L2 та L1 задовольняють рiвнiсть L−1
1 L2 = PBP

−1
A i нале-

жать, вiдповiдно, групам G ε2
(ε2,ω1)

та G δ2
(δ2,ω1)

.

Доведення. Вiдразу зауважимо, що згiдно з лемою 2 елемент τ =
k

(k, s21)
, а отже, i матриця Ω не залежать вiд вибору перетворювальних

матриць PA та PB.
Покажемо, що матрицю PBP

−1
A можна записати у виглядi

PBP
−1
A = KT, (6)

де K ∈ G δ2
(δ2,ω1)

, T ∈ G ε2
(ε2,ω1)

, ω1 = [ε1, δ1]τ. Використавши лему 1 (рiв-

нiсть 1)), отримаємо(
ε2

(ε2, ω1)
,

δ2
(δ2, ω1)

)
=

(ε2, δ2)

(ε2, δ2, ω1)
=

(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1]τ)
= µ,
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де τ = k
(k,s21)

, k = (ε2,δ2)
((ε2,δ2),[ε1,δ1])

. Згiдно з лемою 4 отримуємо µ|s21. На
пiдставi леми 3 матрицю PBP

−1
A можна зобразити у виглядi (6). Отже,

K−1PB = TPA.

Перепозначивши K−1 = L1, T = L2, отримаємо (L2PA)
−1Ω =

(L1PB)
−1Ω = M. Оскiльки εi|ωi та δi|ωi, i = 1, 2, а також врахувавши

те, що L−1
2 ∈ G ε2

(ε2,ω1)
та L−1

1 ∈ G δ2
(δ2,ω1)

на пiдставi теореми 1 приходимо
до висновку, що матриця M є спiльним правим кратним матриць A та
B.

Нехай F = P−1
F ΥQ−1

F , де Υ =

∥∥∥∥ τ1 τ2

∥∥∥∥ , τ1|τ2, — iнше спiльне праве

кратне матриць A та B. Tобто F = AA2, F = BB2. Отже, εi|τi та
δi|τi, i = 1, 2. Звiдси випливає, що [ε2, δ2] = ω2|τ2 та [ε1, δ1]|τ1. Тобто
τ1 = [ε1, δ1]x. Окрiм того, PA = KAPF , де KA ∈ G ε2

(ε2, τ1)
та PB = KBPF ,

де KB ∈ G δ2
(δ2, τ1)

. Тобто PF = K−1
A PA i PF = K−1

B PB. Отже, KBK
−1
A =

PBP
−1
A . Матриця KBK

−1
A має вигляд

KBK
−1
A =

∥∥∥∥∥ u11 u12
δ2

(δ2, τ1)
u21 u22

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥ v11 v12

ε2
(ε2, τ1)

v21 v22

∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥ l11 l12
(ε2,δ2)

((ε2,δ2), τ1)
l21 l22

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ l11 l12
z

(z, tx)
l21 l22

∥∥∥∥∥ = PBP
−1
A = ‖sij‖21 ,

де z = (ε2, δ2), t = [ε1, δ1]. Таким чином, s21 = z
(z, tx)

l21. Провiвши мiр-
кування аналогiчнi до тих, що були зробленi при доведеннi теореми 2
показуємо, що ω1|τ1. Оскiльки також ω2|τ2, то на пiдставi леми 6 ма-
триця M є лiвим дiльником матрицi F. Таким чином, M є найменшим
спiльним правим кратним матриць A та B. Теорему доведено.

Iз теорем 2 та 3 випливає, що деякi властивостi елементiв кiльця R
успадковуються матрицями над R.

Наслiдок 3.
det[A,B]r det(A,B)l = det(AB).

Наслiдок 4. Якщо (A,B)l = I, то det[A,B]r = det(AB).
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The properties of the greatest common left divisor (g.c.l.d.) and the

least common right multiple (l.c.r.m.) of second order matrices over com-

mutative principal ideal domain are investigated. In this regard, we de-

scribe Smith normal forms and transforming matrices of these matrices.

The conditions of relatively left prime of matrices are received. It is proved

that the product of determinants of g.c.l.d. and l.c.r.m. of two matrices is
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