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Знайдено асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж вiдхилень iн-
тегралiв Вейєрштрасса вiд функцiй з класу Lψβ,1 в iнтегральнiй метрицi

1 Основнi означення

Нехай L — простiр сумовних на (0, 2π) 2π-перiодичних функцiй f(t) з

нормою ‖f‖L = ‖f‖1 =
π∫

−π
|f(t)| dt.

Розглянемо крайову задачу в одиничному крузi |z| < 1 (z = ρeix)

для рiвняння
∂2u

∂ρ2
+

1

ρ

∂u

∂ρ
− 1

ρ2
∂4u

∂x4
= 0. (1)

Розв’язок рiвняння (1), що задовольняє крайову умову

u (ρ, x)
∣∣
ρ=1

= f(x), −π ≤ x ≤ π, (2)
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де f(x) — сумовна 2π-перiодична функцiя, надалi позначатимемо
W (ρ; f ; x) = u(ρ, x). Тодi розв’язок крайової задачi (1)–(2) можемо за-
писати у виглядi

W (ρ; f ;x) =
1

π

π∫
−π

f(t+ x)
{1
2
+

∞∑
k=1

ρk
2

cos kt
}
dt, 0 ≤ ρ < 1. (3)

Величину (3) називають iнтегралом Вейєрштрасса функцiї f (див., на-
приклад, [1, c. 150]). Поклавши ρ = e−

1
δ , iнтеграл Вейєрштрасса запи-

шемо у виглядi

Wδ(f ; x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)
{1
2
+

∞∑
k=1

e−
k2

δ cos kt
}
dt, δ > 0.

Через Lψβ , L
ψ
β,1 позначимо введенi О.I. Степанцем [2, 3] множини су-

мовних 2π-перiодичних функцiй f(x), якi визначаються в такий спосiб.
Нехай f ∈ L, а ak i bk — її коефiцiєнти Фур’є. Якщо послiдовнiсть дiй-
сних чисел ψ(k), k ∈ N, i число β ∈ R такi, що ряд

∞∑
k=1

1

ψ(k)

(
ak cos

(
kx+

βπ

2

)
+ bk sin

(
kx+

βπ

2

))
є рядом Фур’є деякої функцiї ϕ ∈ L, то ϕ(·) називають (ψ, β)–похiдною
функцiї f(·) i позначають через fψβ (·). При цьому кажуть, що функцiя
f(·) належить множинi Lψβ . Коли f ∈ Lψβ i fψβ ∈ N ⊂ L, то вважають,
що f ∈ LψβN. Якщо в якостi N виступає множина

S0
1 = {ϕ ∈ L : ‖ϕ‖1 ≤ 1, ϕ⊥1},

то множину LψβS
0
1 позначають через Lψβ,1.

Послiдовностi ψ(k), k ∈ N,що визначають класи Lψβ , зручно розгля-
дати як звуження на множинi натуральних чисел N деяких неперерв-
них функцiй ψ(t) неперервного аргументу t, що належать множинi M

M =
{
ψ(t), t ≥ 1 : ψ(t) > 0, ψ(t1)− 2ψ

(t1 + t2
2

)
+ ψ(t2) ≥ 0

∀t1, t2 ∈ [1;∞), lim
t→∞

ψ(t) = 0
}
.
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Наслiдуючи О.I. Степанця (див., наприклад, [3, с. 160]), з множини M

видiлимо пiдмножину

M0 = {ψ ∈M : 0 < µ(t) ≤ K <∞ ∀t ≥ 1},

де µ(t) = µ(ψ; t) = t
η(t)−t , η(t) = η(ψ; t) = ψ−1(ψ(t)/2), ψ−1(·) — обер-

нена до ψ(·) функцiя, а константа K, взагалi кажучи, може залежа-
ти вiд функцiї ψ. Через M′ будемо позначати пiдмножину функцiй

ψ(·) з M, що задовольняють умову
∞∫
1

ψ(t)
t
dt <∞. Покладемо також

M′
0 = M0 ∩M′.

Згiдно з [2, с. 30], якщо ψ ∈M′ i β ∈ R або ψ ∈M i β = 2l, l ∈ Z, то
множина Lψβ,1 складається з функцiй, якi майже в кожнiй точцi x ∈ R
можуть бути представленi рiвнiстю

f(x) =
a0
2

+
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)Ψβ(t) dt,

де Ψβ(t) — сумовна на (0, 2π) функцiя, ряд Фур’є якої має вигляд

∞∑
k=1

ψ(k) cos
(
kt+

βπ

2

)
.

Основною метою роботи є вивчення асимптотичної поведiнки вели-
чини

E(Lψβ,1;Wδ)L = sup
f∈Lψβ,1

‖f(·)−Wδ(f ; ·)‖1, δ →∞.

Якщо в явному виглядi знайдена функцiя ϕ(δ) = ϕ(Lψβ,1; δ) та-
ка, що при δ → ∞ E(Lψβ,1;Wδ)L = ϕ (δ) + o (ϕ (δ)) , то, наслiду-
ючи О.I. Степанця [3, c. 198], будемо казати, що розв’язана задача
Колмогорова–Нiкольського для класу Lψβ,1 та iнтеграла Вейєрштрасса
в метрицi простору L.

Вiдмiтимо, що в рiвномiрнiй метрицi апроксимативнi властивостi
iнтегралiв Вейєрштрасса на класах W r

β , W
r, класах Зигмунда Zα та

iнших вивчались в роботах П. П. Коровкiна [4], Л. I. Баусова [5, 6],
Я.С. Бугрова [7], В. А. Баскакова [8], Л. П. Фалалєєва [9].
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2 Асимптотичнi оцiнки для верхнiх меж вiдхилень
iнтегралiв Вейєрштрасса вiд функцiй з класiв Lψβ,1

Для iнтеграла Вейєрштрасса введемо функцiю

τ(u) = τδ(u, ψ) =


(
1− e−u2

)
ψ(1)

ψ(
√
δ)
, 0 ≤ u ≤ 1√

δ
,(

1− e−u2
)
ψ(

√
δu)

ψ(
√
δ)
, u ≥ 1√

δ
,

(4)

де ψ(u) — функцiя, визначена i неперервна при всiх u ≥ 1. Не змен-
шуючи загальностi, будемо вважати, що функцiя ψ(u) має неперервну
другу похiдну на [1,∞).

Домовимося на протязi усiєї роботи через K, Ki позначати сталi,
взагалi кажучи, рiзнi.

Надалi нам буде потрiбне наступне твердження, що є аналогом ле-
ми 2 роботи [10].

Лема 2.1. Якщо для функцiї τ(u), що задана за допомогою спiввiдно-
шення (4), її перетворення τ̂β(t) вигляду

τ̂β(t) =
1

π

∞∫
0

τ(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du (5)

є сумовним на всiй числовiй осi, то справедлива рiвнiсть

E(Lψβ,1;Wδ)L = ψ(
√
δ)A(τ) +O

(
ψ
(√

δ
) ∫
|t|≥

√
δ π
2

|τ̂β(t)| dt

)
, (6)

де величина A(τ) означається формулою

A(τ) =
1

π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

τ(v) cos

(
vt+

βπ

2

)
dv

∣∣∣∣∣∣ dt. (7)

Основним результатом роботи є наступна теорема.

Теорема 2.1. Нехай ψ ∈M
′
0, функцiя g(u) = u2ψ(u) опукла вгору або

донизу на [b,∞), b ≥ 1. Тодi при δ →∞ має мiсце рiвнiсть

E(Lψβ,1;Wδ)L = ψ(
√
δ)A(τ) +O

(
1

δ
+
ψ(
√
δ)√
δ

)
, (8)
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де величина A(τ) означається за допомогою рiвностi (7) i для неї спра-
ведлива оцiнка

A(τ) =
2

π

∣∣∣∣sin βπ2
∣∣∣∣
(

1

δψ(
√
δ)

√
δ∫

1

uψ(u)du+
1

ψ(
√
δ)

∞∫
√
δ

ψ(u)

u
du

)
+

+O

(
1 +

1

δψ(
√
δ)

)
. (9)

Доведення. Перевiримо виконання умови леми 2.1. Для цього пока-
жемо сумовнiсть перетворення функцiї τ(u) виду (5), тобто збiжнiсть
iнтеграла (7). Згiдно з теоремою 1 роботи Л. I. Баусова [6, с. 24] для
збiжностi iнтеграла (7) необхiдно i достатньо, щоб збiгалися iнтеграли

1
2∫

0

u |dτ ′(u)| ,
∞∫
1
2

|u− 1| |dτ ′(u)| , (10)

∣∣∣∣sin βπ2
∣∣∣∣

∞∫
0

|τ(u)|
u

du,

1∫
0

|τ(1− u)− τ(1 + u)|
u

du. (11)

Для оцiнки першого iнтеграла з (10) розiб’ємо промiжок
[
0, 1

2

]
на

двi частини:
[
0, 1√

δ

]
i
[

1√
δ
, 1
2

]
.

Враховуючи, що τ ′′(u) ≥ 0 на
[
0, 1√

δ

]
, а також нерiвнiсть

e−u
2 ≤ 1, u ∈ R, (12)

одержимо
1√
δ∫

0

u |dτ ′(u)| = ψ(1)

ψ(
√
δ)

(
2

δ
e−

1
δ − 1 + e−

1
δ

)
= O

(
1

δψ(
√
δ)

)
. (13)

Нехай тепер u ∈
[

1√
δ
, 1
2

]
. Покладемо

τ1(u) =
(
1− e−u2 − u2

) ψ(√δu)
ψ(
√
δ)
, τ2(u) = u2

ψ(
√
δu)

ψ(
√
δ)
, (14)
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тодi
1
2∫

1√
δ

u |dτ ′(u)| ≤

1
2∫

1√
δ

u |dτ ′1(u)|+

1
2∫

1√
δ

u |dτ ′2(u)| . (15)

Знайдемо оцiнку першого iнтеграла в правiй частинi нерiвностi
(15). Оскiльки

τ ′′1 (u) =
(
1− e−u2 − u2

) δψ′′(
√
δu)

ψ(
√
δ)

+ 4u
(
e−u

2 − 1
) √δψ′(

√
δu)

ψ(
√
δ)

+

+2
(
e−u

2 − 2u2e−u
2 − 1

) ψ(√δu)
ψ(
√
δ)
, (16)

то, враховуючи нерiвностi

e−u
2

+u2−1 ≤ u4

2
, 1−e−u2 ≤ u2, 2u2e−u

2−e−u2+1 ≤ 3u2, u ∈ R, (17)

матимемо
1
2∫

1√
δ

u|dτ ′1(u)| ≤
δ

2ψ(
√
δ)

1
2∫

1√
δ

u5ψ′′(
√
δu)du+

4
√
δ

ψ(
√
δ)

1
2∫

1√
δ

u4|ψ′(
√
δu)|du+

+
6

ψ(
√
δ)

1
2∫

1√
δ

u3ψ(
√
δu)du.

Проiнтегруємо перший iнтеграл в правiй частинi останньої нерiвностi
частинами та скористаємося теоремами 3.12.1 [3, c. 161] та 3.16.1 [3,
c. 175], при δ > 4b2 отримаємо

1
2∫

1√
δ

u|dτ ′1(u)| ≤
√
δ|ψ′(

√
δ
2
)|

26ψ(
√
δ)

+
|ψ′(1)|

2δ2ψ(
√
δ)

+
13
√
δ

2ψ(
√
δ)

1
2∫

1√
δ

u4|ψ′(
√
δu)|du+

+
6

ψ(
√
δ)

1
2∫

1√
δ

u3ψ(
√
δu)du ≤ K1 +

K2

δ2ψ(
√
δ)
+
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+
K3

ψ(
√
δ)

( b√
δ∫

1√
δ

+

1
2∫

b√
δ

)
u3ψ(

√
δu)du, (18)

де тут i надалi будемо вважати, що ψ′(1) = ψ′(1 + 0).
Оскiльки функцiя g(u) = u2ψ(u) обмежена на [1, b] то

1

ψ(
√
δ)

b√
δ∫

1√
δ

u3ψ(
√
δu)du =

1

δ2ψ(
√
δ)

b∫
1

u3ψ(u) du = O

(
1

δ2ψ(
√
δ)

)
. (19)

Враховуючи опуклiсть вгору або донизу функцiї g(u) = u2ψ(u) при
u ≥ b матимемо

1
2∫

b√
δ

u3ψ(
√
δu)du ≤

1∫
b√
δ

u3ψ(
√
δu)du≤ 1

δ
√
δψ(
√
δ)

√
δ∫

b

u2ψ(u)du ≤K1 +
K2

δψ(
√
δ)
.

(20)
Врахувавши (19) та (20) iз (18), дiстанемо

1
2∫

1√
δ

u|dτ ′1(u)| = O

(
1 +

1

δψ(
√
δ)

)
. (21)

Оцiнимо другий iнтеграл у правiй частинi нерiвностi (15). Врахо-
вуючи, що при u ≥ 1√

δ

τ ′′2 (u) = 2
ψ(
√
δu)

ψ(
√
δ)

+ 4u

√
δψ′
(√

δu
)

ψ(
√
δ)

+ u2
δψ′′(
√
δu)

ψ(
√
δ)

,

та розбивши промiжок iнтегрування
[

1√
δ
, 1
2

]
на двi частини

[
1√
δ
, b√

δ

]
,[

b√
δ
, 1
2

]
, при δ > 4b2 матимемо

b√
δ∫

1√
δ

u |dτ ′2(u)| ≤
δ

ψ(
√
δ)

b√
δ∫

1√
δ

u3ψ′′(
√
δu) du+

4
√
δ

ψ(
√
δ)

b√
δ∫

1√
δ

u2
∣∣∣ψ′(
√
δu)
∣∣∣ du+
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+
2

ψ(
√
δ)

b√
δ∫

1√
δ

uψ(
√
δu) du.

Проiнтегрувавши частинами перший iнтеграл в правiй частинi остан-
ньої нерiвностi двiчi, а другий — один раз i врахувавши, що функцiя
ψ(u) спадна на [1,∞), одержимо

b√
δ∫

1√
δ

u |dτ ′2(u)| ≤
√
δ

ψ(
√
δ)
u3ψ′(

√
δu)

∣∣∣∣∣
b√
δ

1√
δ

− 7

ψ(
√
δ)
u2ψ(

√
δu)

∣∣∣∣∣
b√
δ

1√
δ

+

+
16

ψ(
√
δ)

b√
δ∫

1√
δ

uψ(
√
δu)du ≤ K

δψ(
√
δ)
. (22)

Оскiльки функцiя g(u) = u2ψ(u) опукла на [b,∞), то

1
2∫

b√
δ

u|dτ ′2(u)|=

∣∣∣∣∣
1
2∫

b√
δ

udτ ′2(u)

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣(uτ ′2(u)−τ2(u))

∣∣∣∣ 12
b√
δ

∣∣∣∣∣= O

(
1 +

1

δψ(
√
δ)

)
.

(23)
Таким чином, iз спiввiдношень (13), (15), (21)–(23), випливає, що

1
2∫

0

u |dτ ′(u)| = O

(
1 +

1

δψ(
√
δ)

)
. (24)

Оцiнимо другий iнтеграл з (10). Враховуючи, що згiдно з (4) при
u≥ 1√

δ

τ ′′(u)=
(
1−e−u2

)δψ′′(
√
δu)

ψ(
√
δ)

+4ue−u
2

√
δψ′(
√
δu)

ψ(
√
δ)

+2
(
e−u

2−2u2e−u2
)ψ(√δu)
ψ(
√
δ)
,

(25)
а також те, що |u− 1| ≤ u, u ∈

[
1
2
,∞
)

та нерiвностi

1− e−u2 ≤ 1, u2e−u
2 ≤ 1,

∣∣u− 2u3
∣∣ e−u2 ≤ 2

u2
, u ∈ R, (26)
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отримаємо

∞∫
1
2

|u− 1||dτ ′(u)| ≤ δ

ψ(
√
δ)

∞∫
1
2

uψ′′(
√
δu)du+

+
4
√
δ

ψ(
√
δ)

∞∫
1
2

∣∣ψ′(
√
δu)
∣∣du+ 4

ψ(
√
δ)

∞∫
1
2

ψ(
√
δu)

u2
du. (27)

Проiнтегрувавши частинами перший iнтеграл в правiй частинi нерiв-
ностi (27), а також застосувавши теореми 3.12.1 [3, c. 161] та 3.16.1 [3,
c. 175], матимемо

∞∫
1
2

|u− 1| |dτ ′(u)| = O (1) . (28)

Для оцiнки першого iнтеграла iз (11) розiб’ємо промiжок [0,∞) на
три частини:

[
0, 1√

δ

]
,
[

1√
δ
, 1
]
, [1,∞).

Нехай u ∈
[
0, 1√

δ

]
. Враховуючи (4) та друге спiввiдношення iз (17),

матимемо

1√
δ∫

0

|τ(u)|
u

du =
ψ(1)

ψ(
√
δ)

1√
δ∫

0

(1− e−u2)du
u
≤ ψ(1)

ψ(
√
δ)

1√
δ∫

0

udu ≤ K

δψ(
√
δ)
. (29)

Згiдно з (4), у випадку u ∈
[

1√
δ
, 1
]

дiстанемо

∣∣∣∣∣
1∫

1√
δ

|τ(u)|
u

du− 1

ψ(
√
δ)

1∫
1√
δ

uψ(
√
δu)du

∣∣∣∣∣≤ 1

ψ(
√
δ)

1∫
1√
δ

|1− e−u2 − u2|
u

ψ(
√
δu)du.

Оскiльки має мiсце перша нерiвнiсть з (17) та оцiнки (19), (20), то∣∣∣∣∣
1∫

1√
δ

|τ(u)|
u

du− 1

ψ(
√
δ)

1∫
1√
δ

uψ(
√
δu)du

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2ψ(
√
δ)

1∫
1√
δ

u3ψ(
√
δu)du =
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=
1

2ψ(
√
δ)

b√
δ∫

1√
δ

u3ψ(
√
δu)du+

1

2ψ(
√
δ)

1∫
b√
δ

u3ψ(
√
δu)du = O

(
1 +

1

δψ(
√
δ)

)
.

Iз останнiх спiввiдношень випливає, що

1∫
1√
δ

|τ(u)|
u

du =
1

δψ(
√
δ)

√
δ∫

1

uψ(u)du+O

(
1 +

1

δψ(
√
δ)

)
. (30)

Нехай, нарештi u ∈ [1,∞). Оскiльки∣∣∣∣∣
∞∫
1

|τ(u)|
u

du− 1

ψ(
√
δ)

∞∫
1

ψ(
√
δu)

u
du

∣∣∣∣∣ ≤ 1

ψ(
√
δ)

∞∫
1

e−u
2

u
ψ(
√
δu)du ≤ K,

то
∞∫
1

|τ(u)|
u

du =
1

ψ(
√
δ)

∞∫
√
δ

ψ(u)

u
du+O (1) . (31)

Об’єднавши формули (29)–(31), одержимо

∞∫
0

|τ(u)|
u

du=
1

δψ(
√
δ)

√
δ∫

1

uψ(u)du+
1

ψ(
√
δ)

∞∫
√
δ

ψ(u)

u
du+O

(
1 +

1

δψ(
√
δ)

)
.

(32)
Оцiнимо другий iнтеграл з (11). Для функцiї τ(u), заданої за допо-

могою спiввiдношення (4) згiдно з лемою 1 роботи [11] для всiх ψ ∈M0

має мiсце рiвнiсть
1∫

0

|τ(1− u)− τ(1 + u)|
u

du =

1∫
0

|λ(1− u)− λ(1 + u)|
u

du+O (H(τ)) ,

(33)

де H(τ) = |τ(0)|+ |τ(1)|+
1
2∫
0

u |dτ ′(u)|+
∞∫
1
2

|u− 1| |dτ ′(u)|, а λ(u) = e−u
2 .

Використовуючи те, що
1∫

0

|λ(1− u)− λ(1 + u)|
u

du =

1∫
0

e−(1−u)2 − e−(1+u)2

u
du = O(1),
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а також спiввiдношення (24) та (28) iз (33), матимемо

1∫
0

|τ(1− u)− τ(1 + u)|
u

du = O

(
1 +

1

δψ(
√
δ)

)
. (34)

Отже, враховуючи формули (24), (28), (32) i (34), згiдно з теоремою
1 роботи Л. I. Баусова [6, с. 24], переконуємося в тому, що перетворення
функцiї τ(u) вигляду (5) є сумовним на всiй числовiй осi. Тому згiдно
з лемою 2.1 справедлива рiвнiсть (6). Iз нерiвностей (2.14) i (2.15) ро-
боти [6, с. 24] з урахуванням формул (24), (28), (32) i (34) отримаємо
спiввiдношення (9).

Оцiнимо залишковий член в правiй частинi рiвностi (6). Предста-
вимо τ̂β(t) у виглядi

τ̂β(t)=
1

π

∞∫
0

τ(u)cos

(
ut+

βπ

2

)
du =

1

π

( 1√
δ∫

0

+

∞∫
1√
δ

)
τ(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du.

(35)
Проiнтегрувавши двiчi частинами iнтеграли в правiй частинi рiвностi
(35), одержимо

1

π

∞∫
0

τ(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du = − 1

πt2

1√
δ∫

0

τ ′′(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du−

− 1

πt2

∞∫
1√
δ

τ ′′(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du− 1

πt2

(
1− e−

1
δ

) √δψ′(1)

ψ(
√
δ)

cos

(
t√
δ
+
βπ

2

)
,

звiдки

∣∣∣∣∣ 1π
∞∫
0

τ(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du

∣∣∣∣∣ ≤ 1

πt2

( 1√
δ∫

0

+

1∫
1√
δ

+

∞∫
1

)
|τ ′′(u)|du+1

t2
K√

δψ(
√
δ)
.

(36)
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Враховуючи, що τ ′′(u) ≥ 0 на
[
0, 1√

δ

]
i нерiвнiсть (12), дiстанемо

1√
δ∫

0

|τ ′′(u)|du =

1√
δ∫

0

τ ′′(u)du =
2ψ(1)√
δψ(
√
δ)
e−

1
δ = O

(
1√

δψ(
√
δ)

)
. (37)

Нехай u ∈
[

1√
δ
, 1
]
. Мiркуючи аналогiчно як i при оцiнюваннi пер-

шого iнтеграла з (10) на промiжку
[

1√
δ
, 1
2

]
(див. (14)–(23)), можна по-

казати справедливiсть оцiнки

1∫
1√
δ

|τ ′′(u)|du = O

(
1 +

1√
δψ(
√
δ)

)
. (38)

Нехай тепер u ∈ [1,∞). Використовуючи рiвнiсть (25), першу не-
рiвнiсть з (26), нерiвностi

ue−u
2 ≤ 1, (2u2 − 1)e−u

2 ≤ 1

u2
, u ∈ R,

а також теорему 3.16.1 [3, c. 175], матимемо
∞∫
1

|τ ′′(u)|du ≤ δ

ψ(
√
δ)

∞∫
1

ψ′′(
√
δu)du+

4
√
δ

ψ(
√
δ)

∞∫
1

∣∣∣ψ′(
√
δu)
∣∣∣ du+

+
1

ψ(
√
δ)

∞∫
1

ψ(
√
δu)

u2
du = O(1). (39)

Об’єднавши формули (37)–(39), iз (36) отримаємо∣∣∣∣∣ 1π
∞∫
0

τ(u) cos

(
ut+

βπ

2

)
du

∣∣∣∣∣ = O

(
1 +

1√
δψ(
√
δ)

)
1

t2
.

Звiдси ∫
|t|≥

√
δπ
2

∣∣∣τ̂β(t)∣∣∣dt = O

(
1

δψ(
√
δ)

+
1√
δ

)
. (40)

Iз спiввiдношень (40) та (6) випливає рiвнiсть (8).
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Наслiдок 2.1. Нехай виконуються умови теореми 2.1, sin βπ
2
6= 0 i

lim
t→∞

α(t) = ∞, де α(t) = ψ(t)
t|ψ′(t)| . Тодi при δ → ∞ має мiсце асимпто-

тична рiвнiсть

E
(
Lψβ,1;Wδ

)
L
=

2

π

∣∣∣∣sin βπ2
∣∣∣∣

∞∫
√
δ

ψ(u)

u
du+O

(
ψ(
√
δ)
)
. (41)

Доведення. Якщо ψ ∈ M′
0 i lim

t→∞
α(t) = ∞, то для довiльного

ε > 0 знайдеться таке u0 ≥ 1, що при u > u0 (uεψ(u))′ > 0, тобто
функцiя uεψ(u) зростає, починаючи з деякого числа u0 i lim

u→∞
uεψ(u) =

=∞. Отже, при достатньо великих δ i 0 < ε < 2

1

δψ(
√
δ)

√
δ∫

1

uψ(u)du ≤ (
√
δ)εψ(

√
δ)

δψ(
√
δ)

√
δ∫

1

du

uε−1
= O(1). (42)

Використовуючи правило Лопiталя i те, що lim
t→∞

α(t) =∞, маємо

lim
x→∞

∞∫
x

ψ(u)
u
du

ψ(x)
= lim

x→∞

ψ(x)

x|ψ′(x)|
=∞. (43)

Врахувавши, що
1

δ
+
ψ(
√
δ)√
δ

= o
(
ψ(
√
δ)
)
, (44)

а також спiввiдношення (42) та (43), iз (8), (9) отримаємо (41).

Прикладом функцiй, якi задовольняють умови наслiдку 2.1 є фун-
кцiї вигляду ψ(u) = 1

lnα(u+K)
, u ≥ 1, де α > 1, K > 0.

Наслiдок 2.2. Нехай ψ ∈M0, sin βπ
2
6= 0, функцiя u2ψ(u) опукла вгору

або донизу на [b,∞), b ≥ 1, i

lim
u→∞

u2ψ(u) =∞, (45)

lim
δ→∞

1

δψ(
√
δ)

√
δ∫

1

uψ(u)du =∞. (46)
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Тодi при δ →∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

E
(
Lψβ,1;Wδ

)
L
=

2

π

∣∣∣∣sin βπ2
∣∣∣∣ 1δ

√
δ∫

1

uψ(u)du+O
(
ψ(
√
δ)
)
. (47)

Доведення. Якщо функцiя ψ задовольняє умови (45) i (46), то вико-
ристовуючи правило Лопiталя, маємо

lim
x→∞

x∫
1

uψ(u)

x2ψ(x)
= lim

x→∞

xψ(x)

2xψ(x) + x2ψ′(x)
=

1

2 + lim
x→∞

xψ′(x)
ψ(x)

=∞.

Звiдси,

lim
x→∞

xψ′(x)

ψ(x)
= −2. (48)

Враховуючи (43) та (48) одержимо
∫ ∞

√
δ

ψ(u)

u
du = O

(
ψ(
√
δ)
)
.

Використовуючи останню оцiнку та спiввiдношення (8), (9), (44)–
(46), одержимо (47).

Зазначимо, що умови наслiдку 2.2 задовольняють, наприклад, фун-
кцiї вигляду ψ(u) = 1

u2
lnα(u+K), u ≥ 1, K > 0, α > 0.

Наслiдок 2.3. Нехай ψ ∈ M0, sin βπ
2
6= 0, функцiя u2ψ(u) опукла

донизу на [b,∞), b ≥ 1, i

lim
u→∞

u2ψ(u) = K <∞, (49)

lim
δ→∞

√
δ∫

1

uψ(u)du =∞. (50)

Тодi при δ →∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

E
(
Lψβ,1;Wδ

)
L
=

2

π

∣∣∣∣sin βπ2
∣∣∣∣ 1δ

√
δ∫

1

uψ(u)du+O

(
1

δ

)
. (51)
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Доведення. Оскiльки функцiя u2ψ(u) опукла донизу на [b,∞) , b ≥ 1,

та задовольняє умову (49), то робимо висновок, що вона монотонно
спадає при u ≥ b. Отже, при δ > b2 матимемо

∞∫
√
δ

ψ(u)

u
du =

∞∫
√
δ

u2ψ(u)

u3
du ≤ δψ(

√
δ)

∞∫
√
δ

1

u3
du = Kψ(

√
δ),

ψ(
√
δ) = O

(
1

δ

)
.

Використовуючи останнi оцiнки та спiввiдношення (8), (9), (49) та
(50), отримаємо (51).

Прикладом функцiй ψ, для яких має мiсце наслiдок 2.3, є функцiї
виду ψ(u) = 1

u2
(K + e−u), ψ(u) = 1

u2 lnα(u+K)
, u ≥ 1, K > 0, 0 ≤ α ≤ 1.

Зауважимо, що при виконаннi умов наслiдкiв 1–3 рiвностi (41), (47)
i (51) дають розв’язок задачi Колмогорова–Нiкольського для iнтегра-
лiв Вейєрштрасса Wδ на класах Lψβ,1 в iнтегральнiй метрицi.
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