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Нехай P(X ′) — простiр неперервних полiномiв на ядерному (F ) або
(DF ) просторi X ′. У цiй статтi ми розширюємо довiльний лiнiйний не-
перервний оператор до деякого лiнiйного неперервного оператора на
просторi P′(X ′) полiномiальних розподiлiв. Зокрема, ми будуємо полi-
номiальне розширення перетворення Фур’є на простiр полiномiальних
розподiлiв Шварца повiльного росту.

Вступ

Технiка лiнiйних неперервних функцiоналiв (узагальнених функцiй)
давно використовується при моделюваннi та розв’язаннi багатьох за-
дач математичної фiзики. Проте сучасний стан дослiджень в деяких
галузях науки вимагає нелiнiйного узагальнення поняття розподiлу.
Крiм того, бажаною є алгебраїчна структура простору узагальнених
функцiй, що диктується потребами, наприклад, квантової теорiї по-
ля (див. [1]). У роботах [2, 3] побудовано полiномiальне розширення
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(лiнiйних) ультрарозподiлiв Рум’є та дослiджено вiдповiдне полiномi-
альне узагальнення перетворення Лапласа. При цьому дослiджуванi
полiномiальнi розподiли мають додаткову алгебраїчну структуру. Як
вiдомо, лiнiйнi розподiли та ультрарозподiли не утворюють алгебри.
Власне наявнiсть множення в просторах полiномiальних узагальнених
функцiй вiдрiзняє наш пiдхiд вiд iнших вiдомих узагальнень класи-
чних просторiв розподiлiв [4, 5, 6].

У цiй статтi, що є продовженням робiт [7, 8], ми покажемо як роз-
ширити довiльний лiнiйний неперервний оператор до деякого опера-
тора на просторi полiномiальних розподiлiв. Зокрема, ми розширимо
перетворення Фур’є на простiр полiномiальних узагальнених функцiй
повiльного росту.

1 Попереднi вiдомостi i означення

Нехай X ,Y — локально опуклi ядернi (F ) або (DF ) простори [9]. По-
значимо L (X ,Y) простiр всiх неперервних лiнiйних операторiв з X в
Y , надiлений топологiєю рiвномiрної збiжностi на обмежених пiдмно-
жинах в X . Для простоти писатимемо L (X ) замiсть L (X ,X ). Для
позначення композицiї операторiв в L (X ) ми будемо використовува-
ти символ ◦. Сильно спряжений до X простiр ми будемо позначати
X ′ := L (X ,C). Дiю функцiоналу f ∈ X ′ на елемент x ∈ X ми будемо
записувати 〈f, x〉, а вiдповiдну двоїстiсть — 〈X ′,X〉.

Для n-го (симетричного) тензорного степеня простору X будемо
використовувати позначення ⊗nX (вiдповiдно ⊗nsX ). Поповнення тен-
зорного добутку ⊗ (симетричного тензорного добутку ⊗s) в проектив-
нiй локально опуклiй топологiї позначатимемо ⊗p (вiдповiдно ⊗s,p).
Очевидно, що ⊗1

s,pX = X . За означенням приймемо ⊗0
s,pX := C.

Всюди в роботi символом
�
n∈Z+

⊗ns,pX ми позначаємо декартовий ло-

кально опуклий добуток i
À
n∈Z+

⊗ns,pX — пряму локально опуклу суму

симетричних тензорних степенiв ⊗ns,pX простору X .

Простiр P(X ) =
{
P =

m°
n=0

Pn : Pn ∈ Pn(X ),m ∈ N
}

, надiлений топо-

логiєю рiвномiрної збiжностi на обмежених множинах в X , називається
простором неперервних полiномiв на X , де Pn(X ) — простiр усiх не-
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перервних n-однорiдних полiномiв [10]. Сильно спряженi простори до
P(X ), Pn(X ) ми будемо позначати P′(X ), P′

n(X ) вiдповiдно.
В роботi [3] доведено наступне

Твердження 1.1. Нехай X — локально опуклий ядерний (F ) або
(DF ) простiр. Тодi мають мiсце топологiчнi iзоморфiзми

⊗ns,pX
ΥX' Pn(X ′), ⊗ns,pX ′ ΥX′

' Pn(X ),à
n∈Z+

⊗ns,pX
rΥX' P(X ′),

¡
n∈Z+

⊗ns,pX ′
rΥX′
' P′(X ′).

(1)

Iз [9, теорема 9.9] випливає, що ⊗ns,pX ′ ' (⊗ns,pX )′, тому iзоморфiзм
ΥX ′ : ⊗ns,pX ′ ' (⊗ns,pX )′ 3 fn 7−→ Fn := fn ◦ ⊗n ∈ Pn(X ) можна подати
у виглядi

Fn(x) = 〈fn,⊗nx〉, x ∈ X , (2)

де ⊗n : X 3 x 7−→ ⊗nx := x⊗ · · · ⊗ x ∈ ⊗ns,pX .
Надалi елементи простору P′(X ′) ми будемо розумiти як полiномi-

альнi функцiонали на просторi X в сенсi формули

F (x) :=

〈¡
n∈Z+

Fn,
à
n∈Z+

⊗nx

〉
=
¸
n∈Z+

Fn(x), x ∈ X , (3)

де F :=
�

n∈Z+
Fn ∈ P′(X ′) i тому називатимемо їх полiномiальними

узагальненими функцiями.

2 Оператори на просторi полiномiальних
розподiлiв

Нехай A ∈ L (X ,Y) та A′ ∈ L (Y ′,X ′) — пара взаємно спряжених
операторiв, 1 ∈ L (C) — оператор множення на одиницю. Визначимо
оператор A′⊗ ∈ L

(�
n⊗ns,pY ′,

�
n⊗ns,pX ′) наступним чином

A′⊗ :=
¡
n∈Z+

A′⊗n :
¡
n∈Z+

⊗ns,pY ′ −→
¡
n∈Z+

⊗ns,pX ′

y =
¡
n∈Z+

yn 7−→ A′⊗y =
¡
n∈Z+

A′⊗nyn,
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де A′⊗0 := 1, а кожен оператор A′⊗n , n ∈ N, є n-тим тензорним степенем
оператора A′, тобто

A′⊗n := A′ ⊗ · · · ⊗ A′ : ⊗ns,pY ′ −→ ⊗ns,pX ′

y1 ⊗s · · · ⊗s yn 7−→ A′y1 ⊗s · · · ⊗s A′yn.

Теорема 2.1. Наступнi дiаграми однозначно визначають лiнiйний
неперервний оператор A′⊗n

P на просторi n-однорiдних полiномiв Pn(Y)
та лiнiйний неперервний оператор A′⊗

P на просторi полiномiальних
розподiлiв P′(Y ′) вiдповiдно

Pn(Y)

Υ−1
Y′

��

A′⊗n
P // Pn(X )

Υ−1
X′

��

P′(Y ′)

rΥ−1
Y′��

A′⊗
P // P′(X ′)

rΥ−1
X′��

⊗ns,pY ′

ΥY′

OO

A′⊗n // ⊗ns,pX ′,

ΥX′

OO

¡
n∈Z+

⊗ns,pY ′

rΥY′

OO

A′⊗
//

¡
n∈Z+

⊗ns,pX ′.

rΥX′

OO

Доведення. Перш за все зауважимо, що з Твердження 1.1 випливає,
що вище записанi дiаграми комутативнi. Тому лiнiйнi вiдображення
A′⊗n

P := ΥX ′ ◦ A′⊗n ◦ Υ−1
Y ′ та A′⊗

P := rΥX ′ ◦ A′⊗ ◦ rΥ−1
Y′ однозначно можна

визначити за допомогою рiвностей[
A′⊗n

P Fn
]
(x) = 〈fn, Ax⊗ · · · ⊗ Axlooooooomooooooon

n

〉, x ∈ X ,

[
A′⊗

P F
]
(x) =

¸
n∈N
〈fn, Ax⊗ · · · ⊗ Axlooooooomooooooon

n

〉, x ∈ X ,

де fn ∈ ⊗ns,pY ′ ' (⊗ns,pY)′, Fn := ΥY ′(fn) ∈ Pn(Y), F :=
�
n∈Z+

Fn ∈ P′(Y ′)

(див. формули (2) та (3)).
Iз вище записаних спiввiдношень випливає, що для завершення до-

ведення залишилось показати неперервнiсть операторiв A′⊗n та A′⊗.
Зауважимо, що оператор A′⊗n є спряженим до A⊗n := A ⊗ · · · ⊗ A

вiдносно дуальних пар 〈⊗ns,pX ′,⊗ns,pX〉 та 〈⊗ns,pY ′,⊗ns,pY〉, тобто

〈A′y1⊗s . . .⊗sA′yn, x1⊗s . . .⊗s xn〉 = 〈y1⊗s . . .⊗s yn, Ax1⊗s . . .⊗sAxn〉,

де y1 ⊗s . . . ⊗s yn ∈ ⊗ns,pY ′, x1 ⊗s . . . ⊗s xn ∈ ⊗ns,pX , yi ∈ Y ′, xi ∈ X ,
i = 1, . . . , n.
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Розглянемо в просторi ⊗npX пiдпростiр ⊗nX функцiй, що є скiн-
ченними сумами вигляду x =

°m
i=1 xi1 ⊗ · · · ⊗ xin . Пiдпростiр ⊗nX є

щiльним в ⊗npX . З неперервностi оператора A на X випливає, що для
довiльної неперервної напiвнорми q1⊗ . . .⊗ qn на ⊗npY знайдуться такi
константи C1, . . . , Cn та напiвнорми p1, . . . , pn на X , що

(q1 ⊗ . . .⊗ qn)(A⊗nx) = inf
m̧

i=1

q1(Axi1) · · · qn(Axin) ≤

inf
m̧

i=1

C1p1(xi1) · · ·Cnpn(xin) = C1 · · ·Cn(p1 ⊗ . . .⊗ pn)(x),

де iнфiмум беруть за всiма зображеннями x =
°m
i=1 xi1⊗· · ·⊗xin . Отже,

оператор A⊗n : ⊗npX −→ ⊗npY є неперервним.
Нехай ζn — оператор симетризацiї, тобто

ζn : ⊗nX 3 x1⊗. . .⊗xn 7→ x1⊗s. . .⊗sxn :=
1

n!

¸
ζ∈Gn

xζ(1)⊗· · ·⊗xζ(n) ∈ ⊗nsX ,

де Gn — група перестановок множини {1, . . . , n}. Тодi для довiльно-
го x ∈ ⊗nX маємо (ζn ◦ A⊗n)x = (A⊗n ◦ ζn)x, оскiльки пiдпростiр
⊗nsX ⊂ ⊗nX є iнварiантним вiдносно дiї оператора A⊗n . З неперервно-
стi ζn випливає неперервнiсть звуження A⊗n : ⊗ns,pX −→ ⊗ns,pY . Звiдси
отримуємо неперервнiсть спряженого оператора A′⊗n i, як наслiдок,
оператора A′⊗.

3 Полiномiальне узагальнення перетворення Фур’є

Нехай S := S(Rd) — простiр швидко спадних функцiй Шварца, S ′ :=

S ′(Rd) — сильно спряжений до S простiр розподiлiв Шварца повiльно-
го росту.

Розглянемо в S ′ замкнутий пiдпростiр S ′
+ розподiлiв з носiями в

конусi Rd
+. Фактор простiр S+ := S

/
S ′⊥
+ =

{
ϕ := ϕ+ S ′⊥

+ : ϕ ∈ S
}

є
дуальним до S ′

+, де S ′⊥
+ — ортогональне доповнення S ′

+ вiдносно дво-
їстостi

〈
S ′,S

〉
. У статтi [8] показано, що

〈
S ′
+,S+

〉
— коректно визна-

чена дуальнiсть. З теорiї двоїстостi та теорiї ядерних просторiв [9, 11]
випливає, що S ′

+ є ядерним (DF ) простором, а S+ — ядерним (F ) про-
стором.
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Розглянемо простiр P(S ′
+) полiномiв на S ′

+ i сильно спряжений до
нього простiр P′(S ′

+). З формул (1) випливає, що довiльний елемент
f ∈ P′(S ′

+) можна записати у виглядi f = (f0, f1, . . . , fn, . . . ), де f0 ∈ C,
fn ∈ ⊗ns,pS ′

+ ' (⊗ns,pS+)′, n ∈ N. Елементи простору P′(S ′
+) ми назива-

тимемо полiномiальними розподiлами Шварца повiльного росту.
Вiдомо [12], що для довiльної функцiї ϕ ∈ S(Rd) перетворення

Фур’є pϕ(ξ) := F [ϕ](ξ) =
³
Rd e

−i(t,ξ)ϕ(t) dt здiйснює лiнiйний iзоморфiзм
простору S на S. Оскiльки S ′⊥

+ ⊂ S, то Фур’є образ F [S ′⊥
+ ] простору

S ′⊥
+ є замкненим пiдпростором в S. Нехай

pS+ := S
/
F [S ′⊥

+ ] =
{pϕ := pϕ+ F [S ′⊥

+ ] : pϕ ∈ S}
позначає вiдповiдний фактор простiр. З означень фактор просторiв S+
та pS+ випливає, що перетворення Фур’є породжує iн’єктивне вiдобра-
ження F+ : S+ 7−→ pS+. Користуючись iн’єктивнiстю F+, простiр pS+ на-
дiлимо iндукованою перетворенням F+ топологiєю. Звiдси випливає,
що простiр pS+ є ядерним (F ) простором.

Надалi кожен елемент (клас еквiвалентностi) простору S+ будемо
розглядати як однозначно визначену функцiю ϕ ∈ L2(Rd

+), яка є зву-
женням довiльного представника цього класу еквiвалентностi на Rd

+.
Тодi для кожної функцiї ϕ ∈ S+ маємо

pϕ(ξ) = »
Rd+
e−i(t,ξ)ϕ(t) dt, ϕ(t) =

1

(2π)d

»
Rd
ei(t,ξ)pϕ(ξ) dξ (4)

для всiх ξ ∈ Rd i t ∈ Rd
+.

Нехай F ′
+ : pS ′

+ 7−→ S ′
+ — спряжене до F+ вiдображення, де pS ′

+ —
сильно спряжений до pS+ простiр. Перетворення

F ′ := (2π)d(F ′
+)

−1 : S ′
+ 3 f 7−→ pf ∈ pS ′

+

назвемо узагальненим перетворенням Фур’є узагальнених функцiй з
класу S ′

+. Простiр pS ′
+ є ядерним (DF ) простором як сильно спряжений

до (F ) простору pS+. Вiдомо, що простiр S ′
+ є згортковою алгеброю з

одиницею δ, де
〈
δ,ϕ

〉
= ϕ(0) — функцiонал Дiрака. Зрозумiло, щоzδ ∗ f = pf = zf ∗ δ. Тому, pS ′

+ є комутативною мультиплiкативною ал-
геброю з одиницею pδ вiдносно множення {(f ∗ g) = pf · pg, f, g ∈ S ′

+.
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Бiлiнiйна форма〈
F ′f, F+ϕ

〉
=
〈
F ′
+F ′f,ϕ

〉
= (2π)d

〈
f,ϕ

〉
,

де f ∈ S ′
+, ϕ ∈ S+, визначає нову дуальнiсть

〈 pS ′
+,
pS+ 〉. Неважко пока-

зати, що pδ = 1. Дiйсно, використавши другу з формул (4), маємо〈
F ′δ, F+ϕ

〉
= (2π)d

〈
δ,ϕ

〉
= (2π)dϕ(0) =»

Rd
ei(t,ξ) pϕ(ξ) dξ ∣∣∣∣

t=0

=

»
Rd
pϕ(ξ) dξ = 〈 1, F+ϕ

〉
, ϕ ∈ S+.

(5)

Розширимо узагальнене перетворення Фур’є на полiномiальну ал-
гебру P′(S ′

+), використавши тензорну структуру цього простору. Друга
з комутативних дiаграм

Pn(S+)

Υ−1

S′
+

��

F ′⊗n
P // Pn( pS+)

Υ−1
pS′
+

��

P′(S ′
+)

rΥ−1

S′
+��

F ′⊗
P // P′( pS ′

+)

rΥ−1
pS′
+��

⊗ns,pS ′
+

ΥS′
+

OO

F ′⊗n // ⊗ns,p pS ′
+,

Υ
pS′
+

OO

¡
n∈Z+

⊗ns,pS ′
+

rΥS′
+

OO

F ′⊗
//

¡
n∈Z+

⊗ns,p pS ′
+

rΥ
pS′
+

OO

однозначно визначає полiномiальне розширення

F ′⊗
P : P′(S ′

+) 3 F =
¡
n∈Z+

Fn 7→ pF :=
¡
n∈Z+

F ′⊗n
P (Fn) ∈ P′( pS ′

+), Fn ∈ Pn(S+),

узагальненого перетворення Фур’є F ′, де F ′⊗n
P — n-однорiдний випадок

вiдображення F ′⊗
P , тобто перетворення, що однозначно визначається

першою комутативною дiаграмою.
Вiдображення F ′⊗

P ми назвемо полiномiальним узагальненням пе-
ретворенням Фур’є. Зауважимо, що це перетворення дiє як сюр’єктив-
ний топологiчний iзоморфiзм з P′(S ′

+) на P′( pS ′
+).

Приклад 1. Обчислимо полiномiальне перетворення Фур’є елемента
δP := (1, δ, δ ⊗ δ, . . . ,⊗nδ, . . . ) ∈

�
n∈Z+

⊗ns,pS ′
+ ' P′(S ′

+).

З формули (5) випливає, що для довiльного n ∈ N отримаємо
F ′⊗n [⊗nδ] = 1⊗ · · · ⊗ 1 = ⊗n1. Тому остаточно отримаємо

F ′⊗
P [δp] = (1, 1, 1⊗ 1, . . . ,⊗n1, . . . ).
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Приклад 2. Нехай ϑ+ : Rd 3 t 7−→ ϑ+(t) := ϑ(t1) · · ·ϑ(td) — хара-
ктеристична функцiя конуса Rd

+, де ϑ позначає функцiю Хевiсайда.
Покажемо, що F ′ϑ+ = (2π)dδ. Дiйсно

〈
F ′ϑ+, F+ϕ

〉
= (2π)d

〈
ϑ+,ϕ

〉
= (2π)d

»
Rd+

ϕ(t) dt =

(2π)d
»
Rd+
e−i(t,ξ)ϕ(t) dt

∣∣∣∣∣
ξ=0

= (2π)dpϕ(0) = (2π)d
〈
δ, F+ϕ

〉
, ϕ ∈ S+,

Знайдемо полiномiальне перетворення Фур’є елемента

ϑP :=
(
1,

1

(2π)d
ϑ+, . . . ,⊗n

1

(2π)d
ϑ+, . . .

)
∈
¡
n∈Z+

⊗ns,pS ′
+ ' P′(S ′

+).

Легко бачити, що F ′⊗n
[
⊗n 1

(2π)d
ϑ+

]
= ⊗nδ для кожного n ∈ N. Отже,

F ′⊗[ϑP] = δP.
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Let P(X ′) stand for the space of continuous polynomials on a nuclear

(F ) or (DF ) space X ′. In the article we extend an arbitrary linear con-

tinuous operator to some linear continuous operator on the space P′(X ′)

of polynomial distributions. In particular, we construct a polynomial ex-

tension of Fourier transformation onto the space of polynomial Schwartz

tempered distributions.




