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Встановлено достатнi умови збiжностi агрегацiйно-iтеративних мето-
дiв, якi охоплюють однопараметричнi i багатопараметричнi методи iте-
ративного агрегування для лiнiйних операторних рiвнянь. Цi умови
не мiстять вимог про знакосталiсть вiдповiдного оператора i можуть
справджуватися за обставин, коли його спектральний радiус бiльший
вiд одиницi.

1 Вступ

Способи розв’язання задач високої розмiрностi зведенням їх до задач
меншої розмiрностi, якi вiдомi як методи декомпозицiї, здебiльшого
грунтуються на методиках агрегування змiнних (див. напр. [1, 2]). Де-
композицiю на основi агрегацiйно-iтеративного пiдходу вигiдно вико-
ристовувати у прикладних задачах, зокрема, для органiзацiї паралель-
них обчислень у багатопроцесорному режимi.
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Розглянемо рiвняння

x = Ax+ b (b ∈ E) (1)

з лiнiйним оператором A, де E — банахiв простiр. Однопараметричний
метод, який є найпростiшим з-помiж методiв iтеративного агрегування
для цього рiвняння, дослiджений в [3, c. 155–159]. Його можна описати
за допомогою формули

xn+1 =
(ϕ, b)

(ϕ, xn − Axn)
Axn + b, (2)

де (ϕ, z) — значення лiнiйного функцiоналу ϕ ∈ E∗ на елементi z ∈ E
(E∗ — спряжений з E простiр). Встановленi в [3, c. 155–159] достатнi
умови збiжностi цього методу передбачають, що E є напiвупорядкова-
ним банаховим простором, у якому напiвупорядкованiсть узгоджена з
нормою таким чином, що спiввiдношення θ 6 x 6 y (θ — нульовий
елемент в E) призводить до нерiвностi ‖x‖ 6 ‖y‖. При цьому фiгу-
рують припущення про додатнiсть A та b i про виконання нерiвностi
ρ(A) < 1 для спектрального радiуса ρ(A) оператора A, а також про те,
що оператор A є фокусуючим (див. [3, c. 77–83]) i що функцiонал ϕ має
вигляд ϕ = A∗g, де g є додатнiм лiнiйним функцiоналом, який задо-
вольняє нерiвнiсть (g, x) > (A∗g, x) для додатнiх x iз E зi спряженим
з A оператором A∗.

В цiй замiтцi для дослiдження одного класу агрегацiйно-iтератив-
них методiв, який охоплює однопараметричнi та багатопараметричнi
методи iтеративного агрегування, застосовуємо методику, запропоно-
вану в [4]–[7]. Встановленi достатнi умови збiжностi як в однопара-
метричних так i в багатопараметричних випадках не мiстять вимог
про знакосталiсть оператора A i вiльного члена b i можуть справджу-
ватись як при ρ(A) < 1 так i при ρ(A) > 1. Отриманi результати
дозволяють конкретизувати задекларовану в [3, c. 158] спорiдненiсть
однопараметричного методу (2) з методом Ю.Д. Соколова осереднення
функцiональних поправок i, отже, з проекцiйно-iтеративними метода-
ми (див. [8]–[10]). Дослiдженi, наприклад, в [11] агрегацiйно-iтеративнi
алгоритми є водночас окремими випадками методiв iтеративного агре-
гування, якi можна ототожнити з деякими проекцiйно-iтеративними
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методами iз [8, 9]. Актуалiзацiя теоретичних i прикладних дослiджень
методiв iтеративного агрегування (див., напр., [12]–[15]) спричинена,
зокрема, тим, що як зазначено в [3, c. 155–158], цi методи часто до-
зволяють отримувати прийнятнi для практики числовi результати за
обставин, коли умови збiжностi методу невiдомi.

2 Опис алгоритму

Лiнiйне рiвняння (1) розглядатимемо за припущення, що A : E → E,

b ∈ E, де E — банахiв простiр. Нехай E ′ — банахiв простiр, який,
взагалi кажучи, не iдентичний з E. Вважатимемо заданими лiнiйнi
оператори S : E → E ′ та Λ : E ′ → E ′ i розглянемо систему рiвнянь,
складену з (1) та рiвняння

y = Λy − SAx+ ΛSx, (3)

яке мiстить додатковий невiдомий елемент y ∈ E ′. Розгляд системи
(1), (3) означає, що простiр E “зануримо” у “ширший” простiр E ×E ′,

який можна вважати банаховим, запровадивши у той чи iнший спосiб
норму пари елементiв (x, y) (x ∈ E, y ∈ E ′), наприклад, як норму
вектора (‖x‖E, ‖y‖E′), де ‖ · ‖E i ‖ · ‖E′ — вiдповiднi норми в E i E ′. В
просторi E × E ′ виокремимо пiдпростiр ε0 пар (x, y) (x ∈ E, y ∈ E ′),
якi задовольняють спiввiдношення

Sx+ y = θ′, (4)

де θ′ — нульовий елемент в E ′.

Для побудови iтерацiйного процесу використовуватимемо лiнiйнi
неперервнi оператори an : E ′ → E, αn : E ′ → E ′ вважаючи їх, взагалi
кажучи, залежними вiд параметра n, який надалi будемо ототожню-
вати з номером iтерацiї у формулах

xn+1 = Axn + b+ an(yn − yn+1), (5)

yn+1 = Λyn+1 − SAxn − Sb+ αn(yn − yn+1) + ΛSxn. (6)

Будемо вважати, що справджуються рiвностi

San + αn = Λ (n = 0, 1, . . .). (7)
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Вибiр початкового наближення (x0, y0) пiдпорядковуємо вимозi, щоб
виконувалась умова (x0, y0) ∈ ε0. Очевидно, що довiльний вибiр x0 ∈ E
спричиняє при цьому вибiр y0 = −Sx0 ∈ E ′ на пiдставi рiвностi (4).

3 Допомiжнi твердження

Вважатимемо, що iснує оператор (I ′ − Λ)−1, обернений до оператора
I ′ − Λ, де I ′ — одиничний оператор в E ′.

Лема 1. Якщо рiвняння (1) має розв’язок x∗, то iснує y∗ ∈ E ′ таке,
що (x∗, y∗) є розв’язком в E ×E ′ системи (1), (3) i має мiсце спiввiд-
ношення (x∗, y∗) ∈ ε0.

Доведення. З (1) i (3) випливає при x = x∗, y = y∗, що

Sx∗ + y∗ = SAx∗ + Sb+ Λy∗ − Sb+ ΛSAx∗ = Λ(Sx∗ + y∗).

Звiдси, зважаючи на iснування оберненого оператора (I ′ − Λ)−1 i на
очевиднiсть факту про iснування y∗ при iснуваннi x∗, отримуємо по-
трiбне твердження.

Лема 2. Нехай при кожному n = 0, 1, . . . справджується спiввiдно-
шення (7) i (x0, y0) ∈ ε0. Тодi для кожного n = 0, 1, . . . будемо мати
(xn, yn) ∈ ε0.

Доведення. Спiввiдношення

Sxn+1 + yn+1 = SAxn + Sb+ Sanyn − Sanyn+1 + Λyn+1 − SAxn − Sb+

+αnyn − αnyn+1 + ΛSxn =

= (Λ− Sanαn)yn+1 + ΛSxn + (San + αn)yn = Λ(Sxn + yn)

дають пiдставу для того, щоб вважати лему доведеною завдяки прин-
ципу iндукцiї.

Спiввiдношення

S(xn − x∗) + yn − y∗ = θ′ (n = 0, 1, . . .), (8)

якi є очевидними наслiдками наведених лем, використаємо при дослi-
дженнi збiжностi iтерацiйного процесу (5), (6).
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Умова (7) є одним з основних припущень, на основi яких побудо-
вано методику дослiдження агрегацiйно-iтеративних алгоритмiв в [4]–
[7]. Для описаних в [3, c. 158] формул агрегацiйно-iтеративних методiв
виконання умови (7) забезпечене структурою цих формул як в одно-
параметричному так i в багатопараметричному випадках. Зазначимо,
що реалiзацiя названих методiв iз [3] з довiльними x0 ∈ E, y0 ∈ E ′

призводить до спiввiдношення (xn, yn) ∈ ε0 (n = 1, 2, . . .).

Виконання рiвностей (7) дозволяє застосовувати пропоновану ме-
тодику дослiдження збiжностi й до деяких iнших методiв, зокрема,
до окремих проекцiйно-iтеративних методiв, дослiджених в [8, 9], при-
чому ця методика не ототожнюється з методикою з [8, 9]. Якщо, на-
приклад, спiввiдношення (7) мають вигляд Sa = Λ i оператор a не
залежить вiд iтерацiйного номера n, iтерацiйний процес (5), (6) можна
ототожнювати з одним iз дослiджених в [8, 9] (див. також [10]) стацiо-
нарних проекцiйно-iтеративних методiв. Зауважимо, що зазначенi ал-
горитми iтеративного агрегування iз [3] вiдрiзняються вiд проекцiйно-
iтеративних методiв iз [8, 9] щонайменше тим, що вони задають на
кожному кроцi iтерацiйного процесу спосiб вибору оператора проекту-
вання.

4 Умови збiжностi iтерацiй

З рiвностей (1), (3), (5), (6) та припущення, що для кожного n = 0, 1, . . .

iснують оберненi оператори (I ′−Λ+αn)−1 i що (x∗, y∗) (x∗ ∈ E, y∗ ∈ E ′)
є розв’язком системи (1), (3), отримуємо

yn+1−y∗ = (I ′−Λ+αn)−1(ΛS−SA)(xn−x∗)−(I ′−Λ+αn)−1αnS(xn−x∗),
(9)

xn+1 − x∗ = A(xn − x∗)− anS(xn − x∗)− an(yn+1 − y∗) =

= A(xn − x∗)− anS(xn − x∗)− an(I ′ − Λ + αn)
−1(ΛS − SA)(xn − x∗)+

+an(I
′ − Λ + αn)

−1αnS(xn − x∗) =

= A(xn − x∗)− an(I ′ − Λ + αn)
−1(ΛS − SA)(xn − x∗). (10)

Позначивши

Hnw = [A− an(I ′ − Λ + αn)
−1(S − SA)]w, (11)
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запишемо рiвнiсть (10) у виглядi

xn+1 − x∗ = Hn(xn − x∗). (12)

Наведенi мiркування означають, що доведено таке твердження.

Теорема 1. Нехай справджуються умови лем 1 i 2 та iснують обер-
ненi оператори (I ′ − Λ + αn)

−1 для кожного n = 0, 1, . . . Тодi по-
слiдовнiсть {xn}, побудована за допомогою алгоритму (5), (6) при
(x0, y0) ∈ ε0, збiгається до розв’язку x∗ ∈ E рiвняння (1) не повiльнi-
ше вiд геометричної прогресiї зi знаменником q, якщо

‖Hn‖ = q < 1 (n = 0, 1, . . .). (13)

Розглянемо частковий випадок, коли рiвностi (7) мають вигляд

SA = ΛS. (14)

Тодi замiсть рiвняння (3) та (6) матимемо вiдповiдно y = Λy − Sb,
та yn+1 = Λyn+1 − Sb+ αn(yn − yn+1). Нехай, крiм того, маємо

San = ΛS (n = 0, 1, . . .). (15)

Це означає, що αn є нульовими операторами. Припустимо також, що
при цьому оператори an не залежать вiд n, тобто an = a (n = 0, 1, . . .).
Тодi алгоритм (5), (6) можна подати так

xn+1 = Axn + b+ a(yn − yn+1), (16)

yn+1 = Λyn+1 − Sb. (17)

Оскiльки з (17) випливає, що для кожного n = 0, 1, . . .

yn = −(I ′ − Λ)−1Sb, (18)

то iтерацiйний процес (16), (17) є не чим iншим, як звичайним методом
послiдовних наближень

xn+1 = Axn + b, (19)
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для якого початкове наближення вибране таким способом, що

Sx0 = (I ′ − Λ)−1Sb. (20)

Зазначене можна розглядати як конкретизацiю вiдмiченого в [10, c.
31–32] факту щодо впливу початкового наближення x0 на збiжнiсть
iтерацiйного процесу (19).

Теорема 2. Нехай iснує обернений оператор (I ′ − Λ)−1, справджую-
ться умови (14) та (15), причому an = a не залежить вiд n. Тодi для
збiжностi iтерацiйного процесу (19) з початковим наближенням x0,

яке задовольняє рiвнiсть (20), достатньо, щоб був меншим вiд оди-
ницi спектральний радiус ρ(A− aS) оператора A− aS.

Доведення. Оскiльки має мiсце (18) для n = 0, 1, . . . , то спiввiдноше-
ння (1) i (19) та леми 1 i 2 дають пiдставу для того, щоб рiвнiсть (12)
подати у виглядi

xn+1 − x∗ = (A− aS)(xn − x∗) (n = 0, 1, . . .).

Звiдси i випливає потрiбне твердження.

5 Однопараметричний випадок

Нехай E ′ є множиною дiйсних чисел, а оператор S означений за до-
помогою формули Sx = (ϕ, x), де (ϕ, x) — значення лiнiйного фун-
кцiоналу ϕ на елементi x ∈ E. Нехай, як i ранiше, A∗ — спряжений з
A оператор, E∗ — спряжений з E банахiв простiр. Задамо, взагалi ка-
жучи, довiльне дiйсне число λ 6= 1. У цьому випадку (3) є скалярним
рiвнянням вигляду

y = λy − (ϕ, Ax)− (ϕ, b) + λ(ϕ, x). (21)

Для множини ε0 маємо рiвнiсть (ϕ, x) + y = 0. Вважаючи, що вираз
any означає дiю множення елемента an ∈ E на дiйсне число y i що αn
є дiйсними числами, розглянемо iтерацiйний процес, який описується
(5) та формулою

yn+1 = λyn+1 − (ϕ, Axn)− (ϕ, b) + αn(yn − yn+1) + λ(ϕ, xn). (22)
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Спiввiдношення (22) в однопараметричному випадку фiгурує за-
мiсть (6). Рiвнiсть (7) має вигляд

(ϕ, an) + αn = λ. (23)

Для означеного згiдно (11) оператора Hn будемо мати

Hnw = Aw − an
1− λ+ αn

(ϕ, w − Aw). (24)

Додаткова вимога про те, що оператори

an =
Axn

(ϕ, xn)
, (25)

призводить до рiвностей

αn = λ− (A∗ϕ, xn)

(ϕ, xn)
. (26)

Оскiльки наслiдком з (25), (26) є (22), то формулам (2) можна на-
дати вигляду

xn+1 =
(ϕ, xn+1)

(ϕ, xn)
Axn + b. (27)

Це випливає з рiвностi

(ϕ, xn+1) =
(ϕ, b)

(ϕ, xn)− (ϕ, Axn)
(ϕ, Axn) + (ϕ, b),

яку отримуємо з (2). Її також можна записати так

(ϕ, b)

(ϕ, xn − Axn)
=

(ϕ, xn+1)

(ϕ, xn)
.

Зазначимо, що теорема 1, як i наведений приклад однопараметричного
методу (2), не мiстить, взагалi кажучи, жодних обмежень щодо знако-
сталостi A та b, а також не мiстить вимоги про виконання нерiвностi
ρ(A) < 1 для спектрального радiуса оператора A. У винятковiй ситу-
ацiї, коли ϕ = ϕ1 є власним елементом оператора A∗ з вiдповiдним
до ϕ1 власним числом λ = λ1 6= 1 цього оператора, формула (24) має
вигляд

Hnw = Aw − Axn
(ϕ1, xn)

(ϕ1, w). (28)
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Оскiльки при цьому αn = 0 при кожному n = 0, 1, . . . , то iтерацiй-
ний процес (27) є звичайним методом послiдовних наближень (19) зi
спецiально пiдiбраним початковим наближенням x0, для якого

(ϕ1, x0) =
(ϕ1, b)

1− λ1
.

6 Дiагональний багатопараметричний алгоритм

Розглянемо ситуацiю, коли структура оператора A описується спiввiд-
ношенням

A = A1 + A2, (29)

де A1x =
∑N0

i=1 λiψi(ϕi, x) (N0 <∞).

Тут λi є власним числами оператора A, яким вiдповiдають власнi
елементи ψi оператора A та власнi елементи ϕi оператора A∗. Вважа-
ючи, що λi 6= 1 та

(ϕi, ψj) =

{
0, i 6= j,

1, i = j,

означимо множину ε̃0 наступним чином

ε̃0 =

{
x |x ∈ E, (ϕi, x) =

(ϕi, b)

1− λi
, i = 1, N0

}
.

Теорема 3. Нехай x0 ∈ ε̃0 i (ϕi, A2x) = 0 (x ∈ E, i = 1, N0), ρ(A2) < 1.

Тодi метод послiдовних наближень (19) збiгається до єдиного в E

розв’язку x∗ рiвняння (1) не повiльнiше вiд геометричної прогресiї зi
знаменником q. При цьому x∗ ∈ ε̃0 i для кожного n = 0, 1, . . . маємо
xn ∈ ε̃0.

Доведення. Очевидно, що справджуються умови теореми 2. Це за-
безпечує достовiрнiсть твердження теореми 3.

7 Узагальнений агрегацiйно-iтеративний алгоритм

Означимо лiнiйний неперервний оператор A0 за допомогою рiвностi

S(A+ A0) = ΛS (30)
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i розглянемо систему, що складена з рiвняння (1) та з рiвняння

y = Λy + SA0x− Sb. (31)

Замiна (3) на (31) призводить до замiни в iтерацiйному процесi (5), (6)
формули (6) спiввiдношенням

yn+1 = Λyn+1 = SA0xn − Sb+ αn(yn − yn+1). (32).

Вважатимемо, що (x0, y0) ∈ ε0 для означеної згiдно (4) множини ε0.

Зберiгаються твердження леми 1 для розв’язку (x∗, y∗) системи (1),
(31) та леми 2 для отриманих за допомогою алгоритму (5), (32) iте-
рацiй (xn, yn). Обгрунтування цих тверджень отримується за тою ж
схемою, яку використано для доведення лем 1 та 2. Конкретизацiя
an, αn, S, Λ, A0 дозволяє отримувати вiдомi алгоритми для наближе-
ного розв’язання рiвняння (1), зокрема, рiзнi варiанти методiв iтера-
тивного агрегування, релаксiйнi методи, проекцiйно-iтеративнi мето-
ди, а також будувати новi iтерацiйнi алгоритми поєднанням тим чи
iншим способом їх iтерацiйних формул та дослiджувати їх збiжнiсть.
Бiльш-менш загальний критерiй збiжностi алгоритму (5), (32) при по-
чатковому наближеннi (x0, y0) ∈ ε0+ отримаємо, якщо припустимо, що
‖Hn‖0 6 q < 1, де ‖Hn‖0 — яка-небудь норма оператора Hn в E × E ′,

означеного за допомогою формули

Hn =

(
h11 h12
h21 h22

)
.

Тут

h11 = A−an(I ′−Λ+αn)−1SA0−gnS, h12 = an(I
′−Λ+αn)−1(J ′−Λ)−gn,

h21 = (I ′ − Λ + αn)
−1SA0 − g(0)n S, h22 = (I ′ − Λ + αn)

−1 − g(0)n ,

де оператори gn : E ′ → E, g
(0)
n : E ′ → E ′ (n = 0, 1, . . .) вибранi, взагалi

кажучи, довiльним способом.

8 Приклади

Приклад 1. Система

x1 = 2x1 + 3x2 − 130,

x2 = 1, 92x1 + 2x2 − 202,
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має розв’язок x∗1 = 100, x∗2 = 10. Матриця A, складена з коефiцiєнтiв
цiєї сисетми має власнi числа λ1 = 4, 4, λ2 = −0, 4. Власний вектор
ϕ1 =

(
4√
41
, 5√

41

)
вiдповiдає власному числу λ1 = 4, 4. Виберемо x0 =(

x
(0)
1

x
(0)
2

)
=
(

130
1−4,4

, 202
1−4,4

)
. Має мiсце спiввiдношення (ϕ1, x0) =

(ϕ1, b)
1−λ1 ,

тобто 4x
(0)
1 + 5x

(0)
2 = −4·130−5·202

1−4,4
= 450.

Пiдрахунок iтерацiй за формулами

x
(n+1)
1 = 2x

(n)
1 + 3x

(n)
2 − 130,

x
(n+1)
2 = 1, 92x

(n)
1 + 2x

(n)
2 − 202

(33)

дає, зокрема, такi результати

x
(8)
1 = 99, 78585, x

(8)
2 = 9, 89320

x
(9)
1 = 99, 25070, x

(9)
2 = 9, 37430.

Отже, до 8-ої iтерацiї маємо покращення наближень, неминуче
нагромадження похибок заокруглення при ρ(A) = |λ1| = 4, 4, при-
зводить до того, що x(9) = (x

(9)
1 , x

(9)
2 ) є гiршим наближенням вiд

x(8). Пiдправимо x(7) таким способом, щоб 4x
(7)
1 + 5x

(7)
2 = 450. Тодi,

зокрема, матимемо x(10) = (99, 99583, 10, 00299). Отже, використан-
ня спiввiдношення 4x

(n)
1 +5x

(n)
2 = 450 сприяє перетворенню нестiйкого

обчислювального процесу у стiйкий.
До цiєї ж системи застосуємо однопараметричний метод iтера-

тивного агрегування у виглядi

x
(n+1)
1 = 2x

(n)
1 + 3x

(n)
2 + 0, 5(yn − yn+1)− 130,

x
(n+1)
2 = 1, 92x

(n)
1 + 2x

(n)
2 − 0, 4(yn − yn+1)− 202,

yn+1 = − 1
3,14

(
0, 708x

(n)
1 + 0, 2x

(n)
2 + 0, 36yn

)
,

маючи на увазi формули (25), (26). Взявши, наприклад, x(0)1 = 10,

x
(0)
2 = 100, знаходимо y0 з рiвностi (ϕ1, x0) + y0 = (ϕ1, b)

1−λ1 . Маємо y0 =

101, 65715. При обчисленнi наступних наближень будемо використо-
вувати також спiввiдношення

(ϕ1, xn) + yn =
(ϕ1, b)

1− λ1
,
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тобто 4, 5x
(n)
1 + 5, 1x

(n)
2 + yn = 450, 34285. Отримаємо, зокрема,

x
(1)
1 = 136, 85487, x

(1)
2 = −25, 31210, y1 = 4, 6231127,

x
(5)
1 = 100, 94896, x

(5)
2 = 9, 101566, y5 = −20, 057538,

x
(10)
1 = 99, 99326, x

(10)
2 = 10, 01161, y10 = −20, 641697.

Приклад 2. Система

x1 = 2, 1x1 + 2, 2x2 + 0, 3x3 + 0, 5x4 − 257,

x2 = 0, 9x1 + 0, 8x2 + 0, 2x3 + 0, 0x4 + 7,

x3 = 0, 1x1 + 0, 2x2 + 2, 5x3 + 2, 8x4 − 163,

x4 = 0, 4x1 + 0, 3x2 + 0, 5x3 + 0, 2x4 − 12

має точний розв’язок x∗ = (10; 100; 20; 40). Спектральний радiус
ρ(A) = 3, 5 бiльший вiд одиницi. Виберемо початкове наближення x(0)

так, щоб справджувались рiвностi x(0)1 + x
(0)
2 = 110, x

(0)
3 + x

(0)
4 = 60.

Приймемо x(0) = (90; 20; 0; 60). Метод послiдовних наближень (19)
збiгається, як випливає з теореми 2, не повiльнiше вiд геометричної
зi знаменником q = 0, 5. Обчислення за формулами (19) дають такi
результати

x(1) = (6; 104; 18; 42), x(2) = (10, 8; 99, 2; 21; 39),

x(3) = (9, 72; 100, 28; 19, 62; 39, 38),

x(4) = (10, 104; 99, 896; 20, 142; 39, 858).

Можна переконатися, що x(n)1 + x
(n)
2 = 110, x

(n)
3 + x

(n)
4 = 60. Якщо на-

ступнi iтерацiї через вплив похибок заокруглень призводять до погiр-
шення наближень x(n), то використання двопараметричного методу
при виконаннi цих рiвностей дозволяє позбутися цiєї вади.
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There are established sufficient convergence conditions of aggregative

iterative methods, which conclude one parametric and many parametric

iterative aggregation methods for linear operator equations. These con-

ditions do not contain the requirements of the respective operator sign-

constance and may be rebutted when its spectra radius is grater then

unity.




