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Побудовано узагальнене кiнетичне рiвняння Фоккера-Планка, яким
описується еволюцiя стану видiленої частинки в оточеннi нескiнчен-
ного числа частинок, що взаємодiють як пружнi кулi. За допомогою
методу кiнетичних кластерних розкладiв кумулянтiв груп операторiв
систем скiнченного числа пружних куль встановлено еквiвалентнiсть
опису еволюцiї станiв на основi узагальненого кiнетичного рiвняння
Фоккера-Планка i побудованих маргiнальних функцiоналiв вiд його
розв’язку та на основi задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь ББГКI.

1 Вступ

Однiєю з вiдкритих проблем теорiї еволюцiйних рiвнянь систем бага-
тьох частинок залишається проблема строгого обґрунтування виведе-
ння кiнетичних рiвнянь для видiленої частинки, яка взаємодiє з систе-
мою нескiнченної кiлькостi частинок, зокрема, кiнетичного рiвняння
Фоккера-Планка i на основi цього пояснити природу стохастичностi
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систем статистичної механiки [1]. Вiдзначимо також широке застосу-
вання рiвняння Фоккера-Планка до опису кiнетичних процесiв рiзно-
манiтної природи [2]–[4].

Як вiдомо, за допомогою феноменологiчних аргументiв кiнетичне
рiвняння Фоккера-Планка вперше було сформульовано в роботах [5],
[6]. На основi методiв теорiї збурень один з пiдходiв до строгого об-
ґрунтування кiнетичного рiвняння Фоккера-Планка бере свої витоки
з праць М.М. Боголюбова [7], [8].

В сучасних роботах основний пiдхiд до дослiдження зазначеної про-
блеми ґрунтується на побудовi скейлiнґової (дифузiйної) границi роз-
в’язку еволюцiйних рiвнянь, якими описується еволюцiя стану видiле-
ної частинки в оточеннi частинок (термостатi) [9], зокрема, розв’язку
задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь ББГКI (Боголюбов – Борн – Ґрiн –
Кiрквуд – Iвон) [10], [11] такої системи, побудованого за допомогою те-
орiї збурень. Строгi результати з обґрунтування кiнетичного рiвняння
Фоккера-Планка в скейлiнґовiй границi для частинок, якi взаємодiють
як пружнi кулi (газ Енскоґа [12]) отримано в роботах [13], [14]. Огляд
строгих результатiв для квантових систем частинок наведено в роботi
[15].

Мета цiєї роботи полягає в математичному описi еволюцiї стану си-
стеми пружних куль, яка складається з видiленої частинки i оточення,
а саме, системи нефiксованого числа пружних куль. В роботi побудо-
вано замкнене еволюцiйне рiвняння для функцiї розподiлу видiленої
частинки, яке є узагальненням кiнетичного рiвняння Фоккера-Планка.
За допомогою сформульованих кластерних розкладiв кумулянтiв груп
операторiв, якими визначається кожний член розкладу непертурбатив-
ного розв’язку iєрархiї рiвнянь ББГКI системи пружних куль, вста-
новлено, що всi можливi стани системи описуються в термiнах мар-
гiнальних функцiоналiв вiд розв’язку задачi Кошi для узагальненого
рiвняння Фоккера-Планка.

Таким чином, в роботi доведено, що еволюцiя всiх можливих ста-
нiв нескiнченної системи пружних куль, яка розглядається, може бути
описана за допомогою побудованого узагальненого кiнетичного рiвнян-
ня Фоккера-Планка без будь-яких апроксимацiй. Зауважимо, що вiдо-
мi кiнетичнi рiвняння типу рiвняння Фоккера-Планка описують асим-
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птотики розв’язку задачi Кошi для узагальненого рiвняння Фоккера-
Планка в скейлiнґових границях.

В роботi також доведено теорему про iснування розв’язку узагаль-
неного кiнетичного рiвняння Фоккера-Планка в просторi iнтегрованих
функцiй та дослiджено його властивостi.

2 Еволюцiя частинки в оточеннi системи багатьох
частинок

Розглянемо систему багатьох частинок, яка складається iз видiленої
частинки i оточення — системи нефiксованої кiлькостi частинок. Якщо
частинки оточення знаходяться в рiвноважному станi, тодi вживається
термiн — видiлена частинка в термостатi [13]. Будемо вважати, що
частинки взаємодiють мiж собою як пружнi кулi з дiаметром σ. Нехай
видiлена частинка з масою M характеризується фазовими змiнними
(q, p) ≡ x ∈ R3 × R3, а частинки iз оточення мають однакову масу
m i характеризуються фазовими координатами (qi, pi) ≡ xi ∈ R3 ×
R3, i ≥ 1. Для такої системи частинок множина конфiгурацiй W1+n ≡{
(q, q1, . . . , qn) ∈ R3(1+n)

∣∣|qi − qj| < σ хоча б для однiєї пари (i, j) :

i 6= j ∈ (1, . . . , n) та |q − qj| < σ, якщо j ∈ (1, . . . , n)
}

є множиною
заборонених конфiгурацiй.

Еволюцiя всiх можливих станiв системи, яка складається iз видiле-
ної частинки i системи нефiксованої кiлькостi частинок оточення, опи-
сується послiдовнiстю маргiнальних ((1+s)-частинкових) функцiй роз-
подiлу F (t) = (1, F1+0(t, x), F1+1(t, x, x1), . . . , F1+s(t, x, x1, . . . , xs), . . .),
яка є розв’язком задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь ББГКI [10]

∂

∂t
F1+0(t) = L1+0F1+0(t) +

∫
R3×R3

dx1Lint(t, 1)F1+1(t), (1)

∂

∂t
F1+s(t) = L1+sF1+s(t) +

∫
R3×R3

dxs+1Lint(t, s+ 1)F1+s+1(t) +

+
s∑
i=1

∫
R3×R3

dxs+1Lint(i, s+ 1)F1+s+1(t),

F1+s(t)|t=0 = F 0
1+s, s ≥ 0. (2)

Якщо t > 0, тодi в iєрархiї еволюцiйних рiвнянь (1)-(2) оператор L1+s
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визначається дужкою Пуассона невзаємодiючих частинок з граничною
умовою на границi заборонених конфiгурацiй ∂W1+s [10]:

L1+sF1+s(t)
.
= −〈 p

M
,
∂

∂q
〉|∂W1+s

F1+s(t, x, x1, . . . , xs)−

−
s∑
i=1

〈pi
m
,
∂

∂qi
〉|∂W1+s

F1+s(t, x, x1, . . . , xs), s ≥ 0,
(3)

де символом 〈·, ·〉 позначено скалярний добуток. Оператори Lint(i, s+1)

i Lint(t, s+ 1) визначаються вiдповiдно такими формулами:
s∑
i=1

∫
R3×R3

dxs+1Lint(i, s+ 1)F1+s+1(t)
.
=

.
= σ2

s∑
i=1

∫
R3×S2+

dps+1dη 〈η,
(pi
m
− ps+1

m

)
〉×

×
(
F1+s+1(t, x, x1, . . . , qi, p

?
i , . . . , xs, qi − ση, p?s+1)−

− F1+s+1(t, x, x1, . . . , xs, qi + ση, ps+1)
)
, s ≥ 1,

∫
R3×R3

dxs+1Lint(t, s+ 1)F1+s+1(t)
.
=

.
= σ2

∫
R3×S20,+

dps+1dη 〈η,
( p
M
− ps+1

m

)
〉×

×
(
F1+s+1(t, q, p

∗, x1, . . . , xs, q − ση, p∗s+1)−
− F1+s+1(t, x, x1, . . . , xs, q + ση, ps+1)

)
, s ≥ 0,

(4)

де S2
+
.
= {η ∈ R3

∣∣ |η| = 1, 〈η, (pi − ps+1)〉 > 0} i S2
0,+

.
= {η ∈ R3

∣∣ |η| =
1, 〈η, (mp − Mps+1)〉 > 0}. Iмпульси p?i , p

?
s+1 i p∗, p∗s+1 визначаються

вiдповiдно такими виразами:

p?i
.
= pi − η 〈η, (pi − ps+1)〉 ,

p?s+1
.
= ps+1 + η 〈η, (pi − ps+1)〉 ;

p∗
.
= p− 2Mm

M +m
η 〈η,

( p
M
− ps+1

m

)
〉,

p∗s+1
.
= ps+1 +

2Mm

M +m
η 〈η,

( p
M
− ps+1

m

)
〉.

(5)
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Для t < 0 генератор iєрархiї рiвнянь ББГКI визначається вiдповiдним
оператором [10].

Надалi будемо розглядати початковi данi (2) для яких стани видi-
леної частинки i оточення є статистично незалежними, тобто в поча-
тковий момент часу для маргiнальних функцiй розподiлу виконується
така умова (умова хаосу [10])

F1+s(t)|t=0 = F 0
1+0(x)F

0
0+s(x1, . . . , xs)

s∏
i=1

X2(q, qi), s ≥ 0, (6)

де X2(q, qi) — функцiя Хевiсайда дозволених конфiгурацiй R6\W2 двох
пружних куль.

Для визначення розв’язку задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь ББГКI
(1), (6) наведемо необхiднi для цього поняття. Нехай L1

1+n ≡
L1(R3(1+n) × (R3(1+n) \W1+n)) — простiр функцiй f1+n визначених на
фазовому просторi 1 + n частинок, якi є симетричними вiдносно пе-
рестановки аргументiв x1, . . . , xn i не симетричними вiдносно пере-
становок аргументу x та аргументiв x1, . . . , xn, дорiвнюють нулю на
множинi заборонених конфiгурацiй W1+n, з такою нормою: ‖f1+n‖ =∫
dxdx1 . . . dxn|f1+n(x, x1, . . . , xn)|. Пiдпростору L1

1+n,0 ⊂ L1
1+n нале-

жать неперервно диференцiйованi функцiї з компактними носiями.
В просторi L1

1+n визначена така група сильно неперервних опера-
торiв:

S1+n(t, t, 1, . . . , n)f1+n(x, x1, . . . , xn)
.
= (7)

.
=


f1+n

(
X(t, x, x1, . . . , xn), X1(t, x, x1, . . . , xn), . . . , Xn(t, x, x1, . . . , xn)

)
,

(x, x1, . . . , xn) ∈ (R3(1+n) × (R3(1+n) \W1+n)) \M0
1+n,

0, (q, q1, . . . , qn) ∈W1+n,

де Xi(t) — фазова траєкторiя i-ї частинки оточення i X(t) — фазова
траєкторiя видiленої частинки [11]. Зауважимо, що фазовi траєкто-
рiї системи пружних куль визначено не для всiх початкових даних
(множинаM0

1+n [11]), а майже скрiзь на фазовому просторi (R3(1+n)×
(R3(1+n) \W1+n)). Генератор iзометричної групи еволюцiйних операто-
рiв (7) спiвпадає з оператором Лiувiлля (3).

Якщо F 0
1+0 ∈ L1(R3 × R3) i F 0

0+s ∈ L1(R3s × (R3s \Ws)), то непер-
турбативний розв’язок задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь ББГКI (1),
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(6) є послiдовнiстю функцiй розподiлу F1+s(t, x, x1, . . . , xs), s ≥ 0, якi
зображуються такими розвиненнями [16]:

F1+s(t, x, x1, . . . , xs) =

=
∞∑
n=0

1

n!

∫
(R3×R3)n

dxs+1 . . . dxs+nA1+n(−t, {t, Y }, X \ Y )F 0
1+0(x)×

× F 0
0+s+n(x1, . . . , xs+n)

s+n∏
i=1

X2(q, qi),

(8)

де еволюцiйний оператор A1+n(−t) — кумулянт (n+1)-го порядку груп
операторiв (7)

A1+n(−t, {t, Y }, X \ Y ) =

=
∑

P: ({t,Y }, X\Y )=
⋃
iXi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

S|θ(Xi)|(−t, θ(Xi)), (9)

i використано такi позначення: {t, Y } — множина, яка складається з
одного елемента (t, Y ), де Y ≡ (1, . . . , s), тобто |{t, Y }| = 1,

∑
P

—
сума за всiма можливими розбиттями P множини ({t, Y }, X \ Y ) ≡
({t, Y }, s+1, . . . , s+n) на |P| непорожнiх пiдмножинXi ∈ ({t, Y }, X\Y ),
якi взаємно не перетинаються, θ — вiдображення декластиризацiї, яке
визначається згiдно формули: θ({Y }, X \ Y ) = X.

Нехай F 0
1+0 ∈ L1(R3 × R3) i початковi функцiї розподiлу оточення

належить класу iнтегрованих функцiй таких, що supn≥0 α
−n‖F 0

0+n‖L1
n

< +∞, де α > 0 — параметр. Тодi за умови: α < e−1, ряд (8) збiгається
за нормою простору L0

1+s для довiльного t ∈ R1. Якщо F 0
1+0 ∈ L1

1,0 i
F 0
0+s+n ∈ L1

s+n,0, послiдовнiсть функцiй розподiлу (8) — сильний розв’я-
зок задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь ББГКI (1),(6) i для довiльних
початкових даних — це слабкий розв’язок [16].

Еволюцiйнi рiвняння (1) для одновимiрного газу Енскоґа дослiдже-
но в роботi [17].

Оскiльки при кiнетичному описi еволюцiї видiленої частинки її по-
чатковi стани характеризуються одночастинковою функцiєю розподi-
лу, задача Кошi для iєрархiї рiвнянь ББГКI не є цiлком визначеною
початковою задачею, тому що початковi данi для кожної невiдомої
1+ s-частинкової функцiї розподiлу (s ≥ 1) не є незалежними. Внаслi-
док цього природно виникає можливiсть переформулювати початкову
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задачу для iєрархiї рiвнянь ББГКI як нову задачу Кошi для кiнетично-
го рiвняння для одночастинкової функцiї розподiлу видiленої частин-
ки i послiдовностi явно визначених функцiоналiв вiд розв’язку такої
початкової задачi.

3 Основний результат: узагальнене кiнетичне
рiвняння Фоккера-Планка

Враховуючи те, що початковi данi (6) визначаються одночастинко-
вою функцiєю розподiлу видiленої частинки i послiдовнiстю функ-
цiй розподiлу оточення на дозволених конфiгурацiях, тодi стани, якi
визначаються послiдовнiстю F (t) = (1, F1+0(t, x), F1+1(t, x, x1), . . . ,

F1+s(t, x, x1, . . . , xs), . . .) маргiнальних функцiй розподiлу (8), можуть
бути представленi в термiнах послiдовностi F (t | F1(t)) = (1, F1+0(t, x),

F1+1(t, x, x1 | F1+0(t)), . . . , F1+s(t, x, x1, . . . , xs | F1+0(t)), . . .) маргiналь-
них функцiоналiв стану F1+s(t, x, x1, . . . , xs | F1+0(t)), s ≥ 1, якi явно
визначаються через розв’язок F1+0(t, x) кiнетичного рiвняння для видi-
леної частинки. Еволюцiйне рiвняння для функцiї розподiлу видiленої
частинки F1+0(t, x) в роботi названо узагальненим кiнетичним рiвнян-
ням Фоккера-Планка.

Якщо t ≥ 0, то функцiя розподiлу видiленої частинки F1+0(t, x)

є розв’язком задачi Кошi для узагальненого кiнетичного рiвняння
Фоккера-Планка

∂

∂t
F1+0(t, x) = −〈

p

M
,
∂

∂q
〉F1+0(t, x)+

+ σ2

∞∑
n=0

1

n!

∫
R3×S20,+

dp1dη

∫
(R3×R3)n

dx2 . . . dxn+1〈η,
( p
M
− p1
m

)
〉×

×
(
V1+n(t, {t∗, 1∗−}, 2, . . . , n+ 1)F1+0(t, q, p

∗)−
−V1+n(t, {t, 1+}, 2, . . . , n+ 1)F1+0(t, x)

)
,

(10)

F1+0(t, x)|t=0 = F 0
1+0(x). (11)

Твiрний еволюцiйнiйний оператор (1 + n)-го порядку iнтегралу зiтк-
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нень визначається таким виразом:

V1+n(t, {t], 1]∓}, 2, . . . , n+ 1)F1+0(t, q, p
])
.
=

.
= n!

n∑
k=0

(−1)k
n∑

m1=1

. . .

n−m1−...−mk−1∑
mk=1

1

(n−m1 − . . .−mk)!
×

× A1+n−m1−...−mk(t, {t], 1
]
∓}, 2, . . . , 1 + n−m1 − . . .−mk)×

× F 0
0+1+n−m1−...−mk(q ∓ ση, p

]
1, x2, . . . , x1+n−m1−...−mk)×

×
1+n−m1−...−mk∏

i1=2

X2(q, qi1)A1(t, t
])

k∏
j=1

( 1

mj!
×

× A1+mj(−t, t], 2 + n−mj − . . .−mk, . . . , 1 + n−
−mj+1 − . . .−mk)F

0
0+mj

(x2+n−mj−...−mk , . . . , x1+n−mj+1−...−mk)×

×
1+n−mj+1−...−mk∏
i2=2+n−mj−...−mk

X2(q, qi2)A1(t, t
])
)
F1+0(t, q, p

]),

(12)

де iндекси (t], 1]∓) у кумулянтах груп операторiв (7) означають, що ево-
люцiйнi оператори (7) з такими iндексами дiють на вiдповiднi фазовi
точки (q, p]) i (q ∓ ση, p]1).

Для t < 0 узагальнене кiнетичне рiвняння Фоккера-Планка має
такий вигляд:

∂

∂t
F1+0(t, x) = −〈

p

M
,
∂

∂q
〉F1+0(t, x)+

+ σ2

∞∑
n=0

1

n!

∫
R3×S20,+

dp1dη

∫
(R3×R3)n

dx2 . . . dxn+1〈η,
( p
M
− p1
m

)
〉×

×
(
V1+n(t, {t, 1−}, 2, . . . , n+ 1)F1+0(t, x)−

−V1+n(t, {t∗, 1∗+}, 2, . . . , n+ 1)F1+0(t, q, p
∗)
)
,

(13)

де твiрнi еволюцiйнi оператори V1+n(t), n ≥ 0, визначаються форму-
лою (12).

Маргiнальнi функцiонали стану F1+s(t, x, x1, . . . , xs|F1+0(t)) з послi-
довностi F (t | F1(t)) зображуються такими розкладами:

F1+s

(
t, x, x1, . . . , xs | F1(t)

) .
=

.
=

∞∑
n=0

1

n!

∫
(R3×R3)n

dxs+1 . . . dxs+nV1+n(t, {t, Y }, X \ Y )F1+0(t, x),
(14)
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де твiрнi еволюцiйнi оператори V1+n(t), n ≥ 0, визначаються аналогi-
чно до формули (12) i будуть побудованi в наступному роздiлi.

Зауважимо, що в термiнах маргiнальних функцiоналiв стану (14)
iнтеграл зiткнень узагальненого кiнетичного рiвняння Фоккера-План-
ка зображується у такому виглядi:

IGFPE = σ2

∫
R3×S20,+

dp1dη 〈η,
( p
M
− p1
m

)
〉 × (15)

×
(
F1+1(t, q, p

∗, q − ση, p∗1 | F1+0(t))− F1+1(t, x, q + ση, p1 | F1+0(t))
)
.

Таким чином, в наступних роздiлах буде доведено еквiвалентнiсть
опису еволюцiї станiв за допомогою задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь
ББГКI (1),(6) i задачею Кошi для узагальненого кiнетичного рiвняння
Фоккера-Планка (10),(11) та послiдовнiстю маргiнальних функцiона-
лiв стану (14).

4 Кiнетичнi кластернi розклади кумулянтiв груп
операторiв

Сформулюємо перетворення для кумулянтiв (9) груп операторiв (7)
пружних куль, якi дозволяли б виразити розклади маргiнальних фун-
кцiй розподiлу (8) при s ≥ 1 в термiнах розкладу для одночастинкової
функцiї розподiлу видiленої частинки.

Визначимо розклади для кумулянтiв (9) груп операторiв (7) i по-
чаткових функцiй розподiлу оточення (кiнетичнi кластернi розклади)
у такому виглядi:

A1+n(−t, {t, Y }, X \ Y )F 0
0+s+n(x1, . . . , xs+n)

s+n∏
i=1

X2(q, qi)F
0
1+0(x) =

=
n∑
k=0

n!

(n− k)!k!
V1+n−k(t, {t, Y }, s+ 1, . . . , s+ n− k)×

× A1+k(−t, t, s+ n− k + 1, . . . , s+ n)F 0
0+k(xs+n−k+1, . . . , xs+n)×

×
s+n∏

i=s+n−k+1

X2(q, qi)F
0
1+0(x), n ≥ 0,

(16)
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де X2(q, qi) — функцiя Хевiсайда дозволених конфiгурацiй R6\W2 двох
пружних куль. Вiдзначимо, що кластернi розклади (16) дозволяють
врахувати в кiнетичному рiвняннi початковi кореляцiї, якi властивi
початковим станам (6) системи пружних куль.

Зауважимо, що структура кiнетичних кластерних розкладiв (16)
може бути обґрунтована аналогiчно кластерним розкладам, якi ви-
користанi для виведення узагальненого рiвняння Енскоґа [18], i є на-
слiдком еквiвалентностi методiв опису станiв в термiнах розв’язку iє-
рархiї рiвнянь ББГКI (1), тобто послiдовностi F (t) = (1, F1+0(t, x),

F1+1(t, x, x1), . . . , F1+s(t, x, x1, . . . , xs), . . .), та в термiнах послiдовностi
F (t | F1+0(t)) = (1, F1+0(t, x), F1+1(t, x, x1 | F1+0(t)), . . . , F1+s(t, x, x1, . . . ,

. . .xs | F1+0(t)), . . .), де F1+0(t) визначається розкладом (8) у випадку
s = 0 , та функцiоналiв F1+s(t, x, x1, . . . , xs | F1+0(t)), s ≥ 1, — маргi-
нальних функцiоналiв стану (14).

Наведемо приклади сформульованих кiнетичних кластерних роз-
кладiв (16)

A1(−t, {t, Y })F 0
0+s(x1, . . . , xs)

s∏
i=1

X2(q, qi)F
0
1+0(x) =

= V1(t, {t, Y })A1(−t, t)F 0
1+0(x),

A2(−t, {t, Y }, s+ 1)F 0
0+s+1(x1, . . . , xs+1)

s+1∏
i=1

X2(q, qi)F
0
1+0(x) =

= V2(t, {t, Y }, s+ 1)A1(−t, t)F 0
1+0(x)+

+V1(t, {t, Y })A2(−t, t, s+ 1)F 0
0+1(xs+1)X2(q, qs+1)F

0
1+0(x).

Розв’язки наведених рекурентних спiввiдношень визначаються такими
розкладами:

V1(t, {t, Y }) = A1(−t, {t, Y })F 0
0+s(x1, . . . , xs)

s∏
i=1

X2(q, qi)A1(t, t),

V2(t, {t, Y }, s+ 1) =

= A2(−t, {t, Y }, s+ 1)F 0
0+s+1(x1, . . . , xs+1)

s+1∏
i=1

X2(q, qi)A1(t, t)−

− A1(−t, {t, Y })F 0
0+s(x1, . . . , xs)

s∏
i=1

X2(q, qi)A1(t, t)A2(−t, t, s+ 1)×
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× F 0
0+1(xs+1)X2(q, qs+1)A1(t, t).

В загальному випадку розв’язок рекурентних спiввiдношень (16),
тобто еволюцiйний оператор (1 + n)-го порядку V1+n(t), n ≥ 0, зобра-
жується таким розкладом (s ≥ 1, n ≥ 0):

V1+n(t, {t, Y }, X \ Y )
.
=

.
= n!

n∑
k=0

(−1)k
n∑

m1=1

. . .

n−m1−...−mk−1∑
mk=1

1

(n−m1 − . . .−mk)!
×

× A1+n−m1−...−mk(−t, {t, Y }, s+ 1, . . . , s+ n−m1 − . . .−mk)×
× F 0

0+s+n−m1−...−mk(x1, . . . , xs+n−m1−...−mk)×

×
s+n−m1−...−mk∏

i1=1

X2(q, qi1)A1(t, t)
k∏
j=1

( 1

mj!
A1+mj(−t, t, s+ 1 + n−

−mj − . . .−mk, . . . , s+ n−mj+1 − . . .−mk)×
× F 0

0+mj
(xs+1+n−mj−...−mk , . . . , xs+n−mj+1−...−mk)×

×
s+n−mj+1−...−mk∏

i2=s+1+n−mj−...−mk

X2(q, qi2)A1(t, t)
)
.

(17)

Це твердження доводиться за iндукцiєю [18].
Таким чином, твiрнi еволюцiйнi оператори (17) маргiнальних фун-

кцiоналiв стану (14) i, отже, коефiцiєнти узагальненого кiнетичного
рiвняння Фоккера-Планка (10) визначаються початковими кореляцiя-
ми, пов’язаними зi забороненими конфiгурацiями пружних куль, i по-
чатковим станом частинок оточення, функцiї розподiлу якого грають
роль своєрiдних кореляцiй.

5 Виведення кiнетичного рiвняння Фоккера-Планка

В цьому роздiлi за допомогою кiнетичних кластерних розкладiв (16)
кумулянтiв груп операторiв систем скiнченої кiлькостi частинок побу-
дуємо узагальнене кiнетичне рiвняння Фоккера-Планка (10) для видi-
леної пружної кулi, яка взаємодiє з випадковою (нефiксованою) кiль-
кiстю пружних куль оточення.

Оскiльки функцiя розподiлу видiленої частинки для початкового
стану (6) визначається незалежною початковою функцiєю розподiлу



34 I. Гап’як, В. Герасименко

видiленої частинки, встановимо еволюцiйне рiвняння, якому задоволь-
няє така функцiя, тобто побудуємо еволюцiйне рiвняння для функцiї
розподiлу, яка представляється розкладом (8) у випадку s = 0,

F1+0(t, x) =
∞∑
n=0

1

n!

∫
(R3×R3)n

dx1 . . . dxnA1+n(−t, t, 1, . . . , n)×

× F 0
1+0(x)F

0
0+n(x1, . . . , xn)

n∏
i=1

X (q, qi),
(18)

де використано позначення з формули (9).
Оскiльки для кумулянтiв (9) груп операторiв (7) в сенсi збiжностi

за нормою простору iнтегрованих функцiй L1(R3 × R3) справедливi
такi рiвностi [16],[19]:

lim
t→0

1

t
A1(−t, t)f1+0(x) = L1+0f1+0(x),

lim
t→0

1

t

∫
R3×R3

dx1 A2(−t, t, 1)f1+1(x, x1) =

∫
R3×R3

dx2Lint(t, 1)f1+1(x, x1),

lim
t→0

1

t

∫
R3n×R3n

dx1 . . . dxnA1+n(−t, t, 1, . . . , n)f1+n(x, x1, . . . , xn) = 0,

n ≥ 2,

де f1+k ∈ L1
1+k,0, k = (0, 1, n) i оператори L1+0 i Lint(t, 1) визначаю-

ться вiдповiдними формулами (3), тодi в результатi диференцiюван-
ня за змiнною часу виразу (18) в сенсi поточкової збiжностi простору
L1(R3 × R3) отримуємо

∂

∂t
F1+0(t, x) = −〈

p

M
,
∂

∂q
〉F1+0(t, x)+

+

∫
R3×R3

dx1Lint(t, 1)
∞∑
n=0

1

n!

∫
(R3×R3)n

dx2 . . . dxn+1A1+n(−t, {t, 1},

2, . . . , n+ 1)F 0
1+0(x)F

0
0+n+1(x1, . . . , xn+1)

n+1∏
i=1

X2(q, qi).

(19)

Представимо другий член у правiй частинi цiєї рiвностi в термiнах
функцiї розподiлу видiленої частинки (18). Для цього розкладемо ку-
мулянт (9) груп операторiв (7) та початковi функцiї розподiлу оточе-
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ння в кластерний розклад (16) у випадку s = 1. В результатi пересу-
мування отриманого виразу за iндексами n i k справедлива рiвнiсть

∞∑
n=0

1

n!

∫
(R3×R3)n

dx2 . . . dxn+1 A1+n(−t, {t, 1}, 2, . . . , n+ 1)×

× F 0
1+0(x)F

0
0+n+1(x1, . . . , xn+1)

n+1∏
i=1

X2(q, qi) =

=
∞∑
n=0

1

n!

∞∑
k=0

1

k!

∫
(R3×R3)n+k

dx2 . . . dxn+1+kV1+n(t, {t, 1},

2, . . . , n+ 1)A1+k(−t, t, n+ 2, . . . , 1 + n+ k)F 0
1+0(x)×

× F 0
0+k(x2+n, . . . , x1+n+k)

1+n+k∏
i=2+n

X2(q, qi).

(20)

Остаточно внаслiдок рiвностей (19) i (20) та згiдно означення (3)
оператора Lint(t, 1) справедлива така рiвнiсть:

∂

∂t
F1+0(t, x) = −〈

p

M
,
∂

∂q
〉F1+0(t, x)+

+ σ2

∞∑
n=0

1

n!

∫
R3×S20,+

dp1dη

∫
(R3×R3)n

dx2 . . . dxn+1〈η,
( p
M
− p1
m

)
〉×

×
(
V1+n(t, {t∗, 1∗−}, 2, . . . , n+ 1)F1+0(t, q, p

∗)−
−V1+n(t, {t, 1+}, 2, . . . , n+ 1)F1+0(t, x)

)
,

де еволюцiйний оператор V1+n(t) визначається згiдно формули (12).
Ряд в правiй частинi цiєї рiвностi збiгається за нормою простору
L1(R3 × R3) за умови: α < e−4, де supn≥0 α

−n‖F 0
0+n‖L1

n
< +∞ (умова

на коефiцiєнти iнтегралу зiткнень). В наступному роздiлi такий факт
буде доведено в загальному випадку.

Отриману рiвнiсть будемо трактувати як еволюцiйне рiвняння для
функцiї розподiлу видiленої частинки i будемо називати узагальненим
кiнетичним рiвнянням Фоккера-Планка.

Розглянемо структуру узагальненого фоккер-планкiвського iнте-
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гралу зiткнень (15), а саме, перший член його розкладу

I(0)GFPE = σ2

∫
R3×S20,+

dp1dη〈η,
( p
M
− p1
m

)
〉
(
V1(t, {t∗, 1∗−})F1+0(t, q, p

∗)−

−V1(t, {t, 1+})F1+0(t, x)
)
.

Оскiльки для групи операторiв S2(−t, t, 1) справедливе рiвняння Дю-
амеля [19]

S2(−t, t, 1)f2(x, x1) = S1(−t, t)S1(−t, 1)f2(x, x1)+

+

∫ t

0

dτS1(−t+ τ, t)S1(−t+ τ, 1)Lint(t, 1)S2(−τ, t, 1)f2(x, x1),

де оператор Lint(t, 1) визначається формулою (4) на f2 ∈ L1
1+1,0, тодi

вираз I(0)GFPE зображується в такiй формi:

I(0)GFPE = σ2

∫
R3×S20,+

dp1dη〈η,
( p
M
− p1
m

)
〉×

×
(
S1(−t, 1∗−)F 0

0+1(q − ση, p∗1)F1+0(t, q, p
∗)−

− S1(−t, 1+)F 0
0+1(q + ση, p1)F1+0(t, x)+

+

∫ t

0

dτ
(
S1(−t+ τ, t∗)S1(−t+ τ, 1∗−)×

× Lint(t
∗, 1∗−)S2(−τ, t∗, 1∗−)F 0

0+1(q − ση, p∗1)S1(t, t
∗)F1+0(t, q, p

∗)−
− S1(−t+ τ, t)S1(−t+ τ, 1+)Lint(t, 1+)S2(−τ, t, 1+)×

× F 0
0+1(q + ση, p1)S1(t, t)F1+0(t, x)

))
.

Таким чином, перший член розкладу iнтегралу зiткнень I(0)GFPE уза-
гальненого кiнетичного рiвняння Фоккера-Планка формально спiвпа-
дає з iнтегралом зiткнень кiнетичного рiвняння Фоккера-Планка, по-
будованого в роботi Боголюбова [1] методами теорiї збурень.

Зауважимо, що в маркiвськiй апроксимацiї узагальнений фоккер-
планкiвський iнтеграл зiткнень в просторово однорiдному випадку має
бiльш загальну структуру нiж канонiчний iнтеграл зiткнень рiвняння
Фоккера-Планка [4].

Нехай F 0
1+0 ∈ L1(R3 × R3) i початковi функцiї розподiлу оточення

належить класу iнтегрованих функцiй таких, що supn≥0 α
−n‖F 0

0+n‖L1
n
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< +∞, де α > 0 — параметр (iнтерпретується як густина системи
[16]). Тодi для розв’язку задачi Кошi для узагальненого кiнетичного
рiвняння Фоккера-Планка (10),(11) в просторi L1(R3×R3) справедливе
таке твердження.

Теорема 1. Якщо α < e−4, то для t ∈ R розв’язок задачi Кошi для
узагальненого рiвняння Фоккера-Планка (10), (11)

(
(13), (11)

)
визнача-

ється таким розвиненням:

F1+0(t, x) =
∞∑
n=0

1

n!

∫
(R3×R3)n

dx1 . . . dxnA1+n(−t)F 0
1+0(x)×

× F 0
0+n(x1, . . . , xn)

n∏
i=1

X2(q, qi),

(21)

де оператори A1+n(−t), n ≥ 0, — кумулянти (9) груп операторiв (7).
Для початкових даних F 0

1+0 ∈ L1
0(R3 × R3) i F 0

0+n ∈ L1
0(R3n × R3n)

формулою (21) визначається сильний (класичний) розв’язок, а для до-
вiльних початкових даних F 0

1+0 ∈ L1(R3 × R3) i F 0
0+n ∈ L1(R3n × R3n)

— це слабкий (узагальнений) розв’язок.

Iдея доведення цiєї теореми аналогiчна доведенню теореми про
iснування розв’язку у випадку узагальненого кiнетичного рiвняння Ен-
скоґа [18],[20].

6 Маргiнальнi функцiонали стану

Послiдовнiсть маргiнальних функцiй розподiлу (8) у випадку s ≥ 1

представимо за допомогою кiнетичних кластерних розкладiв (16) у
формi функцiоналу вiдносно функцiї розподiлу видiленої частинки
(21).

Дiйсно, використовуючи розклади (16) кумулянтiв (9) iз виразiв (8)
у випадку s ≥ 1, в результатi пересумування за iндексами сумування
n i k справедлива така рiвнiсть:

F1+s(t, x, x1, . . . , xs) =

=
∞∑
n=0

1

n!

∫
(R3×R3)n

dxs+1 . . . dxs+nA1+n(−t, {t, Y }, X \ Y )F 0
1+0(x)×
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× F 0
0+s+n(x1, . . . , xs+n)

s+n∏
i=1

X2(q, qi) =

=
∞∑
n=0

1

n!

∫
(R3×R3)n

dxs+1 . . . dxs+nV1+n(t, {t, Y }, X \ Y )×

×
∞∑
k=0

1

k!

∫
(R3×R3)k

dxs+n+1 . . . dxs+n+kA1+n(−t, t,

s+ n+ 1, . . . , s+ n+ k)F 0
1+0(x)F

0
0+k(xs+n+1, . . . , xs+n+k)

s+n+k∏
i=s+n+1

X2(q, qi).

Враховуючи в отриманому виразi означення (18) функцiї розподiлу
F1+0(t, x), остаточно встановлюємо рiвностi

F1+s(t, x, x1, . . . , xs) =

=
∞∑
n=0

1

n!

∫
(R3×R3)n

dxs+1 . . . dxs+nV1+n(t, {t, Y }, X \ Y )F1+0(t, x) =

= F1+s(t, x, x1, . . . , xs|F1+0(t)), s ≥ 1,

де (1 + n)-го порядку твiрний еволюцiйний оператор V1+n(t) визнача-
ється згiдно формули (17) як розв’язок кластерних розкладiв (16).

Таким чином, вище фактично доведено, що за умов, при яких iсну-
ють функцiонали (14), маргiнальнi функцiї розподiлу (8) у випадку
s ≥ 1 i маргiнальнi функцiонали стану (14) еквiвалентнi тодi i тiль-
ки тодi, якщо твiрнi еволюцiйнi оператори V1+n(t, {Y }, X \ Y ), n ≥ 0,
задовольняють кiнетичним кластерним розкладам (16).

Зауважимо, що за допомогою маргiнальних функцiоналiв стану
(14) визначаються середнi значення (математичнi сподiвання) спосте-
режуваних. Наприклад, середнє значення (1 + s)-арної маргiнальної
спостережуваної B(1+s) = (0, . . . , 0, b1+s(x, x1, . . . , x1+s), 0, . . .) визнача-
ється за формулою [10]

〈B(1+s)〉(t) = 1

(1 + s)!

∫
(R3×R3)1+s

dxdx1 . . . dxsb1+s(x, x1, . . . , xs)×

× F1+s(t, x, x1, . . . , xs | F1+0(t)),

де функцiя розподiлу F1+0(t, x) — розв’язок задачi Кошi для узагаль-
неного кiнетичного рiвняння Фоккера-Планка (10),(11)

(
(13),(11)

)
.



Узагальнене рiвняння Фоккера-Планка 39

Пiдкреслимо, що побудованi функцiонали вiд розв’язку узагальне-
ного кiнетичне рiвняння Фоккера-Планка фактично описують усi мо-
жливi кореляцiї, якi виникають в процесi кiнетичної еволюцiї видiленої
пружної кулi в оточеннi нескiнченної кiлькостi пружних куль.

Встановимо умову збiжностi рядiв (14) для маргiнальних функцiо-
налiв стану. Нехай F 0

1+0 ∈ L1(R3 × R3) i початковi функцiї розподi-
лу оточення належить класу iнтегрованих функцiй таких, що c ≡
supn≥0 α

−n‖F 0
0+n‖L1

n
< +∞, де α > 0 — параметр, який iнтерпретує-

ться як густина системи [16].
Оскiльки для кумулянтiв (9) груп операторiв (7) системи пружних

куль має мiсце оцiнка [16]

∫
dxdx1 . . . dxs+n

∣∣(A1+n(−t, {t, Y }, X \ Y )f1+s+n)(x, x1, . . . , xs+n)
∣∣ ≤

≤ n!en+2
∥∥f1+s+n∥∥L1

1+s+n
,

тодi для (1+n)-го порядку твiрного еволюцiйного оператора (17) спра-
ведлива така нерiвнiсть:

∫
(R3×R3)1+s+n

dxdx1 . . . dxs+n
∣∣V1+n(t, {t, Y }, X \ Y )F1+0(t, x)

∣∣ ≤
≤ n!c2αs

∥∥F1+0(t)
∥∥
L1
1

n∑
k=0

n∑
m1=1

. . .

n−m1−...−mk−1∑
mk=1

en−m1−...−mk+2×

× αn−m1−...−mk
k∏
j=1

emj+2αmj =

= n!c2αs
∥∥F1+0(t)

∥∥
L1
1
en+2αn

n∑
k=0

e2k
n∑

m1=1

. . .

n−m1−...−mk−1∑
mk=1

1.

Внаслiдок останньої нерiвностi i справедливостi оцiнки

n∑
m1=1

. . .

n−m1−...−mk−1∑
mk=1

1 =
(n− k + 1) . . . (n− 1)n

k!
≤ nk

k!
≤ en,
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для маргiнального функцiоналу стану (14) справедлива така оцiнка:

∥∥F1+s

(
t | F1+0(t)

)∥∥
L1
1+s
≤
∥∥F1+0(t)

∥∥
L1
1
c2e2αs

∞∑
n=0

e2nαn
n∑
k=0

e2k =

=
∥∥F1+0(t)

∥∥
L1
1
c2e2αs

∞∑
n=0

e2nαn
1− e2(n+1)

1− e2
≤
∥∥F1+0(t)

∥∥
L1
1
c2e3αs

∞∑
n=0

(e4α)n.

В результатi ряд (14) збiгається за нормою простору L1(R3(s+1)×
R3(s+1)), якщо α < e−4.

Таким чином, в цьому i попередньому роздiлах доведено основний
результат роботи, а саме, якщо початковий стан визначається послi-
довнiстю функцiй розподiлу (6), тодi задача Кошi для iєрархiї рiвнянь
ББГКI видiленої частинки та оточення, якi взаємодiють як пружнi
кулi, в просторi iнтегрованих функцiй еквiвалентна задачi Кошi для
узагальненого рiвняння Фоккера-Планка i послiдовностi явно визначе-
них маргiнальних функцiоналiв стану.

7 Висновки

Для системи пружних куль, яка складається з видiленої частинки i
оточення, доведено еквiвалентнiсть опису еволюцiї станiв за допомо-
гою задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь ББГКI (1),(6) i задачею Кошi для
узагальненого кiнетичного рiвняння Фоккера-Планка (10) та послiдов-
нiстю явно визначених маргiнальних функцiоналiв (14) вiд розв’язку
такого кiнетичного рiвняння. Таким чином, встановлено, що на уза-
гальненому кiнетичному рiвняннi Фоккера-Планка (10) ґрунтується
альтернативний пiдхiд до опису еволюцiї станiв видiленої частинки
в оточеннi системи багатьох частинок.

Маргiнальнi функцiонали стану (14) описують усi можливi кореля-
цiї, якi виникають в процесi еволюцiї видiленої частинки, взаємодiючої
з нескiнченною кiлькiстю частинок (пружних куль).

Зауважимо, що стани частинок з оточення, якi характеризуються
iнтегрованими функцiями, описують системи скiнченої середньої кiль-
костi частинок. Для опису еволюцiї станiв видiленої частинки в ото-
ченнi системи нескiнченної кiлькостi частинок розв’язок (21) узагаль-
неного кiнетичного рiвняння Фоккера-Планка (10) має бути обґрун-
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тований для початкових даних частинок оточення, якi належать до
бiльш загальних банахових просторiв, наприклад, простору обмеже-
них функцiй, якому належать рiвноважнi стани [10]. В цьому випадку
кожний член розкладу для розв’язку (21) i для маргiнальних функцiо-
налiв стану (14) мiстить розбiжнi iнтеграли [10]. Встановлена кумулян-
тна (9) структура розв’язку узагальненого рiвняння Фоккера-Планка i
твiрних еволюцiйних операторiв (17) маргiнальних функцiоналiв ста-
ну дозволяють в цьому випадку регуляризувати вiдповiднi розбiжнi
вирази.

Розвинутий пiдхiд може бути застосований до проблеми виведення
кiнетичних рiвнянь немаркiвського типу з динамiки систем багатьох
частинок, якi дозволяють описати ефекти пам’ятi дифузiйного руху
макроскопiчних частинок в рiдинах або в плазмових системах.
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The generalized Fokker-Planck kinetic equation for the trace parti-

cle, interacting with infinite particle surroundings as hard spheres, is con-

structed. Using the method of kinetic cluster expansions of the cumulants

of groups of the operators of finitely many hard spheres, we establish an

equivalence of the description of the evolution of states by the generalized

Fokker-Planck kinetic equation and constructed marginal functionals of its

solution and by the Cauchy problem of the BBGKY hierarchy.




