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Дослiджено гiльбертiв простiр аналiтичних функцiй, визначених в
областi `1. Описано мультиплiкативнi функцiонали у цьому просто-
рi та деякi оператори композицiї. Знайдено вiдтворююче ядро цього
простору.

1 Мультиплiкативнi функцiонали на гiльбертових
просторах симетричних аналiтичних функцiй

Нехай σ — деяке бiєктивне вiдображення множини натуральних чи-
сел у себе. Для довiльного x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ `1 визначимо
σ(x) = (xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n), . . .). Нагадаємо, що функцiя f на `1 на-
зивається симетричною, якщо f(σ(x)) = f(x) для кожного x ∈ `1 i бiє-
ктивного вiдображення σ на множинi натуральних чисел. Розглянемо
простiр симетричних полiномiв на `1, який позначимо Ps(`1). Алгебри
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симетричних полiномiв та аналiтичних функцiй дослiджувались бага-
тьма авторами (див. [1, 2, 3] та бiблiографiю у цих роботах). Вiдомо,
що полiноми

Pk(x) =
∞∑
i=1

xki

утворюють алгебраїчний базис в Ps(`1). Також вiдомо, що полiноми
вигляду Pλ = Pλ1Pλ2 · · ·Pλm утворюють лiнiйний базис в Ps(`1), де
Pλk(x) =

∑∞
i=1 x

λk
i , λ = (λ1, λ2, . . . , λm) — деяке розбиття натурального

числа n, тобто λ1+λ2+ · · ·+λm = n. Якщо ввести на Ps(`1) скалярний
добуток 〈Pλ, Pµ〉 = bλµδλµ, де δλµ — символ Кронекера, bλλ = bλ > 0, то
даний скалярний добуток породжує норму ‖Pλ‖ =

√
〈Pλ, Pλ〉 =

√
bλ.

Поповнення простору Ps(`1) вiдносно даної норми для випадку bλ = 1

будемо позначати Hs(`1).

У роботi [4] розглядаються гiльбертовi простори, породженi симе-
тричними полiномами на `1 i встановлюються умови, при яких еле-
менти цих просторiв будуть аналiтичними функцiями у деякiй областi
Ω ∈ `1.

Означення 1. Лiнiйний функцiонал ϕ : Hs → C називають мульти-
плiкативним, якщо ϕ(PQ) = ϕ(P )ϕ(Q) для всiх полiномiв P,Q ∈ Hs.

Оскiльки ортонормований базис простору Hs утворюють скiнченнi
добутки полiномiв Pk, то кожен мультиплiкативний функцiонал ϕ на
Hs повнiстю визначається своїми значеннями на Pk, k = 1, 2, . . . .

Навпаки, поклавши ϕ(Pk) = ak для деякої послiдовностi чисел ak,
ми можемо однозначно продовжити за лiнiйнiстю i мультиплiкативнi-
стю ϕ до лiнiйного мультиплiкативного функцiонала на щiльний пiд-
простiр Ps(`1) ⊂ Hs. Якщо при цьому функцiонал ϕ буде обмеженим,
а отже, неперервним, то його можна продовжити за неперервнiстю на
Hs. Таким чином, задача опису множини M(Hs) лiнiйних мультиплi-
кативних функцiоналiв на Hs зводиться до опису множини послiдов-
ностей ak, для яких функцiонал ϕ(Pk) = ak буде обмеженим на Ps(`1).

Лема 1. Лiнiйний мультиплiкативний функцiонал ϕ на Ps(`1) буде
обмеженим тодi i тiльки тодi, коли для послiдовностi значень ak =
ϕ(Pk) множина {aλ = aλ1 · · · aλn | |λ| = λ1 + · · ·+ λn ∈ N} є абсолютно
сумовною в квадратi.
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Доведення. Нехай f — довiльний елемент з Hs. За означенням про-
стору Hs, f можна подати у виглядi

f =
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλPλ, де ‖f‖2 =
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

|cλ|2 <∞.

Припустимо, що ϕ ∈M(Hs). Тодi ϕ(f) =
∑∞

n=0

∑
|λ|=n cλϕ(Pλ) <∞.

З довiльностi f випливає, що
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

|ϕ(Pλ)|2 =
∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|ϕ(Pλ1 · · ·Pλn)|
2 =

=
∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|aλ1 · · · aλn|
2 <∞.

Навпаки, якщо
∑∞

n=0

∑
λ1+···+λn=n |aλ1 · · · aλn|

2 < ∞, то функцiонал
ϕ(f) =

∑∞
n=0

∑
λ1+···+λn=n cλϕ(Pλ) визначений для кожної f ∈ Hs i

‖ϕ‖2 =
∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|aλ1 · · · aλn|
2.

Позначимо D2 = {a ∈ `2 | |ak| < 1}. Легко бачити, що D2 — вiдкрита
необмежена множина, яку називають полiдиском в `2.

Теорема 1. Лiнiйний мультиплiкативний функцiонал ϕ на Ps(`1) бу-
де неперервним тодi i тiльки тодi, коли послiдовнiсть a = {ak =

ϕ(Pk)} належить D2.

Доведення. З комбiнаторики вiдомо, що для |ak| < 1 формальний

ряд
∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|aλ1 · · · aλn|
2 можна подати у виглядi формального до-

бутку
∞∏
k=1

1
1−|ak|2

. Цей добуток збiгається, якщо a = {ak} ∈ `2, оскiльки

∞∑
k=1

∣∣− log
1

1− |ak|2
∣∣ ≤ ∞∑

k=1

|ak|2 = c‖a‖2

для деякої константи c. Таким чином, якщо a ∈ `2, то за лемою 1

‖ϕ‖2 =
∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|aλ1 · · · aλn|
2 =

∞∏
k=1

1

1− |ak|2
≤ ec‖a‖

2
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i, отже, ϕ — обмежений функцiонал.
Навпаки, якщо ϕ — обмежений функцiонал, то∑

|ak|2 ≤
∞∑
n=0

∑
λ1+···+λn=n

|aλ1 · · · aλn|
2 = ‖ϕ‖2.

Тому a ∈ `2.
Припустимо, що для деякого k, |ak| ≥ 1. Розглянемо елемент f ∈ Hs

вигляду f =
∑∞

m=1
1
m
Pm
k . Очевидно, що ‖f‖2 = |

∑∞
m=1

1
m2 | < ∞. Тодi

ϕ(f) =
∑∞

m=1

amk
m

= ∞, тобто в цьому випадку ϕ не визначений на Hs.

Отже, |ak| < 1 для кожного k, тобто a ∈ D2.

Зауважимо, що у статтi [4] показано, що функцiонал значення в
точцi Rx(f) = f(x), f ∈ Hs, буде неперервним мультиплiкативним
функцiоналом тодi i тiльки тодi, коли x ∈ Ω = {x ∈ `1 | |Pk(x)| < 1, k ∈
N}. Таким чином, якщо ϕ = Rx для деякого x ∈ `1 i |ak| = |ϕ(Pk)| =
|Pk(x)| < 1, то a = {ak} автоматично належить множинi D2 ⊂ `2.

Покажемо, що iснують елементи з M(Hs), якi не є функцiоналами
значення в точцi.

Приклад 1. Розглянемо скiнченну послiдовнiсть {a1, . . . , am||ai| < 1},
для якої не всi ai = 0. За теоремою 1, для будь-якої такої послiдовно-
стi iснує такий функцiонал ϕ ∈ M(Hs), що ϕ(Pk) = ak, 1 ≤ k ≤ m i
ϕ(Pk) = 0, k > m. З роботи [1] вiдомо, що не iснує елемента x ∈ `1,
для якого ϕ(Pk) = Rx(Pk) для всiх k.

Приклад 2. Нехай z = {zn, |zn| < 1,∀n ∈ N} — деяка обмежена
послiдовнiсть така, що для деякого m ∈ N

∑∞
n=1 |zn|m+1 < ∞ i ряд∑∞

n=1 z
k
n збiгається умовно (але не абсолютно) для всiх k ≤ m. Тодi

Pk(z) :=
∑∞

n=1 z
k
n є визначенi для всiх k ∈ N i {ak} = {Pk(z)} ∈ `2.

За теоремою 1 iснує функцiонал ϕ ∈ M(Hs) такий, що ϕ(Pk) =

Pk(z). Але z /∈ `1, тому ϕ не є функцiоналом значення в точцi.

2 Оператори композицiї на Hs

Розглянемо на просторi `1 таке вiдношення еквiвалентностi: x ∼ y,

якщо Pk(x) = Pk(y),∀k ∈ N. Позначимо `1/∼ множину класiв еквiва-
лентностi i [x] — клас, який мiстить елемент x. Вiдомо (див. [2]), що
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`1/∼ не є лiнiйним простором. Проте легко бачити, що якщо [x] = [y],

то ‖x‖ = ‖y‖. Тому ми будемо писати ‖[x]‖ = ‖x‖.
Позначимо B̃1 = {[x] ∈ `1/∼ : ‖x‖ < 1}. Зауважимо, що B̃1 можна

розглядати як пiдмножину у M(Hs).

Пiд оператором композицiї CF будемо розумiти неперервний опе-
ратор CF : Hs → Hs, для якого iснує вiдображення F : B̃1 → M(Hs)

таке, що CF (f) = f̂ ◦ F, де f̂(ϕ) = ϕ(f), ∀ϕ ∈M(Hs).

Нехай h(t) — деяка функцiя однiєї комплексної змiнної, аналiти-
чна у вiдкритому крузi |t| < 1 i має абсолютно збiжний ряд Тейлора.
Розглянемо вiдображення Fh : B̃1 → `1/∼, визначене таким чином:

Fh([x]) = [(h(x1), h(x2), . . . , h(xn), . . .)], x ∈ B̃1.

Очевидно, що значення Fh не залежить вiд вибору представника x ∈
[x]. Покажемо, що Fh([x]) ∈ `1/∼ для кожного x ∈ `1, ‖x‖ < 1. Справдi,
нехай h(t) =

∑∞
k=0 hkt

k — розклад функцiї h у ряд Тейлора. Тодi

‖Fh([x])‖ =
∞∑
n=0

|h(xn)| ≤
∞∑
n=0

∞∑
k=0

|hk||xn|k =

=
∞∑
k=0

|hk|
∞∑
n=0

|xn|k ≤
∞∑
k=0

|hk| <∞.

Позначимо W алгебру всiх аналiтичних в крузi функцiй однiєї змiн-
ної з абсолютно збiжним рядом Тейлора. Вiдомо, що W — банахова
алгебра вiдносно норми ‖h‖ =

∑∞
k=0 |hk|.

Теорема 2. Для кожної функцiї h ∈ W такої, що ‖h‖ = r < 1 i h(0) =
0 оператор композицiї CFh : f → f ◦ Fh є неперервним оператором з
Hs в Hs.

Доведення. Зауважимо, що

CFh(Pm)(x) = Pm(Fh(x)) =
∞∑
n=1

hm(xn) =
∞∑
n=1

( ∞∑
k=1

hkx
k
n

)m
=

=
∞∑
n=1

∞∑
k1,...,km=1

hk1 · · ·hkmxk1+···+km
n =

∞∑
k1,...,km=1

hk1 · · ·hkmPk1+···+km(x).

Тому
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‖Pm ◦ Fh‖2 =
∑∞

k1,...,km=0 |hk1 |2 · · · |hkm |2 = (
∑
|hk|2)m ≤ ‖h‖2m = r2m ≤ 1.

Аналогiчно для Pλ = Pλ1Pλ2 · · ·Pλn , маємо ‖Pλ ◦ Fh‖2 ≤ r2(λ1+···+λn).

Нехай f ∈ Hs, f =
∑∞

n=0

∑
|λ|=n cλPλ,

∑
|cλ|2 = ‖f‖2. Тодi

‖CFh(f)‖ = ‖f ◦ Fh‖ ≤
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

|cλ|‖Pλ ◦ Fn‖ ≤

≤ ‖f‖
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

|rn = ‖f‖
∑
n=0

p(n)rn,

де p(n) — кiлькiсть розбиттiв натурального n на натуральнi доданки.
З вiдомої асимптотичної формули Хардi i Рамануджана

p(n) ∼
exp(π

√
2n/3)

4n
√
3

при n→∞

випливає, що ряд
∑∞

n=0 p(n)r
n збiгається для кожного r, |r| < 1. Тому

оператор CFh — обмежений i ‖CFh‖ ≤
∑∞

n=0 p(n)r
n.

На множинi `1/∼ введемо наступнi операцiї. Для довiльних x, y ∈ `1
позначимо: [x] • [y] = [(x1, y1, x2, y2, . . .)] — клас, який мiстить еле-
мент з `1, що має всi координати вектора x та вектора y; [x] � [y] =
[(x1y1, x2y1, . . . , x1y2, . . . , xiyj, . . .)] — клас, який мiстить елемент з `1,
координати якого є всеможливi попарнi добутки координат вектора x
на координати вектора y. Очевидно, що вказанi операцiї коректно ви-
значенi на всiх [x], [y] ∈ `1 i ‖[x] • [y]‖ = ‖x‖+ ‖y‖, ‖[x] � [y]‖ = ‖x‖‖y‖.

Зауважимо, що Pλ(x � y) = Pλ(x)Pλ(y) i Pm(x • y) = Pm(x) + Pm(y).

Твердження 1. Для довiльного y ∈ Ω i f ∈ Hs, елемент f(x�y) ∈ Hs

i оператор My : f(x)→ f(x � y) є неперервним на Hs.

Доведення. Нехай f =
∑∞

n=0

∑
|λ|=n cλPλ. Тодi

‖My(f)‖2 =
∥∥∥ ∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλMy(Pλ)
∥∥∥2 = ∥∥ ∞∑

n=0

∑
|λ|=n

cλPλ(y)Pλ

∥∥∥2 =
=

∞∑
n=0

∑
|λ|=n

∣∣cλPλ(y)∣∣2 ≤ ∞∑
n=0

∑
|λ|=n

∣∣cλ∣∣2 = ‖f‖2.
Таким чином, My — обмежений оператор композицiї i ‖My‖ ≤ 1.

Зауважимо, що оператор f(x)→ f(x • y) є необмеженим, якщо y 6= 0.
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3 Вiдтворююче ядро у просторi Hs

Ми будемо використовувати скороченi позначення: •mn=1xn = x1•· · ·•xm
i x�m = x � · · · � x︸ ︷︷ ︸

m

. За означенням приймемо x�0 := (1, 0, . . . , 0, . . .).

Позначимо K(x, y) = •∞n=0(x � y)�n, x, y ∈ `1. Зауважимо, що для
кожного x, y ∈ `1, ‖x‖ < 1, ‖y‖ < 1,

‖K(x, y)‖ ≤
∞∑
n=0

‖xy‖n =
1

1− ‖x‖‖y‖
.

При цьому, для x, y ∈ Ω,m ∈ N визначено

Pm(K(x, y)) = lim
k→∞

Pm(•kn=0(x � y)�n) =

=
∞∑
n=0

(Pm(x)Pm(y))
n =

1

1− Pm(x)Pm(y)
.

Позначимо нескiнченний формальний добуток

C(x, y) =
∞∏
m=1

Pm(K(x, y)).

Лема 2. Для кожного фiксованого x ∈ Ω, C(x, y) є функцiєю з Hs

вiдносно y.

Доведення. Легко бачити, що

C(x, y) =
∞∏
m=1

∞∑
n=0

(Pm(x)Pm(y))
n =

∞∑
n=0

∑
|λ|=n

Pλ(x)Pλ(y).

Як було зауважено, {Pk(x)} = {ak} ∈ D2. Повторюючи мiркування
теореми 1, отримуємо, що {Pλ(x)} ∈ `2, тому за означенням простору
Hs, C(x, y) ∈ Hs для кожного фiксованого x ∈ Ω.

Теорема 3. Для кожного фiксованого x ∈ Ω i f ∈ Hs виконується
рiвнiсть f(x) = 〈C(x, ·), f〉Hs .

Доведення. Нехай f(y) =
∑∞

n=0

∑
|λ|=n cλPλ(y). Тодi

〈C(x, ·), f〉Hs =
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

〈Pλ(x)Pλ, cλPλ〉 =
∞∑
n=0

∑
|λ|=n

cλPλ(x) = f(x).
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З теореми, зокрема, випливає, що C(x, y) є абстрактним вiдтворю-
ючим ядром простору Hs i 〈C(x, ·), ·〉 = Rx
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