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В роботi вводиться поняття примiтивної мiнливої множини i дослiджу-
ються основнi властивостi таких множин. Примiтивнi мiнливi множи-
ни є технiчно необхiдними для побудови бiльш загальної теорiї мiн-
ливих множин. Тематика роботи тiсно пов’язана з вiдомою шостою
проблемою Гiльберта.

1 Вступ

Незважаючи на широко вiдомi досягнення сучасної теоретичної фiзи-
ки, математично строге обґрунтування її основ залишається вiдкритою
проблемою [1, 2, 3] (шоста проблема Гiльберта). Певнi спроби форма-
лiзацiї окремих фiзичних теорiй було зроблено в роботах [4, 5, 6, 7].
Зауважимо, що в зазначених роботах не було сформульовано єдиного
абстрактного пiдходу. Тому математичний апарат цих робiт виглядає
штучним i недостатньо гнучким. Крiм того, спроба в [6] формалiзува-
ти максимальну кiлькiсть вiдомих фiзичних об’єктiв без попередньо-
го створення iєрархiї бiльш елементарних абстрактних математичних
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понять привела до недостатньо зручного для аналiзу математичного
об’єкта [6, с. 177, означення 4.1]. Слiд пiдкреслити, що в роботi [6] не
було доведено теорем про властивостi цього математичного об’єкта i,
як зазначено в [7], подiбних теорем на сьогоднi не вiдомо. Однiєю з
головних причин такого стану речей є вiдсутнiсть абстрактних мате-
матичних структур, у рамках яких можна було б строго математично
моделювати рiзноманiтнi процеси в фiзичних, бiологiчних та iнших
складних системах.

У цiй роботi дослiджуються примiтивнi мiнливi множини, на якi
можна дивитися як на математичну абстракцiю найпримiтивнiших мо-
делей фiзичних процесiв в однiй (фiксованiй) системi вiдлiку. Ця робо-
та є спробою описати з абстрактної, математично строгої точки зору
таке базове поняття фiзики, як еволюцiя систем. Примiтивнi мiнливi
множини є технiчно необхiдними для побудови бiльш загальної теорiї
мiнливих множин — сукупностей об’єктiв, якi, на вiдмiну вiд елемен-
тiв звичайних (статичних) множин, можуть перебувати в процесi по-
стiйних трансформацiй, а також змiнювати свої властивостi залежно
вiд способу спостереження (тобто, фактично, системи вiдлiку).

2 Орiєнтованi множини та їхнi властивостi

Найпримiтивнiша (стартова) модель сукупностi мiнливих об’єктiв за-
кладена в наступному означеннi.

Означення 2.1. Нехай M — довiльна непорожня множина.
Довiльне рефлексивне бiнарне вiдношення C−− на M (тобто та-

ке, що ∀x ∈ M xC−−x) будемо називати орiєнтацiєю, а пару
M = (M,C−−) будемо називати орiєнтованою множиною. При
цьому множину M будемо називати базовою, або множиною всiх
елементарних станiв орiєнтованої множини M i будемо позна-
чати її через Bs(M), а вiдношення C−− будемо називати напрямним
вiдношенням змiн (трансформацiй)M i будемо позначати його
через ←

M
.

У випадку, коли вiдомо, про яку орiєнтовану множину M йде мо-
ва, в позначеннi←

M
символM будемо опускати, вживаючи позначення
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“←”. Для елементiв x, y ∈ Bs(M) запис y← x слiд розумiти, як “еле-
ментарний стан y є результатом трансформацiй, або “трансформацiй-
ним продовженням” елементарного стану x”.

НехайM — орiєнтована множина.

Означення 2.2. Непорожня пiдмножина N ⊆ Bs(M) називається
транзитивною в M, якщо для довiльних x, y, z ∈ N з умов z← y i
y← x випливає z← x.

Транзитивна множина N ⊆ Bs(M) називається максималь-
но транзитивною в M, якщо не iснує транзитивної множини
N1 ⊆ Bs(M) такої, що N ⊂ N1 (пiдкреслимо, що тут знак ⊂ означає
строге включення, тобто N 6= N1).

Транзитивна пiдмножина L ⊆ Bs(M) називається ланцюгом в
M, якщо для довiльних x, y ∈ L має мiсце хоч одне iз спiввiдношень
y← x або x← y. Ланцюг L ⊆ Bs(M) називається максимальним
ланцюгом в M, якщо не iснує ланцюга L1 ⊆ Bs(M) такого, що
L ⊂ L1.

Твердження 2.1. Нехай M — орiєнтована множина.
1. Довiльна непорожня пiдмножина N ⊆ Bs(M), яка мiстить не

бiльше, двох елементiв є транзитивною.
2. Не бiльш, нiж двохелементна непорожня пiдмножина L =

{x, y} ⊆ Bs(M) є ланцюгом тодi i тiльки тодi, коли y←x або x← y.
Зокрема одноелементна пiдмножина L ⊆ Bs(M) завжди є ланцю-
гом.

Доведення твердження 2.1 зводиться до тривiальної перевiрки.

Лема 2.1. Нехай M — орiєнтована множина.
1. Об’єднання довiльної сукупностi транзитивних множин M,

лiнiйно упорядкованої вiдношенням включення є транзитивною мно-
жиною в M.

2. Об’єднання довiльної сукупностi ланцюгiв M, лiнiйно упоряд-
кованої вiдношенням включення є ланцюгом в M.

Доведення. 1. Нехай N ⊆ 2Bs(M) — деяка сукупнiсть транзитив-
них множин в M, лiнiйно упорядкована вiдношенням включення i
Ñ :=

⋃
N∈NN . Розглянемо довiльнi елементарнi стани x, y, z ∈ Ñ
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такi, що z← y i y←x. Оскiльки x, y, z ∈ Ñ =
⋃
N∈NN , то iснують

Nx, Ny, Nz ∈ N такi, що x ∈ Nx, y ∈ Ny, z ∈ Nz. Оскiльки сiм’я мно-
жин N лiнiйно упорядкована вiдношенням включення, то знайдеться
множина N0 ∈ {Nx, Ny, Nz} ⊆ N така, що Nx, Ny, Nz ⊆ N0. Отже,
x, y, z ∈ N0. Оскiльки N0 — транзитивна множина, то з умов z← y i
y← x випливає z← x. Таким чином, Ñ — транзитивна множина.

2. Нехай L ⊆ 2Bs(M) сукупнiсть ланцюгiв вM, лiнiйно упорядкова-
на вiдношенням включення. Згiдно з пунктом 1, множина L̃ :=

⋃
L∈L L

є транзитивною. Далi, аналогiчно як i в пунктi 1, для довiльних
x, y ∈ L̃ iснує ланцюг L0 ∈ L такий, що x, y ∈ L0. I оскiльки L0 —
ланцюг, хоч одна з умов y← x або x← y мусить мати мiсце.

З леми 2.1 та леми Цорна випливає наступне твердження.

Твердження 2.2.
1. Для довiльної транзитивної множини N в орiєнтованiй мно-

жинi M iснує максимально транзитивна множина Nmax така, що
N ⊆ Nmax.

2. Для довiльного ланцюга L вM iснує максимальний ланцюг Lmax

такий, що L ⊆ Lmax.

Зауважимо, що на другий пункт твердження 2.2 можна дивити-
ся, як на узагальнення принципу максимальностi Хаусдорфа в рамках
даної теорiї. З тверджень 2.2 та 2.1 випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 2.1.
1. Для довiльних двох елементiв x, y ∈ Bs(M) в орiєнтованiй мно-

жинiM iснує максимально-транзитивна множина N ⊆ Bs(M) та-
ка, що x, y ∈ N .

2. Для довiльних двох елементiв x, y ∈ Bs(M), таких, що y← x

в орiєнтованiй множинi M iснує максимальний ланцюг L ⊆ Bs(M)

такий, що x, y ∈ L.

Поклавши x = y (враховуючи, що, за означенням, множина Bs(M)

непорожня) приходимо до висновку, що в довiльнiй орiєнтованiй мно-
жинi M завжди iснують максимально-транзитивнi множини i макси-
мальнi ланцюги.
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3 Означення часу. Примiтивнi мiнливi множини

В теоретичнiй фiзицi звикли вважати моменти часу дiйсними числа-
ми. Проте абстрактна математика може мати справу з об’єктами поту-
жностi, бiльшої за континуум. Тому, в данiй абстрактнiй теорiї, ми не
будемо обмежуватись дiйсночисловими моментами часу. В наступному
означеннi в якостi моментiв часу можуть служити елементи довiльної
лiнiйно упорядкованої множини. Таке розумiння часу близьке до фi-
лософського, уявлення про час, як певний “хронологiчний порядок”,
узгоджений з процесами змiн.

Означення 3.1. Нехай M — орiєнтована множина i T = (T,≤) —
лiнiйно упорядкована множина. Вiдображення ψ : T 7→ 2Bs(M) нази-
вається часом на M, якщо виконуються такi умови:

1) Для довiльного елементарного стану x ∈ Bs(M) iснує елемент
t ∈ T такий, що x ∈ ψ(t).

2) Якщо x1, x2 ∈ Bs(M), x2←x1 i x1 6= x2, то iснують елементи
t1, t2 ∈ T такi, що x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2) i t1 < t2 (тобто має мiсце
часова роздiльнiсть послiдовних неоднакових елементарних станiв).

При цьому елементи t ∈ T будемо називати моментами часу,
пару H = (T, ψ) = ((T,≤) , ψ) — хронологiзацiєюM, а трiйку

P = (M,T, ψ) = (M, (T,≤) , ψ)

— примiтивною мiнливою множиною.

Будемо говорити, що орiєнтовану множину M можна хроноло-
гiзувати , якщо iснує хоч одна хронологiзацiя M. Виявляється, що
будь-яку орiєнтовану множину завжди можна хронологiзувати. Най-
примiтивнiший спосiб це зробити — взяти лiнiйно упорядковану мно-
жину T = (T,≤), що мiстить не менше двох елементiв i покласти

ψ(t) := Bs(M), t ∈ T. (1)

Бiльш нетривiальнi способи хронологiзацiї розглянутi в роздiлi 4.
Наступне твердження є тривiальним наслiдком означення часу 3.1.
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Твердження 3.1. НехайM iM1 — орiєнтованi множини, причому
Bs(M) ⊆ Bs (M1) i ←

M
⊆ ←

M1

(тобто для x, y ∈ Bs(M) з умови y←
M
x

випливає, що y←
M1

x).

Якщо вiдображення ψ1 : T 7→ 2Bs(M1) (де T = (T,≤) — лiнiйно
упорядкована множина) є часом на M1, то вiдображення:

ψ(t) = ψ1(t) ∩Bs(M)

є часом на M.

4 Точковий та монотонний час. Теореми про хро-
нологiзацiю

Означення 4.1. Нехай (M,T, ψ) = (M, (T,≤) , ψ) — примiтивна
мiнлива множина.

1) Час ψ будемо називати квазiточковим, якщо для довiльного
t ∈ T множина ψ(t) є одноелементною.

2) Час ψ будемо називати точковим, якщо виконуються насту-
пнi умови:

(а) час ψ є квазiточковим;
(б) ∀x1, x2 ∈ Bs(M) з умов x1 ∈ ψ(t1), x2 ∈ ψ(t2) i t1 ≤ t2,

випливає x2← x1.
3) Час ψ будемо називати монотонним, якщо ∀x1, x2 ∈ Bs(M)

з умов x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2), x2←x1 i x1 66←x2 випливає t1 < t2.
Якщо час ψ є квазiточковим/точковим/монотонним, то хроно-

логiзацiю (T, ψ) орiєнтованої множиниM будемо називати квазiто-
чковою/точковою/монотонною вiдповiдно.

Приклад 1. Розглянемо довiльне вiдображення f : R 7→ Rd (d ∈ N).
Таке вiдображення можна трактувати як опис руху деякої матерi-
альної точки в просторi Rd. Вiдображення f породжує орiєнтовану
множину M =

(
Bs(M),←

M

)
, де Bs(M) = R(f) = {f(t) | t ∈ R} ⊆ Rd

i для x, y ∈ Bs(M), y← x тодi i тiльки тодi, коли iснують t1, t2 ∈ R
такi, що x = f (t1), y = f (t2) i t1 ≤ t2. Легко перевiрити, що вiдобра-
ження:

ψ(t) = {f(t)} ⊆ Bs(M), t ∈ R.
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є точковим часом на M.

Приклад 1 пояснює змiст термiну “точковий час”. Очевидно, що
будь-який точковий час є квазiточковим i монотонним. Взагалi ка-
жучи квазiточковий час може бути не монотонним, а отже, не точко-
вим. Монотонний час також може бути не квазiточковим, а отже, i не
точковим. Нижче наводяться приклади для пiдтвердження сказаного.

Приклад 2. Розглянемо довiльну двохелементну множину M =

{x1, x2}. Побудуємо орiєнтовану множину M =
(
Bs(M),←

M

)
, базова

множина та напрямне вiдношення змiн якої задаються наступним
чином:

Bs(M) :=M = {x1, x2} ; ←
M

:= {(x2, x1)} ∪ diag(M),

де diag(M) = {(x, x) |x ∈M}, (тобто, iншими словами, x2←
M
x1,

x1←
M
x1, x2←

M
x2). Розглянемо лiнiйно упорядковану множину T =

(R,≤) (зi звичним порядком на полi дiйсних чисел). Час ψ : R 7→
2Bs(M) на орiєнтованiй множинi M визначимо наступним чином:

ψ(t) :=

{
{x1} , t /∈ Q;

{x2} , t ∈ Q,

де через Q позначено поле рацiональних чисел. Легко перевiрити, що
таке вiдображення ψ(t) справдi є часом на M, тобто задовольняє
умови означення 3.1. Оскiльки для довiльного t ∈ R множина ψ(t) зав-
жди є одноелементною, то такий час ψ є квазiточковим. Поклавши
t1 =

√
2, t2 = 1, отримаємо x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2), x2←x1, x1 66←x2,

проте t1 > t2. Отже, час ψ не є монотонним.

Приклад 3. Розглянемо довiльну чотириелементну множину M =

{x1, x2, x3, x4}. Побудуємо орiєнтовану множину M =
(
Bs(M),←

M

)
:

Bs(M) =M ; ←
M

= {(x2, x1) , (x4, x3)} ∪ diag(M).

Розглянемо лiнiйно упорядковану множину T = ({1, 2} ,≤) (зi зви-
чним порядком на полi дiйсних чисел). Час на орiєнтованiй множинi
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M визначимо наступним чином:

ψ(t) :=

{
{x1, x3} , t = 1

{x2, x4} , t = 2.

Легко перевiрити, що ψ(·) є монотонним, але не квазiточковим, ча-
сом на M.

Можна навести приклад, який показує, що квазiточковий i моно-
тонний час також може бути не точковим.

Означення 4.2. Орiєнтовану множину M будемо називати лан-
цюговою, якщо вся множина Bs(M) є ланцюгом M.

Орiєнтовану множинуM будемо називати циклiчною, якщо для
довiльних x, y ∈ Bs(M) мають мiсце обидва спiввiдношення x← y i
y← x.

Очевидно, що будь-яка циклiчна орiєнтована множина є ланцюго-
вою.

Лема 4.1. Будь-яку циклiчну орiєнтовану множину можна точково
хронологiзувати.

Доведення. НехайM — циклiчна орiєнтована множина. За означен-
ням орiєнтованої множини, Bs(M) 6= ∅. Розглянемо довiльнi двi мно-
жини T1,T2, рiвнопотужнi множинi Bs(M) такi, що T1 ∩ T2 = ∅ (з
теорiї множин випливає, що такi множини обов’язково iснують). Нехай
Ei (i = 1, 2) — довiльнi вiдношення лiнiйного порядку на Ti (зокрема
за Ei можна взяти вiдношення повного порядку, якi дає теорема Цер-
мело). Покладемо:

T := T1 ∪T2.

Для t, τ ∈ T будемо вважати, що t ≤ τ , тодi i тiльки тодi, коли вико-
нується хоч одна з умов:

(П1) t, τ ∈ Ti i t Ei τ (i = 1, 2); (П2) t ∈ T1, τ ∈ T2.
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Пара (T,≤) є порядковою сумою двох лiнiйно упорядкованих множин
(T1,E1) i (T2,E2). Отже, згiдно з [8, с. 218, теорема 4], (T,≤) є лiнiйно
упорядкованою множиною. Нехай f : T2 7→ T1 — довiльна взаємно-
однозначна вiдповiднiсть мiж (рiвнопотужними) множинами T1 i T2,
а g : T1 7→ Bs(M) — довiльна взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж
(рiвнопотужними) множинами T1 i Bs(M). Побудуємо вiдображення
ψ : T 7→ 2Bs(M):

ψ(t) :=

{
{g(t)} , t ∈ T1;

{g(f(t))} , t ∈ T2.
(2)

Доведемо, що ψ є часом наM.
1) Нехай x ∈ Bs(M). Оскiльки g : T1 7→ Bs(M) — взаємно-

однозначна вiдповiднiсть мiж множинами T1 i Bs(M), то iснує обер-
нене вiдображення g[−1] : Bs(M) 7→ T1. Розглянемо елемент tx =

g[−1](x) ∈ T1 ⊆ T. Згiдно з (2):

ψ(tx) = {g(tx)} =
{
g(g[−1](x))

}
= {x} .

Отже, x ∈ ψ(tx). Тобто перша умова означення часу виконується.
2) Нехай x, y ∈ Bs(M), y← x, x 6= y. Покладемо:

tx := g[−1](x) ∈ T1, ty := f [−1]
(
g[−1](y)

)
∈ T2.

Оскiльки tx ∈ T1, ty ∈ T2, то, згiдно з (П2), tx ≤ ty. Оскiльки T1∩T2 =

∅, то tx 6= ty. Отже, tx < ty. Згiдно з (2):

ψ(tx) = {g(tx)} =
{
g
(
g[−1](x)

)}
= {x} ;

ψ(ty) = {g (f (ty))} =
{
g
(
f
(
f [−1]

(
g[−1](y)

)))}
= {y} .

Тому x ∈ ψ(tx), y ∈ ψ(ty), де tx < ty. Отже, ψ — час наM.
Згiдно з (2), час ψ є квазiточковим. Нехай x1 ∈ ψ(t1), x2 ∈ ψ(t2)

i t1 ≤ t2. Оскiльки орiєнтована множина M є циклiчною, то x2← x1.
Тому, за означенням 4.1, час ψ точковий.

Теорема 4.1. Будь-яку ланцюгову орiєнтовану множину можна то-
чково хронологiзувати.
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Доведення. Нехай M — ланцюгова орiєнтована множина. Тодi вся
множина Bs(M) є ланцюгом орiєнтованої множини M, тобто вiдно-
шення← =←

M
є квазi-порядком (рефлексивним i транзитивним вiдно-

шенням) на Bs(M).
Нехай x, y ∈ Bs(M) будемо говорити, що елементи x i y є циклi-

чно еквiвалентними (позначення x
o≡ y), якщо x← y i y← x. Згiдно

з [9, с. 37], вiдношення
o≡ є вiдношенням еквiвалентностi на Bs(M).

Нехай F1 i F2 — два класи еквiвалентностi вiдношення
o≡. Будемо вва-

жати, що F2 C−−F1, якщо для довiльних елементiв x1 ∈ F1, x2 ∈ F2

справедливо x2← x1. Згiдно з [9, с. 37], вiдношення C−− є вiдношенням
порядку на фактор-множинi Bs(M)/

o≡ всiх класiв еквiвалентностi,
породжених вiдношенням

o≡. Доведемо, що цей порядок лiнiйний. Не-
хай F1, F2 ∈ Bs(M)/

o≡, x1 ∈ F1, x2 ∈ F2 (оскiльки F1 i F2 є класами
еквiвалентностi, то вони непорожнi). Оскiльки орiєнтована множина
M є ланцюговою, то хоч одне iз спiввiдношень x2← x1 або x1← x2
повино мати мiсце. Але у випадку x2← x1, згiдно з [9, с. 37], буде-
мо мати F2 C−−F1. Аналогiчно у випадку x1← x2 отримаємо F1 C−−F2.
Отже, (Bs(M)/

o≡,C−−) є лiнiйно упорядкованою множиною.
Нехай F ∈ Bs(M)/

o≡. Тодi, оскiльки F — клас еквiвалентно-
стi вiдношення

o≡, для довiльних x, y ∈ F мають мiсце спiввiдноше-
ння x← y i y←x одночасно. Отже, будь-який клас еквiвалентностi
F ∈ Bs(M)/

o≡ є циклiчною орiєнтованою множиною вiдносно вiд-
ношення ← (звуженого на цей клас). Тому, згiдно з лемою 4.1, ко-
жен такий клас еквiвалентностi можна точково хронологiзувати. Не-
хай (TF , ψF ) = ((TF ,≤F ) , ψF ) — точкова хронологiзацiя довiльного
класу еквiвалентностi F ∈ Bs(M)/

o≡. Не обмежуючи загальностi мо-
жна вважати, що TF ∩ TG = ∅ при F 6= G. Справдi, в протилежному
випадку можна перейти до множин:

T̃F = {(t, F ) : t ∈ TF} , F ∈ Bs(M)/
o≡

з порядком, (t1, F ) .F (t2, F ) ⇐⇒ t1 ≤F t2 (t1, t2 ∈ TF , F ∈
Bs(M)/

o≡) i часами, ψ̃F ((t, F )) = ψF (t) (t ∈ TF , F ∈ Bs(M)/
o≡)

якi також, очевидно, будуть точковими.
Отже, будемо вважати, що TF ∩TG = ∅ при F 6= G. Покладемо:

T :=
⋃

F∈
(
Bs(M)/

o
≡
)TF .
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Нехай t ∈ T. Тодi iснує клас еквiвалентностi F (t) ∈ Bs(M)/
o≡ такий,

що t ∈ TF (t). I оскiльки TF ∩ TG = ∅ при F 6= G, то такий клас
еквiвалентностi F (t) єдиний, тобто:

(F) Для довiльного t ∈ T з умови t ∈ TΦ (Φ ∈ Bs(M)/
o≡)

випливає, що Φ = F (t).

Нехай t, τ ∈ T. Будемо вважати, що t ≤ τ тодi i тiльки тодi, коли
виконується хоч одна з умов:

(П1) F (t) 6= F (τ) i F (τ)C−−F (t); (П2) F (t) = F (τ) i t ≤F (t) τ .

Згiдно [8, с. 218, теорема 4], ≤ є вiдношенням лiнiйного порядку на T.
Покладемо:

ψ(t) := ψF (t)(t), t ∈ T. (3)

Оскiльки ψF (t)(t) ⊆ F (t) ⊆ Bs(M), t ∈ T, то ψ є вiдображенням з T в
2Bs(M). Доведемо, що ψ(·) є точковим часом.

а) Нехай x ∈ Bs(M). Тодi iснує клас еквiвалентностi Φ ∈ M/
o≡,

такий, що x ∈ Φ. Оскiльки вiдображення ψΦ : TΦ 7→ 2Φ є часом на
орiєнтованiй множинi (Φ,←), то iснує момент часу t ∈ TΦ такий, що
x ∈ ψΦ(t). Оскiльки t ∈ TΦ, то, згiдно з твердженням (F), Φ = F (t).
Тому:

ψ(t) = ψF (t)(t) = ψΦ(t) 3 x.

Отже, перша умова означення часу виконується.
б) Нехай x, y ∈ Bs(M), y← x i y 6= x. Згiдно з пунктом (а), iснують

t, τ ∈ T такi, що x ∈ ψ(t), y ∈ ψ(τ). Згiдно з формулою (3), ψ(t) =

ψF (t)(t), ψ(τ) = ψF (τ)(τ). Оскiльки x ∈ ψF (t)(t) ⊆ F (t), y ∈ F (τ) i y← x,
то для довiльних x′ ∈ F (t), y′ ∈ F (τ) маємо x′

o≡x, y′ o≡ y, а отже,
y′← y←x← x′, тобто y′← x′. Це означає, що F (τ)C−−F (t). Звiдси у
випадку F (t) 6= F (τ), згiдно з (П1), отримуємо, що t ≤ τ . Крiм того,
у цьому випадку з F (t) 6= F (τ) випливає, що t 6= τ . Отже, t < τ .
Розглянемо тепер випадок F (t) = F (τ). У цьому випадку x, y ∈ F (t).
Оскiльки y← x i y 6= x i ψF (t) є часом на (F (t),←), то iснують елементи
t′, τ ′ ∈ TF (t) такi, що x ∈ ψF (t)(t

′), y ∈ ψF (t)(τ
′) i t′ <F (t) τ

′. Оскiльки
t′, τ ′ ∈ TF (t), то, згiдно з твердженням (F), F (t′) = F (τ ′) = F (t). Тому
ψ(t′) = ψF (t′)(t

′) = ψF (t)(t
′) i ψ(τ ′) = ψF (t)(τ

′). Отже, x ∈ ψ(t′), y ∈ ψ(τ ′).
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Оскiльки t′ <F (t) τ
′ (тобто t′ ≤F (t) τ

′ i t′ 6= τ ′), то, згiдно з (П2), t′ ≤ τ ′,
а отже, i t′ < τ ′. Таким чином, x ∈ ψ(t′), y ∈ ψ(τ ′), де t′ < τ ′. Отже, в
обох випадках умова 2) означення часу виконується. Тому ψ — час на
M.

в) Оскiльки для довiльного класу еквiвалентностi G ∈ Bs(M)/
o≡

вiдображення ψG є точковим часом на (G,C−−), то з формули (3) ви-
пливає, що час ψ квазiточковий.

Нехай x ∈ ψ(t), y ∈ ψ(τ), де t ≤ τ . Доведемо, що y← x. У випадку
F (t) 6= F (τ), згiдно з (П1), (П2), маємо, F (τ)C−−F (t). I оскiльки x ∈
ψ(t) = ψF (t)(t) ⊆ F (t), y ∈ F (τ), то y← x. У випадку F (t) = F (τ),
аналогiчно отримуємо x, y ∈ F (t) = F (τ), тобто x

o≡ y. А це означає,
що, зокрема, y← x. Отже, за означенням 4.1, час ψ точковий.

Теорема 4.2. Будь-яку орiєнтовану множину можна хронологiзува-
ти квазiточково.

Доведення. 1. НехайM — орiєнтована множина. Позначимо через L

множину всiх максимальних ланцюгiв множиниM. Згiдно з теоремою
4.1, для кожного ланцюга L ∈ L iснує деяка точкова хронологiзацiя
((TL,≤L), ψL) орiєнтованої множини (L,←). Як i в доведеннi теореми
4.1, не обмежуючи загальностi можна вважати, що TL ∩TM = ∅, L 6=
M . Покладемо:

T :=
⋃

L∈L
TL. (4)

Iз спiввiдношення (4) випливає, що для довiльного елемента t ∈ T

iснує ланцюг L(t) ∈ L такий, що t ∈ TL(t). I оскiльки TF ∩ TG = ∅
при F 6= G, то такий ланцюг L(t) для елемента t ∈ T єдиний, тобто
справедливе твердження:

(L) Для довiльного елемента t ∈ T з умови t ∈ TN , де N ∈ L

випливає, що N = L(t).

Розглянемо довiльний лiнiйний порядок E на множинi L. Нехай t, τ ∈
T. Будемо вважати, що t ≤ τ тодi i тiльки тодi, коли виконується хоч
одна з умов:

(П1) L(t) 6= L(τ) i L(t) E L(τ). (П2) L(t) = L(τ) i t ≤L(t) τ .
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Згiдно з [8, с. 218, теорема 4], (T,≤) є лiнiйно упорядкованою множи-
ною. Покладемо:

ψ(t) := ψL(t) (t) t ∈ T. (5)

Зауважимо, що ψ(t) = ψL(t) (t) ⊆ L(t) ⊆ Bs(M), t ∈ T.
2. Доведемо, що вiдображення ψ : T 7→ 2Bs(M) є часом.
2.а) Нехай x ∈ Bs(M). Згiдно з наслiдком 2.1, для елемента x iснує

максимальний ланцюг Nx ∈ L такий, що x ∈ Nx, а отже, оскiльки вiд-
ображення ψNx : TNx 7→ 2Nx є часом, iснує елемент tx ∈ TNx ⊆ T,
такий, що x ∈ ψNx (tx). Оскiльки tx ∈ TNx , то, згiдно iз сформульова-
ним вище твердженням (L), Nx = L (tx). Тому:

ψ (tx) = ψL(tx) (tx) = ψNx (tx) 3 x.

Тобто, для довiльного елемента x ∈ Bs(M) iснує елемент tx ∈ T,
такий, що x ∈ ψ (tx).

2.б) Нехай x, y ∈ Bs(M), y← x, x 6= y. Згiдно з наслiдком 2.1,
iснує максимальний ланцюг Nxy ∈ L такий, що x, y ∈ Nxy. Оскiльки
y← x, x 6= y i вiдображення ψNxy : TNxy 7→ 2Nxy є часом, то iснують
елементи tx, ty ∈ TNxy ⊆ T такi, що tx <Nxy ty (тобто tx ≤Nxy ty,
tx 6= ty) i x ∈ ψNxy (tx), y ∈ ψNxy (ty). Оскiльки tx, ty ∈ TNxy , то, згiдно з
твердженням (L), L (tx) = L (ty) = Nxy. Тому:

ψ (tx) = ψL(tx) (tx) = ψNxy (tx) 3 x;
ψ (ty) = ψL(ty) (txy) = ψNxy (ty) 3 y.

Оскiльки L (tx) = L (ty) = Nxy, tx ≤Nxy ty i tx 6= ty, то, згiдно з (П2),
tx ≤ ty i tx 6= ty, тобто tx < ty. Отже, для довiльних елементiв x, y ∈
Bs(M), таких, що y←x, x 6= y iснують елементи tx, ty ∈ T такi, що
tx < ty, x ∈ ψ(tx), y ∈ ψ(ty).

Таким чином, вiдображення ψ : T 7→ 2Bs(M) справдi є часом наM.
3. Оскiльки часи {ψL|L ∈ L} є точковими, то з (5) випливає, що

для довiльного t ∈ T множина ψ(t) є одноелементною. Отже, час ψ є
квазiточковим.

Неважко переконатись в справедливостi наступного твердження.
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Твердження 4.1. Будь-яка орiєнтована множина M, в якiй iсну-
ють елементарнi стани x1, x2, x3 ∈ Bs(M) такi, що x2← x1, x1 66←x2,
x3← x2, x2 66←x3, x1←x3, x1 6= x3 не має монотонної хронологiзацiї.

Тому, не кожну орiєнтовану множину можна хронологiзувати мо-
нотонно, а отже, й точково.

5 Час i одночаснiсть. Внутрiшнiй час

Означення 5.1. Нехай (M,T, ψ) = (M, (T,≤) , ψ) — примiтивна
мiнлива множина. Множину

Yψ = {ψ(t) | t ∈ T}

будемо називати множиною одночасних станiв, породженою ча-
сом ψ.

Безпосередньо з означення часу 3.1 випливає наступне твердження.

Твердження 5.1. Нехай (M,T, ψ) = (M, (T,≤) , ψ) — примiтивна
мiнлива множина, а Yψ — множина одночасних станiв, породжена
часом ψ. Тодi: ⋃

A∈Yψ
A = Bs(M).

Означення 5.2. 1. Нехай M — орiєнтована множина. Довiльну
сiм’ю множин Y ⊆ 2Bs(M) таку, що

⋃
A∈Y A = Bs(M), будемо нази-

вати одночаснiстю на M.
2. Нехай Y ⊆ 2Bs(M) — довiльна одночаснiсть на M. Час ψ на M

будемо називати породжуючим для одночасностi Y, якщо Y = Yψ,
де Yψ — множина одночасних станiв, породжених часом ψ.

Теорема 5.1. Будь-яка одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) на довiльнiй орiєн-
тованiй множинi M має породжуючий час.

Доведення. Нехай M — орiєнтована множина i Y ⊆ 2Bs(M) — одно-
часнiсть наM.

а) Спочатку доведемо теорему у випадку, коли одночаснiсть Y

“роздiляє” неоднаковi послiдовнi елементарнi стани, тобто коли вико-
нується умова:
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(Rp) Для довiльних x, y ∈ Bs(M) таких, що y← x i x 6= y iснують
множини A,B ∈ Y такi, що x ∈ A, y ∈ B i A 6= B.

Нехай A,B ∈ Y. Будемо вважати, що B←A (B←
M
A) тодi i тiльки

тодi, коли:

A = B = ∅, або ∃x ∈ A ∃ y ∈ B (y←x) .

Легко перевiрити, що пара (Y,←) є орiєнтованою множиною. Згiдно
з теоремою 4.2, орiєнтовану множину (Y,←) можна квазiточково хро-
нологiзувати. Нехай Ψ : T 7→ 2Y — квазiточковий час на (Y,←). За
означенням квазiточкового часу, для довiльного t ∈ T множина Ψ(t) є
одноелементною. Це означає, що:

∀ t ∈ T ∃At ∈ Y Ψ(t) = {At} .

Покладемо:
ψ(t) := At, t ∈ T.

Доведемо, що ψ — час наM. Оскiльки Ψ — час на Y, то
⋃
t∈TΨ(t) = Y.

Отже, враховуючи, що Ψ(t) = {At}, t ∈ T, отримуємо {At | t ∈ T} =

Y. Тому, оскiльки система множин Y є одночаснiстю, то
⋃
t∈T ψ(t) =⋃

t∈T At =
⋃
A∈Y A = Bs(M). Отже, перша умова означення часу 3.1

виконується. Доведемо, що виконується i друга умова цього означення.
Нехай x, y ∈ Bs(M), y←x i x 6= y. Згiдно з умовою (Rp) iснують
множини A,B ∈ Y такi, що x ∈ A, y ∈ B i A 6= B. Оскiльки x ∈ A,
y ∈ B i y← x, то B←A. Оскiльки B←A, A 6= B i Ψ — час на (Y,←),
iснують моменти часу t, τ ∈ T такi, що A ∈ Ψ(t), B ∈ Ψ(τ) i t < τ .
Звiдси, враховуючи, що Ψ(t) = {At}, Ψ(τ) = {Aτ}, отримуємо, A = At,
B = Aτ , тобто A = ψ(t), B = ψ(τ). Отже, оскiльки x ∈ A, y ∈ B, то
x ∈ ψ(t), y ∈ ψ(τ), де t < τ . Таким чином, ψ — час на M. Крiм того,
враховуючи доведене вище, отримуємо:

Yψ = {ψ(t) | t ∈ T} = {At | t ∈ T} = Y.

Отже, у випадку виконання умови (Rp) твердження теореми дове-
дено.
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б) Нехай тепер одночаснiсть Y не задовольняє умови (Rp). Роз-
глянемо довiльний елемент x̃, що не належить до множини Bs(M).
Покладемо:

M̃ := Bs(M) ∪ {x̃} , ←̃ =←∪{(x̃, x̃)} ⊆ M̃ × M̃,

тобто, iншими словами, для x, y ∈ M̃ спiввiдношення y←̃x має мiсце
тодi i тiльки тодi, коли виконується хоч одна з умов x, y ∈ Bs(M)

i y← x або x = y = x̃. Враховуючи, що для x, y ∈ Bs(M) умова
y←̃x рiвносильна умовi y← x, надалi для вiдношень ←̃ i ← будемо
використовувати одне i те ж позначення←, вважаючи, що вiдношення
← просто розширено на множину M̃ . Оскiльки ∀x ∈ Bs(M) (x← x)

i x̃← x̃ (за означенням), то пара
(
M̃,←

)
є орiєнтованою множиною.

Покладемо:

Y0 := {B ∈ Y | ∃x, y ∈ B : x 6= y, y← x}
B̃ := B ∪ {x̃}, B ∈ Y0;

Ỹ0 :=
{
B̃ |B ∈ Y0

}
; Ỹ := Y ∪ Ỹ0.

Оскiльки, за припущенням, умова (Rp) не виконується, то Y0 6= ∅.
Оскiльки Y є одночаснiстю на M, i x̃ ∈ B̃ для довiльної множини
B̃ ∈ Ỹ0, то Ỹ є одночаснiстю на

(
M̃,←

)
. Одночаснiсть Ỹ вже буде

задовольняти умову (Rp). Тому, згiдно з доведеним в пунктi а), iснує
час ψ1 : T 7→ 2M̃ на

(
M̃,←

)
такий, що Yψ1 = {ψ1(t) | t ∈ T} = Ỹ.

Покладемо, ψ(t) := ψ1(t)∩Bs(M), t ∈ T. Згiдно з твердженням 3.1, ψ
є часом наM. Крiм того, Yψ =

{
A ∩Bs(M) | A ∈ Ỹ

}
= Y.

Нижче буде розглянуто питання про єдинiсть (при певних обме-
женнях) породжуючого часу одночасностi. Для того, щоб постановка
питання про таку “єдинiсть” була коректною, спочатку буде сформу-
льовано означення еквiвалентностi хронологiзацiй.

Означення 5.3. Хронологiзацiї H1 = ((T1,≤1) , ψ1) та H2 =

((T2,≤2) , ψ2) орiєнтованої множиниM будемо називати еквiвален-
тними (позначення H1 � H2), якщо iснує взаємно однозначна вiд-
повiднiсть ξ : T1 7→ T2 така, що:
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1) ξ є порядковим iзоморфiзмом мiж T1 i T2, тобто для довiльних
t, τ ∈ T1 нерiвнiсть t ≤1 τ має мiсце тодi i тiльки тодi, коли ξ (t) ≤2

ξ (τ).
2) Для довiльного t ∈ T1 має мiсце рiвнiсть ψ1(t) = ψ2(ξ(t)).

Твердження 5.2. Вiдношення � є вiдношенням еквiвалентностi на
довiльнiй множинi хронологiзацiй довiльної орiєнтованої множини.

Доведення. Нехай M — довiльна орiєнтована множина i V до-
вiльна множина хронологiзацiй M. Далi в цьому доведеннi Hi =

((Ti,≤i) , ψi) ∈ V (i = 1, 2, 3) означають довiльнi три хронологiзацiї
з V .

1) Рефлексивнiсть. Покладемо ξ11(t) := t, t ∈ T1. Очевидно, що
ξ11 є порядковим iзоморфiзмом мiж T1 i T1. При цьому ψ(t) = ψ(ξ11(t)),
t ∈ T1. Отже, H1 � H1.

2) Симетричнiсть. Нехай H1 � H2. Тодi, згiдно з означенням
5.3, iснує взаємно-однозначне вiдображення ξ12 : T1 7→ T2 таке, що
ξ12 є порядковим iзоморфiзмом мiж T1 та T2 i для довiльного t ∈ T1

ψ1(t) = ψ2(ξ12(t)). Покладемо ξ21(t) := ξ
[−1]
12 (t) ∈ T1, t ∈ T2. Оскiльки

ξ — порядковий iзоморфiзм мiж T1 i T2, то ξ21 = ξ
[−1]
12 — порядковий

iзоморфiзм мiж T2 i T1. Крiм того, для довiльного t ∈ T2 маємо,
ψ2(t) = ψ2

(
ξ12

(
ξ
[−1]
12 (t)

))
= ψ1 (ξ21(t)). Отже, H2 � H1.

3) Транзитивнiсть. Нехай H1 � H2, H2 � H3. Тодi iснують
порядковi iзоморфiзми ξ12 : T1 7→ T2 i ξ23 : T2 7→ T3 такi, що
ψ1(t) = ψ2 (ξ12(t)), t ∈ T1 i ψ2(t) = ψ3 (ξ23(t)), t ∈ T2. Покладе-
мо ξ13(t) := ξ23 (ξ12(t)), t ∈ T1. Легко бачити, що ξ13 — порядковий
iзоморфiзм мiж T1 i T3. Крiм того, для довiльного t ∈ T1 маємо
ψ1(t) = ψ2 (ξ12(t)) = ψ3 (ξ23 (ξ12(t))) = ψ3 (ξ13(t)). Отже, H1 � H3.

Але, якщо, навiть, ставити питання про єдинiсть породжуючого
часу одночасностi з точнiстю до еквiвалентностi вiдповiдних хроно-
логiзацiй, то вiдповiдь на поставлене питання є негативною. Так, на-
приклад, якщо (T,≤) — лiнiйно упорядкована множина, T1 ⊂ T,
ψ1 : T1 7→ 2Bs(M) — час на орiєнтованiй множинi M i t1 ∈ T1, то
для часу:

ψ(t) :=

{
ψ1(t), t ∈ T1

ψ1 (t1) , t ∈ T \T1

(t ∈ T)
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отримаємо Yψ = Yψ1 , хоча у випадку, коли множини T i T1 не є по-
рядково iзоморфними, хронологiзацiї ((T,≤) , ψ) i ((T1,≤) , ψ1) не є
еквiвалентними. Тому для того, щоб отримати позитивну вiдповiдь на
поставлене питання, далi будуть накладенi додатковi умови як на одно-
часнiсть, так i на породжуючий її час.

Означення 5.4. Нехай M — орiєнтована множина.
1) Будемо говорити, що множина B ⊆ Bs(M) монотонно по-

слiдовна множинi A ⊆ Bs(M) в орiєнтованiй множинi M (позна-
чення B←(m)

M
A), якщо iснують такi елементи x ∈ A i y ∈ B, що

y←
M
x i x 66←

M
y.

2) Нехай Q ⊆ 2Bs(M) — деяка система пiдмножин множини
Bs(M). Будемо говорити, що множина A ∈ Q транзитивно
монотонно послiдовна множинi B ∈ Q вiдносно Q (позначення

B
Q

�(m)
M

A), якщо iснує така послiдовнiсть множин C0, C1, · · · , Cn ∈

Q (n ∈ N), що C0 = A, Cn = B i для довiльного k ∈ 1, n Ck←(m)
M

Ck−1.

У випадку, коли наперед вiдомо, про яку орiєнтовану множинуM

йде мова в позначеннях←(m)
M

i
Q

�(m)
M

символM будемо опускати, вжи-

ваючи, замiсть них позначення ←(m) i
Q

�(m) вiдповiдно.

Зауваження 5.1. Вiдношення
Q

�(m) є транзитивним на Q, оскiльки
воно є транзитивним замиканням вiдношення ←(m) в сенсi [10, с. 69].

Використовуючи означення 5.4 неважко довести наступне твердже-
ння.

Твердження 5.3. Нехай M — орiєнтована множина, S,S′ ∈
Bs(M) — системи пiдмножин множини Bs(M), причому S v S′

(тобто для довiльної множини A ∈ S iснує множина A′ ∈ S′ така,
що A ⊆ A′).

Тодi для довiльних A,B ∈ S i A′, B′ ∈ S′ таких, що A ⊆ A′, B ⊆ B′

з умови B
S

�(m)A випливає, що B′
S′

�(m)A′.
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Означення 5.5. Нехай M — орiєнтована множина.
1) Систему множин S ⊆ 2Bs(M) будемо називати неповторною,

якщо не iснує множин A,B ∈ S таких, що A
S

�(m)B i B
S

�(m)A.
Зокрема, якщо одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) є неповторною системою
множин, отримуємо неповторну одночаснiсть.

2) Одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) будемо називати чiткою, якщо для
довiльних x, y ∈ Bs(M) таких, що y← x i x 6= y iснують множини

A,B ∈ Y такi, що x ∈ A, y ∈ B, A 6= B i B
Y

�(m)A (тобто якщо ця
одночаснiсть “вiдчуває” всi змiни на орiєнтованiй множинi M).

3) Одночаснiсть Y будемо називати чiтко-неповторною, якщо
вона є чiткою i неповторною одночасно.

Твердження 5.4. Нехай M — орiєнтована множина i S ⊆ 2Bs(M)

— неповторна система множин. Тодi:

1) Вiдношення
S

�(m) є строгим порядком (антирефлексивним i
транзитивним вiдношенням) на S (зокрема довiльних A,B ∈ S з

умови B
S

�(m)A випливає, що A 6= B).
2) Якщо S1 ⊆ 2Bs(M) i S1 v S то S1 також є неповторною,

системою множин.

Доведення. Перший пункт даного твердження безпосередньо випли-
ває з означення 5.5 (п.1) i зауваження 5.1. Другий пункт є наслiдком
твердження 5.3.

Лема 5.1. Якщо час ψ : T 7→ 2Bs(M) на орiєнтованiй множинi M
є монотонним i Yψ — одночаснiсть, породжена часом ψ, то для до-

вiльних t1, t2 ∈ T з умови ψ (t2)
Yψ

�(m)ψ (t1) випливає, що t1 < t2.

Доведення. 1) Розглянемо спочатку випадок ψ (t2)←(m)ψ (t1). В цьо-
му випадку, за означенням 5.4, iснують елементи x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2)

такi, що x2←x1 i x1 66←x2. Тому, оскiльки час ψ монотонний, t1 < t2.

2) Розглянемо тепер загальний випадок, коли ψ (t2)
Yψ

�(m)ψ (t1). В
цьому випадку iснують моменти часу τ0, τ1, . . . , τn ∈ T такi, що τ0 = t1,
τn = t2 i для довiльного k ∈ 1, n ψ (τk)←(m)ψ (τk−1). Звiдси, згiдно з
пунктом 1), отримуємо τk−1 < τk, k ∈ 1, n. Отже, t1 = τ0 < τ1 < . . . <

τn = t2.
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Означення 5.6. Одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) на орiєнтованiй множи-
нi M будемо називати монотонно зв’язною, якщо для довiльних
множин A,B ∈ Y таких, що A 6= B має мiсце хоч одна з умов

A
Y

�(m)B або B
Y

�(m)A.

Зауваження 5.2. Безпосередньо з означення 5.6 i твердження 5.4
(п.1) випливає, що коли одночаснiсть Y ⊆ 2Bs(M) є неповторною i

монотонно-зв’язною, то вiдношення
Y

�(m) є строгим лiнiйним поряд-
ком на Y.

Означення 5.7. Час ψ : T 7→ 2Bs(M) на орiєнтованiй множинi M
(де (T,≤) — лiнiйно упорядкована множина) будемо називати нев-
пинним, якщо не iснує моментiв часу t1, t2 ∈ T таких, що t1 < t2
i для довiльного t ∈ T такого, що t1 ≤ t ≤ t2 має мiсце рiв-
нiсть ψ(t) = ψ (t1). Час ψ будемо називати строго монотонним
(монотонно-невпинним), якщо вiн є одночасно i монотонним i нев-
пинним.

Лема 5.2. Нехай Y — чiтко-неповторна i монотонно-зв’язна одно-
часнiсть на орiєнтованiй множинi M i ψ : T 7→ 2Bs(M) — породжу-
ючий цю одночаснiсть час. Тодi:

1) Якщо час ψ є строго монотонний, то вiн є неповторним
(тобто для довiльних t1, t2 ∈ T з умови t1 6= t2 випливає, що
ψ (t1) 6= ψ (t2)).

2) Час ψ є строго монотонним тодi i тiльки тодi, коли для до-

вiльних t1, t2 ∈ T з умови t1 < t2 випливає, що ψ (t2)
Y

�(m)ψ (t1).
3) Якщо час ψ є строго монотонний, то строго лiнiйно упоряд-

кованi множини (T, >) i
(
Y,

Y

�(m)
)

є порядково iзоморфнi, причому

вiдображення ψ : T 7→ Y є порядковим iзоморфiзмом мiж (T, >) i(
Y,

Y

�(m)
)

.

Доведення. 1) Нехай час ψ : T 7→ 2Bs(M) є строго монотонний.
Припустимо, що iснують моменти часу t1,t2 ∈ T такi, що t1 < t2 i
ψ (t1) = ψ (t2). Оскiльки час ψ невпинний, то iснує момент часу t3 ∈ T

такий, що t1 < t3 < t2 i ψ (t3) 6= ψ (t1) = ψ (t2). Оскiльки ψ (t3) 6= ψ (t1)
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i одночаснiсть Y є монотонно зв’язною, то мусить мати мiсце хоч одна

з умов ψ (t3)
Y

�(m)ψ (t1) або ψ (t1)
Y

�(m)ψ (t3). Проте, оскiльки t1 < t3

то умова ψ (t1)
Y

�(m)ψ (t3) виконуватись не може, згiдно з лемою 5.1.

Отже, ψ (t3)
Y

�(m)ψ (t1). Аналогiчно з умов t3 < t2 i ψ (t3) 6= ψ (t2)

випливає, що ψ (t2)
Y

�(m)ψ (t3). Тобто, враховуючи, що ψ (t1) = ψ (t2)

маємо, ψ (t3)
Y

�(m)ψ (t1) i ψ (t1)
Y

�(m)ψ (t3), що суперечить тому, що
одночаснiсть Y = Yψ є неповторною.

2.а) Нехай час ψ : T 7→ 2Bs(M) є строго монотонний. Розгляне-
мо моменти часу t1, t2 ∈ T такi, що t1 < t2. Згiдно з першим пун-
ктом леми ψ (t1) 6= ψ (t2). Тому, оскiльки одночаснiсть Y є монотонно

зв’язною, то мусить мати мiсце хоч одна з умов ψ (t2)
Y

�(m)ψ (t1) або

ψ (t1)
Y

�(m)ψ (t2). Але, оскiльки t1 < t2, то умова ψ (t1)
Y

�(m)ψ (t2) ви-
конуватись не може, згiдно з лемою 5.1. Отже,

∀t1, t2 ∈ T t1 < t2 ⇒ ψ (t2)
Y

�(m)ψ (t1) . (6)

2.б) Нехай тепер виконується умова (6). Розглянемо елементарнi
стани x1, x2 ∈ Bs(M) такi, що x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2), x2← x1 i x1 66←x2
(де t1, t2 ∈ T). За означенням 5.4, ψ (t2)←(m)ψ (t1). Тому

ψ (t2)
Y

�(m)ψ (t1) . (7)

Якщо припустити, що t1 ≥ t2, то ми отримаємо

ψ (t1)
Y

�(m)ψ (t2) (8)

(справдi, у випадку t1 = t2 спiввiдношення (8) випливає з (7), а у випад-
ку t1 > t2 спiввiдношення (8) випливає з умови (6)). Отже, у випадку
t1 ≥ t2 мусять виконуватись умови (7) i (8) одночасно, що неможли-
во, оскiльки одночаснiсть Y є неповторною. Тому єдино можливим є
варiант t1 < t2. Цим доведено монотоннiсть часу ψ.

Припустимо, що iснують моменти часу t1, t2 ∈ T такi, що t1 < t2 i
для довiльного t ∈ T такого, що t1 ≤ t ≤ t2 має мiсце рiвнiсть ψ(t) =
ψ (t1). Тодi, зокрема, отримаємо ψ (t1) = ψ (t2), де t1 < t2. Оскiльки
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t1 < t2, то, за умовою (6), мусить виконуватись спiввiдношення (7),
а оскiльки ψ (t1) = ψ (t2), то спiввiдношення (8) повино виконуватись
також, що неможливо, оскiльки одночаснiсть Y є неповторною. Отже,
припущення — невiрне. Тому час ψ є невпинним. Таким чином, час ψ
строго монотонний.

3) Згiдно з першим пунктом леми, вiдображення ψ : T 7→ Y є
взаємно-однозначною вiдповiднiстю мiж T i Y = Yψ. Згiдно з другим
пунктом леми, для довiльних t1, t2 ∈ T з умови t2 > t1 випливає, що

ψ (t2)
Y

�(m)ψ (t1). Тому вiдображення ψ є порядковим iзоморфiзмом
мiж лiнiйно упорядкованими (за строгим порядком) множинами (T, >)

i
(
Y,

Y

�(m)
)

.

Теорема 5.2. Для довiльної чiтко-неповторної i монотонно-зв’язної
одночасностi Y iснує єдиний з точнiстю до еквiвалентностi хроно-
логiзацiй строго монотонний час ψ такий, що Y = Yψ.

Зауважимо, що в теоремi 5.2 єдинiсть з точнiстю до еквiвалентностi
хронологiзацiй означає, що якщо на лiнiйно упорядкованих множинах
T1 i T2 визначенi (вiдповiдно) строго-монотоннi часи ψ1 i ψ2 такi, що
Y = Yψ1 = Yψ2 , то хронологiзацiї (T1, ψ1) i (T2, ψ2) є еквiвалентними.

Доведення. 1. Нехай Y — чiтко-неповторна i монотонно-зв’язна
одночаснiсть на орiєнтованiй множинiM. Покладемо:

T := Y.

Для t, τ ∈ T = Y будемо вважати, що t ≤ τ тодi i тiльки тодi, коли

t = τ або τ
Y

�(m) t.

Згiдно iз зауваженням 5.2,
Y

�(m) є строгим лiнiйним порядком на Y.
Отже, вiдношення ≤ є нестрогим (оберненим) лiнiйним порядком, по-

родженим строгим порядком
Y

�(m). Тому для t, τ ∈ T справедлива
рiвносильнiсть:

t < τ тодi i тiльки тодi, коли τ
Y

�(m) t, (9)
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де t < τ означає, що t ≤ τ i t 6= τ . Отже, (T,≤) — лiнiйно упорядкована
множина. Покладемо:

ψ(t) := t, t ∈ T = Y.

Оскiльки T = Y, то для t ∈ T ψ(t) = t ∈ Y ⊆ 2Bs(M).
2. Доведемо, що ψ є часом наM.
(а) Оскiльки Y — одночаснiсть, то для довiльного x ∈ Bs(M) iснує

множина tx ∈ Y = T така, що x ∈ tx. Тодi будемо мати ψ (tx) = tx 3 x.
Отже, перша умова означення часу виконується.

(б) Нехай x, y ∈ Bs(M), y← x i x 6= y. Оскiльки одночаснiсть Y є

чiткою, то iснують tx, ty ∈ Y = T такi, що x ∈ tx, y ∈ ty i ty
Y

�(m) tx.
Тодi, згiдно (9), tx < ty. При цьому, оскiльки ψ(t) = t, t ∈ T:

x ∈ ψ (tx) ; y ∈ ψ (ty) .

Тому друга умова означення часу також виконується, отже, вiдобра-
ження ψ є часом.

3. Доведемо, що час ψ є строго монотонним.
(а) Нехай x ∈ ψ (tx), y ∈ ψ (ty), y←x i x 66← y. Тодi ty←(m) tx. Тому

ty
Y

�(m) tx, тобто, згiдно з (9), tx < ty.
(б) Припустимо, що час ψ не є невпинним. Тодi iснують t1, t2 ∈ T

такi, що t1 < t2 i для довiльного t ∈ T такого, що t1 ≤ t ≤ t2 ψ (t) =

ψ (t1). Зокрема це означає, що ψ (t2) = ψ (t1). Тому, оскiльки ψ(τ) = τ ,
τ ∈ T, t2 = t1, що суперечить нерiвностi t1 < t2. Отже, припущення
невiрне. Тому час ψ є строго монотонним.

4. Доведемо, що такий час ψ єдиний з точнiстю до еквiвалентностi
хронологiзацiй. Нехай ψ1 : T1 7→ 2Bs(M) — iнший строго монотонний
час, такий, що Yψ1 = Y, де (T1,≤1) — лiнiйно упорядкована множина.
Тодi, за лемою 5.2, лiнiйно упорядкованi (за строгим порядком) мно-

жини (T1, >1) i
(
Y,

Y

�(m)
)

— порядково iзоморфнi i вiдображення

ψ1 : T1 7→ Y є порядковим iзоморфiзмом мiж цими лiнiйно упоряд-
кованими множинами, де >1 — вiдношення, обернене до вiдношення
<1, тобто до строгого порядку, породженого вiдношенням ≤1. Тому
множини (T1,≤1) i (Y,≤) = (T,≤) також є порядково iзоморфнi з
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порядковим iзоморфiзмом ψ1. Крiм того, для довiльного t ∈ T1 маємо:

ψ1(t) = ψ (ψ1(t)) ,

тобто за означенням 5.3, ((T1,≤1) , ψ1) � ((T,≤) , ψ).

Означення 5.8. Нехай M — орiєнтована множина, ψ : T 7→ 2Bs(M)

— час на M.

Вiдображення h : T 7→ 2Bs(M) будемо називати хронометри-
чним процесом (для часу ψ), якщо:

1) Для довiльного t ∈ T h(t) ⊆ ψ(t).
2) Для довiльних t, τ ∈ T умова t < τ має мiсце тодi i тiльки

тодi, коли h(τ)
h(T)

�(m)h(t) i h(t) 6= h(τ), де h(T) = {h(t) | t ∈ T};

Час ψ на орiєнтованiй множинi M будемо називати внутрi-
шнiм, якщо для цього часу iснує хоч один хронометричний процес.

Змiст термiну “внутрiшнiй час” полягає в тому, що якщо час на
примiтивнiй мiнливiй множинi є внутрiшнiм, його можна “помiряти” в
межах цiєї примiтивної мiнливої множини, використовуючи хрономе-
тричний процес в якостi “годинника”, а стани хронометричного процесу
в якостi iндикаторiв моментiв часу.

Лема 5.3. Породжуючий час чiтко-неповторної i монотонно-зв’яз-
ної одночасностi є внутрiшнiм тодi i тiльки тодi, коли вiн є строго
монотонним.

Доведення. НехайM — орiєнтована множина, Y — чiтко-неповторна
i монотонно-зв’язна одночаснiсть на M i ψ : T 7→ 2Bs(M) — час, що
породжує Y (тобто Y = Yψ).

1) Припустимо, що час ψ є внутрiшнiм. Тодi для часу ψ iснує хро-
нометричний процес h : T 7→ 2Bs(M).

1.а) Доведемо, що час ψ є монотонним. Нехай x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈

ψ (t2), x2← x1 i x1 66←x2. Тодi ψ (t2)←(m)ψ (t1), тобто ψ (t2)
Y

�(m)ψ (t1).
Звiдси, оскiльки одночаснiсть Y є неповторною, за твердженням 5.4,
ψ (t1) 6= ψ (t2), тобто t1 6= t2. Доведемо, що t1 < t2. Припустимо су-
противне. Тодi, оскiльки t1 6= t2, маємо t2 < t1. Тому, оскiльки h —
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хронометричний процес, то h (t1)
h(T)

�(m)h (t2). Звiдси, враховуючи, що,
за означенням 5.8, h(T) v Y, використовуючи твердження 5.3, отри-

муємо ψ (t1)
Y

�(m)ψ (t2), що неможливо, оскiльки, одночаснiсть Y є не-

повторною, i, за доведеним вище, ψ (t2)
Y

�(m)ψ (t1). Отже, припущення
— невiрне. Тому t1 < t2. Монотоннiсть часу ψ доведено.

1.б) Доведемо, що час ψ є невпинним. Припустимо супротивне. Тодi
iснують моменти часу t1, t2 ∈ T такi, що t1 < t2 i для довiльного t ∈ T

такого, що t1 ≤ t ≤ t2 має мiсце рiвнiсть ψ (t) = ψ (t1). Тодi, зокрема,
ψ (t2) = ψ (t1). Але, оскiльки h — хронометричний процес i t1 < t2, то

h (t2)
h(T)

�(m)h (t1). Звiдси, згiдно з твердженням 5.3, ψ (t2)
Y

�(m)ψ (t1).
Отже, згiдно з твердженням, 5.4, ψ (t2) 6= ψ (t1), що суперечить отри-
маному вище. Отже, час ψ справдi є невпинним, тобто, враховуючи
отримане в пунктi 1.а), — строго монотонним.

2) Припустимо тепер, що час ψ є строго монотонним. За лемою

5.2, строго лiнiйно упорядкованi множини (T, >) i
(
Y,

Y

�(m)
)

=(
Y,

Yψ

�(m)
)

є порядково iзоморфними, i вiдображення ψ : T 7→ Y є

порядковим iзоморфiзмом мiж ними. Тому для довiльних t1, t2 ∈ T

умови t1 < t2 i ψ (t2)
Yψ

�(m)ψ (t1) рiвносильнi (де Yψ = Y = ψ (T)). Звiд-
си випливає, що вiдображення h(t) = ψ(t), t ∈ T є хронометричним
процесом для часу ψ. Тому час ψ є внутрiшнiм.

З леми 5.3 та теореми 5.2 випливає наступна теорема.

Теорема 5.3. Для довiльної чiтко-неповторної i монотонно-зв’язної
одночасностi Y iснує єдиний з точнiстю до еквiвалентностi хроно-
логiзацiй внутрiшнiй час ψ такий, що Y = Yψ.

Фiлософський змiст теореми 5.3 полягає в тому, що неповторнiсть
картин навколишньої дiйсностi, можливiсть бачити змiни, що вiдбу-
ваються в послiдовних одночасних станах та зв’язнiсть рiзних картин
навколишньої дiйсностi ланцюгами змiн (трансформацiй) однозначно
породжують хiд “внутрiшнього” часу у “нашому” свiтi.
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Зауваження 5.3. Надалi примiтивнi мiнливi множини будемо по-
значати калiграфiчними великими буквами. Нехай P = (M,T, φ) —
примiтивна мiнлива множина. Де T = (T,E) — лiнiйно упорядкована
множина. Введемо наступнi позначення:

Bs(P) := Bs(M); ←
P

:=←
M
; Tm(P) := T; ≤P :=E; ψP := φ.

Також будемо використовувати позначення ≥P ,<P ,>P для позначен-
ня оберненого, строгого та строгого оберненого порядку, породжено-
го нестрогим порядком ≤P . Множину Bs(P) будемо називати базо-
вою множиною, або множиною всiх елементарних станiв примiтив-
ної мiнливої множини P. Елементи множини Bs(P) будемо нази-
вати елементарними станами P, а вiдношення ←

P
будемо називати

напрямним вiдношенням змiн P. Множину Tm(P) будемо називати
множиною моментiв часу P. Вiдношення ≤P ,<P ,≥P ,>P будемо нази-
вати вiдповiдно вiдношеннями нестрогого, строго, нестрогого обер-
неного i строгого оберненого часового порядку на P. Вiдображення
ψP : Tm(P) :7→ 2Bs(P) будемо називати часом на P. У випадку, коли
зрозумiло, про яку примiтивну мiнливу множину P йде мова в позна-
ченнях←

P
, ≤P , <P , ≥P , >P , ψP символ P будемо опускати, вживаючи

замiсть них позначення ←, ≤, <, ≥, >, ψ вiдповiдно.

6 Системи абстрактних траєкторiй i примiтивнi
мiнливi множини, породженi ними.

Означення 6.1. Нехай M — довiльна непорожня множина i T =

(T,≤) — довiльна лiнiйно упорядкована множина.

1. Вiдображення r : D(r) 7→ M будемо називати абстрактною
траєкторiєю з T в M , якщо D(r) ⊆ T (де D(r) — область ви-
значення абстрактної траєкторiї r).

2. Системою абстрактних траєкторiй з T в M будемо називати
довiльну множину R, елементами якої є абстрактнi абстра-
ктнi траєкторiї з T в M таку, що⋃

r∈R
R (r) =M
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(де R(r) — область значень абстрактної траєкторiї r).

Теорема 6.1. Для довiльної системи R абстрактних траєкторiй з
T = (T,≤) в M iснує, причому єдина примiтивна мiнлива множина
P така, що:

1) Bs(P) =M ; Tm(P) = T, ≤P=≤.

2) Для довiльних x, y ∈ Bs(P) умова y← x має мiсце тодi i тiль-
ки тодi, коли iснує абстрактна траєкторiя r = rx,y ∈ R та
елементи t, τ ∈ D(r) такi, що x = r(t), y = r(τ) i t ≤ τ .

3) Для довiльних x ∈ Bs(P) i t ∈ Tm(P) умова x ∈ ψP(t) має мiсце
тодi i тiльки тодi, коли iснує абстрактна траєкторiя r = rx ∈
R така, що t ∈ D(r) i x = r(t).

Доведення. Нехай R — довiльна система абстрактних траєкторiй з
T = (T,≤) в M . Визначимо на множинi M бiнарне вiдношення C−−

R
та

вiдображення ϕR : T 7→ 2M :

C−−
R

= {(y, x) ∈M ×M |

∃r ∈ R∃t, τ ∈ D(r) : x = r(t), y = r(τ), t ≤ τ}.

ϕR(t) =
⋃

r∈R, t∈D(r)

{r(t)} = {r(t) | r ∈ R, t ∈ D(r)} .

Зокрема, ϕR(t) = ∅, якщо не iснує траєкторiй r ∈ R таких, що t ∈ D(r).

Неважко перевiрити, що трiйка P =

((
M,C−−

R

)
, (T,≤) , ϕR

)
є при-

мiтивною мiнливою множиною, яка, задовольняє умови 1),2),3) даної
теореми.

Навпаки, якщо примiтивна мiнлива множина P1 задовольняє умови
1), 2), 3) даної теореми, то з першої умови випливає, що Bs (P1) =M ,
Tm (P1) = T, ≤P1=≤, а другої та третьої умов випливають рiвностi
←
P1

= C−−
R

та ψP1 = ϕR. Отже, P1 = P .
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Означення 6.2. Нехай R — довiльна система абстрактних трає-
кторiй з T = (T,≤) в M . Примiтивну мiнливу множину P, яка
задовольняє умови 1),2),3) теореми 6.1, будемо називати примiтив-
ною мiнливою множиною, породженою системою абстрактних
траєкторiй R i будемо позначати її через Atp(R):

Atp(R) := P.

Таким чином, системи абстрактних траєкторiй дають досить про-
стий спосiб конструювання примiтивних мiнливих множин. Можна до-
вести, що даний спосiб є унiверсальним, тобто будь-яку примiтивну
мiнливу множину P можна подати у виглядi P = Atp(R), де R —
деяка система абстрактних траєкторiй.
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