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Для нескiнченно малих конформних деформацiй знайдено нову форму основних рiвнянь, яку пред-
ставлено через тензорнi поля похiдної вектора змiщення. Видiлено ознаки тривiальних деформацiй.
Дослiджено нескiнченно малi конформнi деформацiї поверхонь обертання.

Julia Fedchenko, On the existence of infinitesimal conformal deformations of surfaces, Math. Bull. Shevchen-
ko Sci. Soc. 10 (2013), 115–121.

A new form of basic equations for infinitesimal conformal deformations is found. This new form involves
tensor fields of derivative of the displacement vector. Conditions for trivial deformations as well as infinitesi-
mal conformal deformations of revolving surfaces are studied.

1. Вступ

Розглянемо поверхню S класу C 3 в евклiдовому просторi E3 з векторно-параметричним
рiвнянням r D r.x1; x2/ та її деформацiю S":

r" D r.x1; x2/ C "U .x1; x2/;

де
U .x1; x2/ D uir

i
C

ı
u n (1)

– вектор змiщення, " – малий параметр, а ui ,
ı
u – вiдповiдно тангенцiальнi та нормальна

компоненти вектора змiщення.
Всi iндекси тут i надалi незалежно набувають значень 1,2, якщо не вказано щось iнше.
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Означення 1. Нескiнченно малу деформацiю поверхнi S називатимемо нескiнченно малою
конформною деформацiєю, якщо коефiцiєнти першої квадратичної форми поверхнi S про-
порцiйнi коефiцiєнтам першої квадратичної форми деформованої поверхнi S" з точнiстю до
нескiнченно малих величин вище першого порядку вiдносно параметру деформацiї ".

Система основних рiвнянь нескiнченно малих конформних деформацiй має наступний
вигляд [1]:

rj ui C riuj � 2
ı
u bij D 2'gij ; (2)

де bij – коефiцiєнти другої квадратичної форми, '.x1; x2/ – деяка функцiя, яку називатиме-
мо функцiєю конформностi.

Рiвняння (2), з урахуванням виразу для варiацiї коефiцiєнтiв першої квадратичної форми
[2] ıgij D rj ui C riuj � 2

ı
u bij , набувають вигляду

ıgij D 2'gij : (3)

Є.Д. Фесенко в [1] проводить дослiдження основних рiвнянь (2) та показує, що замкненi
поверхнi додатньої гаусової кривини (за деяких обмежень) допускають нетривiальнi нескiн-
ченно малi конформнi деформацiї; для сфери знайдено вектор змiщення в явному виглядi.

У данiй роботi основнi рiвняння нескiнченно малих конформних деформацiй представ-
лено через тензорнi поля похiдної вектора змiщення (теорема 1). Знайдено тензорнi поля в
явному виглядi (теорема 2), видiлено тривiальний випадок (теорема 3). Показано, що поверх-
нi обертання допускають нетривiальнi нескiнченно малi конформнi деформацiї (теорема 4).

2. Нова форма основних рiвнянь нескiнченно малої конформної де-
формацiї поверхонь

Продиференцiюємо (1) коварiантно по xi . Тодi на основi деривацiйних рiвнянь поверхнi

rj r i D bij n; ni D �b˛
i r˛

матимемо, що
U i D T ˛

i r˛ C Tin; (4)

де
T k

i D riu
k

� bk
i

ı
u; (5)

Ti D @i

ı
u C bikuk: (6)

Тут b
j
i D bi˛g j̨ , uk D u˛g˛k, r – коварiантна похiдна на базi метричного тензора gij .

Рiвностi (4) можна розглядати як систему двох диференцiальних рiвнянь вiдносно однiєї
функцiї U . Умови iнтегровностi для (4) мають наступний вигляд:

rj T k
i � riT

k
j D bk

j Ti � bk
i Tj ; (7)

T k
i bkj � T k

j bki D riTj � rj Ti : (8)

Через тензорнi поля T k
i варiацiї коефiцiєнтiв першої квадратичної форми набувають та-

кого вигляду:
ıgij D T ˛

i g j̨ C T ˛
j g˛i : (9)
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Теорема 1. Для того, щоб поверхня S класу C 3 допускала нескiнченно малу конформну

деформацiю, необхiдно i достатньо, щоб тензорнi поля
ı

T ˛ˇ , T ˛ та функцiя конформностi

', що представляють похiдну вектора змiщення U i D ci˛

�
ı

T ˛ˇ � 'c˛ˇ

�
rˇ C ci˛T ˛n, задо-

вольняли систему наступних рiвнянь:8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

r˛

ı

T ˛ˇ � T ˛b
ˇ
˛ D '˛c˛ˇ I

b˛ˇ

ı

T ˛ˇ C r˛T ˛ D 0I
ı

T ˛ˇ .ci˛gjˇ C cj˛giˇ / D 0I

'i D @i':

(10)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай поверхня S допускає нескiнченно малу конформну дефор-
мацiю. Тодi тензорнi поля T k

i , Ti , що представляють похiдну вектора змiщення U i (4), та
функцiя конформностi ' задовольняють систему наступних рiвнянь:8̂̂̂<̂

ˆ̂:
rj T k

i � riT
k
j D bk

j Ti � bk
i Tj I

T k
i bkj � T k

j bki D riTj � rj Ti I

T ˛
i g j̨ C T ˛

j g˛i D 2'gij I

'i D @i':

(11)

Введемо до розгляду двiчi контраварiантний тензор T ij i контраварiантний вектор T i за
формулами

T ij
D c˛iT j

˛ ; T i
D c˛iT˛: (12)

Тодi
T

ˇ
i D ci˛T ˛ˇ ; Ti D ci˛T ˛; (13)

cij – дискримiнантний тензор, cij D gi˛gjˇ c˛ˇ , g˛ˇ – елементи матрицi, оберненої до kg˛ˇ k.
З урахуванням (13), система (11) набуває наступного вигляду8̂̂̂<̂

ˆ̂:
r˛T ˛ˇ � T ˛b

ˇ
˛ D 0I

b˛ˇ T ˛ˇ C r˛T ˛ D 0I

T ˛ˇ .ci˛gjˇ C cj˛giˇ / D 2'gij I

'i D @i':

(14)

Подамо T ˛ˇ у виглядi суми симетричної та кососиметричної частин:

T ˛ˇ
D

ı

T
˛ˇ

C �c˛ˇ ; (15)

де
ı

T ˛ˇ D
ı

T ˇ˛, � – деяка функцiя.
З рiвняння .14/3, на основi (15), матимемо:

ı

T
˛ˇ .ci˛gjˇ C cj˛giˇ / � 2�gij D 2'gij : (16)

Згорнемо останнє рiвняння з gij i отримаємо, що � D �'.
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Таким чином, .14/3 матиме вигляд

ı

T
˛ˇ .ci˛gjˇ C cj˛giˇ / D 0; (17)

а представлення тензорного поля

T ˛ˇ
D

ı

T
˛ˇ

� 'c˛ˇ : (18)

Тодi .14/1, .14/2 з урахуванням (18) набувають наступного вигляду:

r˛

ı

T
˛ˇ

� T ˛bˇ
˛ D '˛c˛ˇ

I b˛ˇ

ı

T
˛ˇ

C r˛T ˛
D 0:

Похiдна вектора змiщення матиме вигляд:

U i D ci˛

�
ı

T
˛ˇ

� 'c˛ˇ

�
rˇ C ci˛T ˛n: (19)

Достатнiсть. Нехай на поверхнi S iснують тензорнi поля
ı

T ˛ˇ , T ˛ та деяка функцiя ', що
задовольняють рiвняння системи (10).

Покладемо
ı

T ˛ˇ D T ˛ˇ C 'c˛ˇ . Тодi з (10), на основi останньої рiвностi, матимемо (14). З
урахуванням (12), пiсля простих перетворень матимемо (11). Таким чином, поверхня допу-
скає нескiнченно малу конформну деформацiю.

3. Представлення тензорних полiв
ı

T ˛ˇ, T ˛ в явному виглядi.

Теорема 2. Для того, щоб нескiнченно мала деформацiя поверхнi S .K ¤ 0/ класу C 3 була
конформною, необхiдно i достатньо, щоб на поверхнi iснували функцiї t , ', якi задовольня-
ють рiвняння

rs.t˛d s˛/ � rs.'˛c˛ˇ d s
ˇ / C 2Ht D 0: (20)

Тодi тензорнi поля похiдної вектора змiщення (19)мають вигляд

ı

T
˛ˇ

D tg˛ˇ ; (21)

T s
D t˛d s˛

� '˛c˛ˇ d s
ˇ : (22)

Тут d s
ˇ

D d s˛g˛ˇ , d s˛ D
1
K

csic j̨ bij .

Доведення. Необхiднiсть. Нехай деформацiя поверхнi S є конформною деформацiєю з ве-

ктором змiщення U . Тодi тензорнi поля
ı

T ˛ˇ , T ˛, що є компонентами U i , та функцiя кон-

формностi ' задовольняють рiвняння системи (10). Покажемо, що
ı

T ˛ˇ , T ˛ мають представ-
лення (21), (22).

Проведемо дослiдження системи (10). З рiвняння .10/3 маємо [2], що
ı

T ˛ˇ D tg˛ˇ , де

t – деяка функцiя. Пiсля пiдстановки
ı

T ˛ˇ у .10/1 та множення на d s
ˇ

отримаємо T s D

t˛d s˛ � '˛c˛ˇ d s
ˇ
:
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Оскiльки тензорнi поля мають задовольняти .10/2, тодi матимемо умову (20) на функцiї
t , '.

Достатнiсть. Нехай на поверхнi S iснують деякi функцiї t , ', якi задовольняють рiвняння

(20). Тодi вiзьмемо тензорнi поля
ı

T ˛ˇ , T ˛ у виглядi (21), (22) i покажемо, що за даного
представлення система (10) задовольняється.

Дiйсно, пiдстановкою (21), (22) в (10) переконуємося, що система (10) виконується в ре-

зультатi використання (20). Тобто, на поверхнi iснують тензорнi поля
ı

T ˛ˇ , T ˛, що задо-
вольняють (10). Тодi, на основi теореми 1, iснує вектор змiщення конформної деформацiї
поверхнi.

4. Тривiальнi нескiнченно малi конформнi деформацiї поверхонь
Розглянемо, коли нескiнченно мала конформна деформацiя буде тривiальною.
Нескiнченно малi конформнi деформацiї, для яких ' D c D const називають тривiаль-

ними нескiнченно малими конформними деформацiями.
З огляду на (3) бачимо, що для тривiальних конформних деформацiй ıgij D 2cgij . Таким

чином, тривiальнi нескiнченно малi конформнi деформацiї є нескiнченно малими гомотетiя-
ми. У випадку c D 0 варiацiя метричного тензора ıgij D 0 i деформацiя є згинанням.

Теорема 3. Для того, щоб деформацiя поверхнi S .K ¤ 0/ класу C 3 була тривiальною
нескiнченно малою конформною деформацiєю, необхiдно i достатньо, щоб iснували стала
конформна функцiя ' та характеристична функцiя Вейнгартена t :

rs.t˛d s˛/ C 2Ht D 0: (23)

Тодi тензорнi поля мають представлення

ı

T
˛ˇ

D tg˛ˇ ; T s
D t˛d s˛: (24)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай поверхня допускає тривiальну нескiнченно малу конформ-

ну деформацiю. Тодi на таких поверхнях, в силу конформностi, тензорнi поля
ı

T ˛ˇ , T ˛ мають
представлення (21), (22). Для тривiальних конформних деформацiй функцiя конформностi
' D const i представлення (21), (22) матимуть вигляд (24). Пiдставимо значення ' в (20) i
отримаємо рiвняння на функцiю t (23), яке є характеристичним рiвнянням Вейнгартена.

Достатнiсть. Нехай на поверхнi S iснують стала функцiя ' та характеристична функцiя
Вейнгартена t . Данi функцiї задовольняють рiвняння (20). Отже, за теоремою 2, iснує вектор
конформної деформацiї. Оскiльки ' D const , то нескiнченно мала конформна деформацiя
є тривiальною.

5. Нескiнченно малi конформнi деформацiї поверхонь обертання
Проведемо дослiдження рiвняння (20). Для цього подамо дане рiвняння у розгорнутому

виглядi (у лiнiях кривини):

r1t1d 11
C r2t2d 22

C t1.r1d 11
C r2d 21/ C t2.r1d 12

C r2d 22/ � r2'1c12d 2
2 �
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�r1'2c21d 1
1 � '1c12.r1d 1

2 C r2d 2
2 / � '2c21.r1d 1

1 C r2d 2
1 / C 2Ht D 0:

Нехай t D 0. Тодi останнє рiвняння матиме вигляд

r2'1.d 1
1 � d 2

2 / � '1.r1d 1
2 C r2d 2

2 / C '2.r1d 1
1 C r2d 2

1 / D 0: (25)

Теорема 4. Поверхня обертання r D .ucosv; usinv; f .u// .K ¤ 0, d 1
1 � d 2

2 ¤ 0/ допускає

нетривiальну нескiнченно малу конформну деформацiю при t D 0. Тензори деформацiї
ı

T ˛ˇ ,
T s та функцiя ' виражаються в явному виглядi за формулами

ı

T
11

D
ı

T
12

D
ı

T
22

D 0; (26)

T 1
D K 0.v/

1 C f 02

uf 00
e

�
R

3f 02f 002�f 0f 000�f 03f 000

.f 0Cf 03�uf 00/f 00
du

; (27)

T 2
D �K.v/

.3f 0f 002 � f 000 � f 02f 000/

.f 0 C f 03 � uf 00/f 00
e

�
R

3f 02f 002�f 0f 000�f 03f 000

.f 0Cf 03�uf 00/f 00
du

; (28)

' D K.v/e
�

R
3f 02f 002�f 0f 000�f 03f 000

.f 0Cf 03�uf 00/f 00
du

;

K.v/ – довiльна функцiя.

Доведення. Дослiдимо рiвняння (25) для поверхнi обертання r D .u cos v; u sin v; f .u//.
Для такої поверхнi

g11 D 1 C f 02; g12 D 0; g22 D u2;

b11 D
f 00p

1 C f 02
; b12 D 0; b22 D

uf 0p
1 C f 02

;

c12
D �c21

D
1

u
p

1 C f 02
; c11

D c22
D 0;

d 1
1 D

.1 C f 02/3=2

f 00
; d 1

2 D d 2
1 D 0; d 2

2 D
u

p
1 C f 02

f 0
;

�1
11 D

f 0f 00

1 C f 02
; �2

12 D
1

u
; �1

22 D �
u

1 C f 02
; �2

11 D �1
12 D �2

22 D 0:

Оскiльки

r2'1 D @2'1 � �2
12'2; r1d 1

2 C r2d 2
2 D 0; r1d 1

1 C r2d 2
1 D @1d 1

1 C �2
12.d 1

1 � d 2
2 /;

то (25) матиме вигляд
@2'1.d 1

1 � d 2
2 / C '2@1d 1

1 D 0:

Нехай d 1
1 � d 2

2 ¤ 0. Пiсля iнтегрування знаходимо '2:

'2 D QK.v/e
�

R
3f 02f 002�f 0f 000�f 03f 000

.f 0Cf 03�uf 00/f 00
du

:

Тодi

' D K.v/e
�

R
3f 02f 002�f 0f 000�f 03f 000

.f 0Cf 03�uf 00/f 00
du

;
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де K.v/ D
R

QK.v/dv – довiльна функцiя.
Таким чином, за теоремою 2 поверхнi обертання допускають нескiнченно малi конформнi

деформацiї, якi не є тривiальними (теорема 3). Тензорнi поля похiдної вектора змiщення
ı

T 11,
ı

T 12,
ı

T 22, T 1, T 2 мають вигляд (26), (27), (28).

Зокрема, у випадку катеноїда f .u/ D aln.u C
p

u2 � a2/ C alnc, де a; c – сталi:

' D
K.v/

u
;

ı

T
11

D
ı

T
12

D
ı

T
22

D 0; T 1
D �K 0.v/

p
u2 � a2

au
; T 2

D �K.v/

p
u2 � a2

au2
:
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