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У просторi S D CC Œ0; 1�2 всiх нарiзно неперервних функцiй f W Œ0; 1�2 ! R, надiленому ло-
кально опуклою топологiєю пошарової рiвномiрної збiжностi, вивчається секвенцiальне замикання P

s

простору P всiх полiномiв вiд двох змiнних. Зокрема, з’ясовується, що нарiзно неперервнi функцiї
f W Œ0; 1�2 ! R, у яких проекцiя E точок розриву на вiсь абсцис не бiльш, нiж злiченна, або така, що
звуження f jE�Œ0;1� неперервне, належать до P

s
.

V. Maslyuchenko, O. Maslyuchenko, H. Voloshyn, On layer-wise uniform approximation of separately con-
tinuous functioins by polynomials, Math. Bull. Shevchenko Sci. Soc. 10 (2013), 135–158.

We study the sequential closure P
s

of the space P of all polynomials of two variables in the space
S D CC Œ0; 1�2 of all separately continuous functions f W Œ0; 1�2 ! R, endowed with a locally convex
topology of layer-wise uniform convergence. In particular, we prove that separately continuous functions
f W Œ0; 1�2 ! R belong to P

s
if where the projection E of discontinuity points on the x-axis is at most

countable or the restriction f jE�Œ0;1� is continuous.

1. Вступ.
У цiй працi ми пiдсумовуємо результати дослiджень задачi про секвенцiальне замикання

P
s

простору P всiх многочленiв вiд двох змiнних у просторi S D CC Œ0; 1�2 всiх нарiзно
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неперервних функцiй f W Œ0; 1�2 ! R, надiленому топологiєю T пошарової рiвномiрної збi-
жностi, якi були отриманi за останнiй перiод з лiта 2012 року до лiта 2013 року i доповiдалися
на багатьох конференцiях [1]–[4]. Основне питання формулюється так: для яких нарiзно не-
перервних функцiй f W Œ0; 1�2 ! R iснує така послiдовнiсть многочленiв fn W Œ0; 1�2 ! R, що
fn.x; y/ рiвномiрно прямує до f .x; y/ вiдносно x на Œ0; 1� для кожного y 2 Œ0; 1� i вiдносно
y на Œ0; 1� для кожного x 2 Œ0; 1�? Тобто йдеться про опис елементiв з P

s
.

Зауважимо, що в [1, 5] було з’ясовано, що для звичайного замикання справджується
рiвнiсть P D C D S , де C D C Œ0; 1�2 – простiр усiх сукупно неперервних функцiй
f W Œ0; 1�2 ! R. Для секвенцiального замикання, як i для звичайного, теж P

s
D C

s
, але

питання про те, чи має мiсце рiвнiсть C
s

D S , залишається поки що вiдкритим. Локально
опуклий простiр .S; T / не задовольняє першу аксiому злiченностi, тому в ньому секвенцi-
альне замикання може не збiгатися зi звичайним. Не знаючи чи C

s
D S , природно поставити

задачу про вiдшукання такої пiдмножини L в S , що L
s

¤ L. Вона теж ще не розв’язана.

Тут ми дослiджуємо властивостi простору P
s

D C
s
, зокрема, з’ясовуємо, що вiн iнварi-

антний вiдносно переходу до рiвномiрної границi послiдовностей. Ми доводимо, що функцiя
Шварца sp.x; y/ D

2xy

x2Cy2 , .x; y/ ¤ .0; 0/, sp.0; 0/ D 0, належить до C
s
, як i довiльна фун-

кцiя f 2 S зi скiнченною множиною точок розриву D.f /. Тому i функцiя Бера

f0.x; y/ D

1X
kD1

1

2k
sp.x � xk; y � yk/

для довiльної послiдовностi точок pk D .xk; yk/ 2 R2 теж входить у C
s
.

Ще Р.Бер у своїй дисертацiї [6] встановив, що для кожної нарiзно неперервної функцiї
f W Œ0; 1�2 ! R проекцiї prX.D.f // i prY .D.f // множини D.f / її точок розриву на осi
абсцис i ординат вiдповiдно є множинами першої категорiї. Звiдси легко вивести, що для
кожної функцiї f 2 S iснують такi двi залишковi Gı-множини A i B на вiдрiзку X D Y D

Œ0; 1�, що функцiя f буде сукупно неперервною у кожнiй точцi з множини xp.A � B/ D

.A � Y / [ .X � B/. Використовуючи категорнi мiркування, ми доводимо, що для кожної
функцiї f з C

s
iснують такi залишковi Gı-множини A i B на Œ0; 1�, що для кожної точки

p0 D .x0; y0/ 2 A � B i довiльного " > 0 iснують околи U i V точок x0 i y0 вiдповiдно i
функцiя g 2 C , такi, що jf .p/ � g.p/j � " на хрестi xp.U � V / D .U � Y / [ .X � V /.
Легко зрозумiти, що описана в цьому твердженнi властивiсть (її ми назвали властивiсть М)
сильнiша, нiж сформульована вище властивiсть Бера. Постало природне питання: чи кожна
функцiя f 2 S має властивiсть М? Виявилося, що це справдi так i довести це можна двома
способами, перший з яких базується на теоремi Гана-Д’єдонне-Тонґа-Катетова [7, c.105], а
другий використовує компактнiсть вiдрiзка Œ0; 1� i властивiсть Бера.

Нарештi, ми розвиваємо метод лiнiйної iнтерполяцiї i з допомогою нього показуємо, що
кожна функцiя f 2 S , у якої одна з проекцiй prX.D.f // чи prY .D.f // на вiсь абсцис
чи ординат не бiльш, нiж злiченна, входить в C

s
. Ми з’ясовуємо також, що коли у функцiї

f 2 S i звуження f jE�Y неперервне, де E D prX.D.f //, то f 2 C
s
.
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2. Iсторiя.

Дослiдження питань апроксимацiї нарiзно неперервних функцiй розпочалося з працi
А.Лебеґа [8], в якiй вiн, використавши наближення неперервної функцiї ламаними, довiв,
що кожна нарiзно неперервна функцiя f W R2 ! R належить до першого класу Бера, тобто
є поточковою границею сукупно неперервних функцiй fn W R2 ! R. Поточкова апроксима-
цiя нарiзно неперервних функцiй сукупно неперервними, тобто їх берiвська класифiкацiя,
як i спорiднена з нею лебеґiвська класифiкацiя, вивчалась у працях багатьох математикiв:
Г.Ган, К.Куратовський, Д.Монтґомерi, В.Моран, Б.Джонсон, Ж.Сан-Ремо, В.Рудiн, Ґ.Вера,
Р.Генсел, В.Маслюченко, В.Михайлюк, О.Собчук, Т.Банах, О.Карлова та iн. (див. дисертацiї
[9]–[11] i вказану там лiтературу). Цi дослiдження тривають i нинi (див., наприклад, [12]).

В останнiй час активiзувалися дослiдження питань пошарово рiвномiрної апроксимацiї
нарiзно неперервних функцiй. Вони теж мають своїм джерелом пiонерську працю А.Лебеґа
[8], адже ламанi gn з вершинами у точках .k

n
; g.k

n
//, де k D 0; 1; : : : ; n, рiвномiрно збiгаються

до неперервної функцiї g W Œ0; 1� ! R на вiдрiзку, i тому метод Лебеґа дає нам апрокси-
мацiю нарiзно неперервної функцiї f W Œ0; 1�2 ! R сукупно неперервними CL-функцiями
fn W Œ0; 1�2 ! R, якi неперервнi вiдносно першої змiнної i є лiнiйними сплайнами вiдносно
другої, при цьому fn.x; y/ ⇒ f .x; y/ вiдносно y на Œ0; 1� для кожного x 2 Œ0; 1�. Це спосте-
реження використав М.Цуджi [13], отримавши на його основi певний варiант теореми Бера
про проекцiю.

У працi [14] з допомогою многочленiв Бернштейна для кожної нарiзно неперервної фун-
кцiї f W Œ0; 1�2 ! R була побудована послiдовнiсть сукупно неперервних CP -функцiй
fn W Œ0; 1�2 ! R, неперервних вiдносно першої змiнної i полiномiальних вiдносно другої,
для яких всi вертикальнi x-розрiзи f x

n D fn.x; �/ функцiй fn рiвномiрно на Œ0; 1� збiгаються
до вертикального x-розрiзу f x D f .x; �/ функцiї f , i на основi цього отримано нове дове-
дення теореми Бера про проекцiю. Тут же пошарова рiвномiрна апроксимацiя привела до
отримання нових характеризацiй метризовних компактiв. Iдеї цiєї працi були розвинутi в ро-
ботах [15]–[18], де замiсть алгебраїчних полiномiв розглядалися тригонометричнi, зокрема,
полiноми Фейєра i Джексона, а також дослiджувалася загальна проблема: для яких компа-
ктiв Y для кожного всюди щiльного лiнiйного пiдпростору N банахового простору Cu.Y /

всiх неперервних функцiй g W Y ! R з рiвномiрною нормою, довiльного топологiчного про-
стору X i будь-якої нарiзно неперервної функцiї f W X �Y ! R iснує послiдовнiсть сукупно
неперервних функцiй fn W X � Y ! R, таких, що f x

n 2 N для довiльних x 2 X i n 2 N i
f x

n ⇒ f x на Y для кожного x 2 X? Зокрема, в [17] з допомогою побудов працi [14] було
показано, що для метризовних компактiв це так.

Сформульоване у вступi питання про пошарову рiвномiрну апроксимацiю нарiзно не-
перервних функцiй многочленами природно виникло у зв’язку з топологiзацiєю простору
S D CC Œ0; 1�2, встановленням рiвностi P D S i згаданим результатом про апроксимацiю
CP -функцiями fn, для яких тiльки f x

n ⇒ f x на Œ0; 1� для кожного x 2 Œ0; 1�. Воно вперше
прозвучало в доповiдi другого з спiвавторiв на мiжнароднiй конференцiї пам’ятi С.Банаха у
Львовi у вереснi 2012 року i опублiковане в тезах [2].
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3. Основнi означення i позначення.
Для вiдображення f W X � Y ! Z i точки p D .x; y/ 2 X � Y ми покладаємо

f x.y/ D fy.x/ D f .x; y/ D f .p/:

Вiдображення f x W Y ! Z називається вертикальним x-розрiзом, а вiдображення fy W

X ! Z – горизонтальним y-розрiзом вiдображення f .
Нехай X , Y i Z – топологiчнi простори. Вiдображення f W X � Y ! Z називається

нарiзно неперервним у точцi p0 D .x0; y0/ з добутку X�Y , якщо вiдображення f x0 W Y ! Z

неперервне у точцi y0, а вiдображення fy0
W X ! Z неперервне у точцi x0, i просто нарiзно

неперервним, якщо воно є таким у кожнiй точцi добутку X �Y . Зрозумiло, що вiдображення
f W X � Y ! Z буде нарiзно неперервним тодi i тiльки тодi, коли всi його вертикальнi
x-розрiзи f x W Y ! Z i горизонтальнi y-розрiзи fy W X ! Z неперервнi. Сукупнiсть усiх
нарiзно неперервних вiдображень f W X � Y ! Z ми позначаємо символом CC.X � Y; Z/.

Вiдображення f W X �Y ! Z називається сукупно неперервним або просто неперервним
у точцi p0 D .x0; y0/ 2 X � Y , якщо для кожного околу W точки z0 D f .p0/ у просторi Z

iснують такi околи U i V точок x0 i y0 у просторах X i Y вiдповiдно, що f .U � V / � W ,
тобто f є неперервним у точцi p0 вiдносно топологiї добутку на X � Y , i просто сукупно не-
перервним чи неперервним, якщо воно є таким у кожнiй точцi з X�Y . Множина всiх сукупно
неперервних вiдображень позначається через C.X � Y; Z/ вiдповiдно до того, що множина
всiх неперервних вiдображень f W X ! Y позначається через C.X; Y /. Для скорочення ми
вживаємо символи

C.X/ D C.X; R/; CC.X � Y / D CC.X � Y; R/ i C.X � Y / D C.X � Y; R/

Як простори C.X/ чи C.X �Y /, так i простiр CC.X �Y / – це векторнi простори вiдносно
звичайних дiй над функцiями, лiнiйнi пiдпростори просторiв RX чи RX�Y всiх функцiй на
X чи X � Y вiдповiдно.

Зрозумiло, що з сукупної неперервностi в точцi випливає нарiзна неперервнiсть у цiй же
точцi, отже, C.X � Y; Z/ � CC.X � Y; Z/. Обернене, взагалi кажучи, не правильне, як
показує хрестоматiйний приклад функцiї Шварца sp W R2 ! R, яка нарiзно неперервна, але
не є сукупно неперервною в точцi .0; 0/ (i тiльки в нiй).

Для вiдображення f W X ! Y символом C.f / ми позначаємо множину його точок
неперервностi, а через D.f / D XnC.f / – множину його точок розриву. Для вiдображення
f W X � Y ! Z символ C.f / означає множину точок, в яких f сукупно неперервне, а
D.f / D .X � Y /nC.f /, тобто точки розриву вiдображення f W X � Y ! Z – це тi точки, в
яких f не є сукупно неперервним. Так, для функцiї Шварца C.sp/ D R2nf.0; 0/g i D.f / D

f.0; 0/g.
Для пiдмножини E топологiчного простору T символом E ми позначаємо звичайне за-

микання множини E в T , тобто сукупнiсть усiх точок дотику t з T множини E, якi можуть
бути охарактеризованi умовою: iснує сiтка .ti/i2I , що складається з точок ti 2 E, яка збiгає-
ться до t в T . Символ E

s
означає секвенцiальне замикання множини E в T , тобто сукупнiсть

усiх точок t з T , для яких iснує звичайна послiдовнiсть .tn/1
nD1 точок tn з E, яка прямує до

t . У просторах з першою аксiомою злiченностi, зокрема, в метризовних просторах, завжди
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E D E
s
, але, взагалi кажучи, справджується лише включення E

s
� E, рiвностi ж може не

бути. Так, секвенцiальне замикання простору C.R/ всiх неперервних функцiй f W R ! R у
просторi RR всiх функцiй f W R ! R з топологiєю поточкової збiжностi – це простiр B1.R/

всiх функцiй першого класу Бера, а звичайне замикання – це весь простiр RR, при цьому
B1.R/ ¤ RR, бо функцiя Дiрiхле f D �Q не належить до B1.R/.

Для довiльної функцiї f W T ! R покладемо

kf k1 D sup
t2T

jf .t/j:

Функцiя k�k1 буде нормою на просторi l1.T / всiх обмежених функцiй f W T ! R, зокрема,
на просторi C.T / всiх неперервних функцiй f W T ! R, якщо T – компактний простiр. Для
компактного простору T нормований простiр .C.T /; k � k1/ ми позначаємо символом Cu.T /,
для його елементiв kf k1 D maxt2T jf .t/j.

Символом Cp.T / для довiльного топологiчного простору T позначається простiр C.T / з
топологiєю поточкової збiжностi, що породжується сiм’єю переднорм

qt.f / D jf .t/j; t 2 T:

Допускаючи вiльнiсть мови, функцiю k � k1 W RT ! Œ0I C1� ми називаємо рiвномiрною
нормою, адже послiдовнiсть функцiй fn W T ! R буде рiвномiрно збiгатися до функцiї
f W T ! R на T тодi i тiльки тодi, коли kfn � f k1 ! 0. Для позначення рiвномiрної
збiжностi на множинi T ми вживаємо звичайне коротке позначення: fn ⇒ f на T .

4. Топологiзацiя простору нарiзно неперервних
функцiй i рiвнiсть P

s
D C

s.
Нехай X i Y – компактнi топологiчнi простори. Розглянемо на векторному просторi

CC.X � Y / двi сiм’ї переднорм, поклавши для функцiї f 2 CC.X � Y / i довiльних еле-
ментiв x 2 X i y 2 Y

kf k
x

D kf x
k1 i kf ky D kfyk1:

Локально опуклу топологiю T на просторi CC.X � Y /, що породжується сукупнiстю пере-
днорм

fk � k
x

W x 2 Xg [ fk � ky W y 2 Y g

ми називаємо топологiєю пошарової рiвномiрної збiжностi, бо fn ! f у просторi
.CC.X � Y /; T / тодi i тiльки тодi, коли f x

n ⇒ f x на Y для кожного x 2 X i .fn/y ⇒ fy на
X для кожного y 2 Y .

У цiй статтi ми розглянемо частинний випадок, коли X D Y D Œ0; 1�, вiдклавши дослi-
ження загального випадку на пiзнiшi часи. У цьому випадку добуток X � Y – це одиничний
квадрат Q D Œ0; 1�2 на числовiй площинi R2, а CC.X �Y / – це простiр CC Œ0; 1�2 всiх нарiзно
неперервних функцiй f W Œ0; 1�2 ! R, заданих на квадратi Q. Простiр CC Œ0; 1�2, надiлений
топологiєю пошарової рiвномiрної збiжностi, ми будемо позначати лiтерою S . Лiтерою P

позначається простiр всiх полiномiв

f .x; y/ D

nX
j;kD0

aj;kxj yk
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вiд двох дiйсних змiнних, для яких 0 � x � 1 i 0 � y � 1, а лiтерою C – простiр C Œ0; 1�2

усiх сукупно неперервних функцiй f W Œ0; 1�2 ! R. Зрозумiло, що P i C є лiнiйними пiдпро-
сторами S , причому P � C � S (включення строгi).

Властивостi простору S вивчалися у працi [5], де було з’ясовано, що S – це повний
сепарабельний локально опуклий простiр, що не задовольняє першу аксiому злiченностi, а
значить, не метризовний, причому P D C D S , де замикання, зрозумiло, розглядається у
просторi S .

У цiй статтi ми будемо вивчати секвенцiальне замикання P
s

в S . Почнемо з такого про-
стого спостереження.

Теорема 4.1. P
s

D C
s
.

Доведення. Оскiльки P � C , то i P
s

� C
s
. Покажемо, що виконується i обернене включе-

ння.
Нехай f 2 C

s
. Тодi iснує така послiдовнiсть функцiй fn 2 C , що fn ! f у просторi S ,

тобто
kfn � f k

x
! 0 i kfn � f ky ! 0 для довiльних x; y 2 Œ0; 1�:

За теоремою Вейєрштрасса для функцiй двох змiнних [19] простiр P всюди щiльний у про-
сторi Cu.Q/. Тому для кожного номера n iснує такий многочлен gn 2 P , що kgn � fnk �

1
n

.
В такому разi для довiльного x 2 Œ0; 1�

kgn � f k
x

D kgx
n � f x

k1 � kgx
n � f x

n k1 C kf x
n � f x

k1 �

� kgn � fnk1 C kfn � f k
x
1 �

1

n
C kfn � f k

x;

звiдки негайно випливає, що kgn � f kx ! 0. Так само перевiряється i те, що kgn � f ky ! 0

для кожного y 2 Œ0; 1�. Тому gn ! f у просторi S , отже, f 2 P
s
.

Надалi ми будемо вивчати саме секвенцiальне замикання C
s

простору C сукупно непе-
рервних функцiй у просторi S нарiзно неперервних функцiй на квадратi. Зауважимо, що цю
задачу можна розглядати i в загальнiшому випадку, коли квадрат Q замiнено на добуток
X � Y довiльних компактних просторiв i поняття многочлена втрачає змiст.

5. Функцiї зi скiнченним числом точок розриву.

Оскiльки простiр C iнварiантний вiдносно рiвномiрної збiжностi послiдовностей, то ви-
никає пiдозра чи не iнварiантний вiн i вiдносно пошарово рiвномiрної збiжностi послiдовно-
стей, тобто чи бува не виконується рiвнiсть C

s
D C . Функцiя Шварца sp, звужена на квадрат

Q, одразу ж спростовує цю гiпотезу.

Теорема 5.1. spjQ 2 C
s
nC .

Доведення. Ясно, що f D spjQ 2 SnC . Покажемо, що f 2 C
s
. Для цього вирiжемо з ква-

драта Q вiдкритий квадратик Qn D .0; 1
n
/2, розглянувши для кожного номера n замкнену
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пiдмножину En D QnQn квадрата Q. Оскiльки функцiя Шварца нарiзно неперервна i роз-
ривна тiльки в точцi .0; 0/, то звуження gn D f jEn

буде сукупно неперервною функцiєю. За
теоремою Тiтце-Урисона [7, c.116] iснує функцiя fn 2 C , така, що fnjEn

D gn. (Звичайно
таку функцiю легко побудувати i безпосередньо). Легко зрозумiти, що fn ! f в S . Справ-
дi, зафiксуємо якусь точку x з вiдрiзка Œ0; 1�. Якщо x D 0, то f x

n D f 0
n D f 0 D f x, бо

f0g � Œ0; 1� � En для кожного n, отже, в цьому випадку kfn � f kx D 0 для кожного n. Нехай
x > 0. Тодi iснує такий номер N , що 1

n
� x для всiх n � N . У такому разi f x

n D f x при
n � N , бо fxg � Œ0; 1� � En при n � N . Тому тут маємо, що kfn � f kx D 0 при n � N .
Таким чином, kfn � f kx ! 0 при n ! 1 для кожного x 2 Œ0; 1�. З мiркувань симетрiї ясно,
що i kfn � f ky ! 0 для кожного y 2 Œ0; 1�, отже, fn ! f в S , а значить f 2 C

s
.

Теорема 5.2. Нехай f 2 S i множина D.f / скiнченна. Тодi f 2 C
s
.

Доведення. Якщо D.f / D ∅, то f 2 C i все зрозумiло. Нехай D.f / ¤ ∅. Тодi D.f / D

fp1; : : : ; pmg для деякого натурального m, де pk ¤ pj при k ¤ j . Нехай pk D .xk; yk/ при
k D 1; : : : ; m. Для кожного n легко побудувати диз’юнктну систему квадратiв

Qn;k D .xk � ın; xk C ın/ � .yk � ın; yk C ın/

з центрами у точках pk , де k D 1; : : : ; m, причому 0 < ın �
1
n

. Для кожної пари .n; k/ роз-
глянемо хрестик Cn;k D .fxkg � .yk � ın; yk C ın// [ ..xk � ın; xk C ın/ � fykg/ i вiдкриту в

R2 множину Gn;k D Qn;knCn;k. Множина Gn D

mS
kD1

Gn;k теж вiдкрита в R2, а тому множина

En D QnGn замкнена в квадратi Q. Для кожного n розглянемо звуження gn D f jEn
. Оскiль-

ки функцiя f нарiзно неперервна i розривна тiльки в точках pk, то функцiя gn W En ! R
буде неперервною. За теоремою Тiтце-Урисона iснує така неперервна функцiя fn W Q ! R,
що fnjEn

D gn. Легко зрозумiти, що fn ! f в S .
Справдi, нехай 0 � x � 1. Якщо x D xk для деякого k D 1; : : : ; m, то f x

n D f xk
n D

f xk D f x, бо fxkg � Œ0; 1� � En для кожного n за побудовою. В такому разi kfn � f kx D 0

для кожного n. Якщо ж x ¤ xk при k D 1; : : : ; m, то число ı D minfjx � xkj W k D 1; : : : ; mg

додатне. За побудовою 0 < ın �
1
n

, отже, ın ! 0. Тому iснує такий номер N , що ın � ı при
n � N . Тодi fxg � Œ0; 1� � En при n � N i тому f x

n D f x при n � N , отже, kfn � f kx D 0

при n � N . Таким чином, kfn � f kx ! 0 при n ! 1 для кожного x 2 Œ0; 1�. Так само
встановлюється, що kfn � f ky ! 0 при n ! 1 для кожного y 2 Œ0; 1�. Звiдси випливає, що
fn ! f в S , отже, f 2 C

s
.

Кажуть, що послiдовнiсть вiдображень gn W T ! Z стабiльно збiгається до вiдобра-

ження g W T ! Z (позначається: gn

d
�! g), якщо iснує такий номер N , що gn D g, як

тiльки n � N . Ми скажемо, що послiдовнiсть вiдображень fn W X � Y ! Z пошарово ста-

бiльно збiгається до вiдображення f W X � Y ! Z, якщо f x
n

d
�! f x для кожного x 2 X i

.fn/y

d
�! fy для кожного y 2 Y . Ясно, що у випадку Z D R зi стабiльної збiжностi випливає

рiвномiрна, а з пошарово стабiльної збiжностi – пошарово рiвномiрна збiжнiсть. З доведення
теореми 5.2 випливає, що для функцiї f 2 S зi скiнченним числом розривiв iснує послiдов-
нiсть неперервних функцiй fn 2 C , яка пошарово стабiльно збiгається до f .
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6. Нормальна i рiвномiрна збiжнiсть.

Свою дисертацiю [6] Р.Бер починає з розгляду функцiї f0 W R2 ! R, яка задається фор-
мулою

f0.p/ D

1X
kD1

1

2k
sp.p � pk/;

де .pk/1
kD1

– довiльна послiдовнiсть рiзних точок площини R2. Це функцiя нарiзно непе-
рервна i у неї D.f0/ D fpk W k 2 Ng. Наступне природне питання, яке постало в наших
дослiдженнях: чи f0jQ 2 C

s
? Воно зафiксоване в тезах [2]. У цьому пунктi ми дамо на нього

позитивну вiдповiдь.
Почнемо з допомiжних тверджень.

Лема 6.1. Нехай X – довiльна множина i послiдовнiсть функцiй fn W X ! R рiвномiрно
на X збiгається до функцiї f W X ! R, причому jf .x/j �  на X для деякого  � 0.
Тодi функцiї gn.x/ D maxf�;minffn.x/; gg задовольняють на X нерiвнiсть jgn.x/j �  i
gn ⇒ f на X .

Доведення. Зрозумiло, що gn.x/ D fn.x/, якщо jfn.x/j �  , gn.x/ D  , якщо fn.x/ �  , i
gn.x/ D � , якщо fn.x/ � � . Тому jgn.x/j �  на X .

Покажемо, що gn ⇒ f на X . Вiзьмемо довiльне " > 0. Оскiльки fn ⇒ f на X , то iснує
такий номер N , що для довiльного x 2 X при n � N виконується нерiвнiсть

f .x/ � " � fn.x/ � f .x/ C ":

Вiзьмемо x 2 X i n � N . Якщо jfn.x/j �  , то gn.x/ D fn.x/, отже, тодi i

f .x/ � " � gn.x/ � f .x/ C ":

Нехай fn.x/ �  . Тодi gn.x/ D  � f .x/. В такому разi

f .x/ � gn.x/ � fn.x/ � f .x/ C ";

тим бiльше
f .x/ � " � gn.x/ � f .x/ C ":

Нарештi, нехай fn.x/ � � . Тодi gn.x/ D � � f .x/. Тепер

f .x/ � " � fn.x/ � gn.x/ � f .x/;

отже, i тут f .x/ � " � gn.x/ � f .x/ C ". Таким чином, jgn.x/ � f .x/j � " на X , як тiльки
n � N , отже, gn ⇒ f на X .

Лема 6.2. Нехай f 2 S , fn 2 C для кожного номера n, fn ! f в S , jf .p/j �  на Q i
gn.p/ D maxf�;minffn.p/; gg. Тодi gn 2 C , jgn.p/j �  на Q для кожного n i gn ! f в
S .
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Доведення. Оскiльки максимум i мiнiмум двох неперервних функцiй залишається знову не-
перервною функцiєю, то gn 2 C для кожного n. Нерiвнiсть jgn.p/j �  доведена в попере-
днiй лемi. Покажемо, що gn ! f в S .

Зафiксуємо x 2 X . Ясно, що для довiльного y 2 Œ0; 1�

gx
n.y/ D gn.x; y/ D maxf�;minffn.x; y/; gg D maxf�;minff x

n .y/; gg:

За умовою f x
n ⇒ f x на Œ0; 1�. Тодi за лемою 6.1 i gx

n ⇒ f x на Œ0; 1�. Так само доводиться,
що i .gn/y ⇒ fy на Œ0; 1� для кожного y 2 Œ0; 1�. Тому gn ! f в S .

Ми кажемо, що функцiональний ряд
P1

kD1 uk.p/ нормально збiгається на множинi E,
якщо iснує такий номер m, що числовий ряд

P1

kDm kukk1, де kukk1 D supp2E juk.p/j,
збiгається.

Теорема 6.3. Нехай f .p/ D

1P
kD1

uk.p/ на Q, причому ряд
P1

kD1 uk.p/ нормально збiгається

на Q i uk 2 C
s

для кожного k. Тодi i f 2 C
s
.

Доведення. За умовою iснує такий номер m, що ряд
P1

kDm kukk1 збiгається. Нехай

g.p/ D

m�1X
kD1

uk.p/ i h.p/ D

1X
kDm

uk.p/:

Оскiльки C – лiнiйний пiдпростiр S , то таким буде i C
s
. Тому g 2 C

s
. Для функцiй uk при

k � m виконується нерiвнiсть juk.p/j � kukk1 D ck < C1 на Q. Оскiльки uk 2 C
s
, то

iснує така послiдовнiсть функцiй uk;n 2 C , що uk;n ! uk в S . Покладаючи

vk;n.p/ D maxf�ck;minfuk;n.p/; ckgg

при k � m ми отримаємо згiдно з лемою 6.2 функцiї vk;n 2 C , такi, що jvk;n.p/j � ck на Q i
vk;n ! uk в S . Розглянемо функцiї

hn.p/ D

1X
kDm

vk;n.p/:

Зi збiжностi ряду
1P

kDm

ck на основi ознаки Вейєрштрасса випливає рiвномiрна збiжнiсть на Q

ряду для визначення функцiй hn. Оскiльки vk;n 2 C для кожного k � m, то i hn 2 C за
вiдомою теоремою з аналiзу.

Покажемо, що hn ! h у S . Для фiксованого x з Œ0; 1�, очевидно, будемо мати

khn � hk
x

�

1X
kDm

kvk;n � ukk
x:

При цьому

kvk;n � ukk
x

D kvx
k;n � ux

kk1 � kvk;n � ukk1 � kvk;nk1 C kukk1 � 2kukk1 D 2ck



144 ГАЛИНА ВОЛОШИН, ВОЛОДИМИР МАСЛЮЧЕНКО, ОЛЕКСАНДР МАСЛЮЧЕНКО

для довiльних номерiв n i кожного k � m. Оскiльки ряд
1P

kDm

2ck збiгається, то ряд

1P
kDm

kvk;n � ukkx збiгається рiвномiрно вiдносно n на множинi N за ознакою Вейєрштрасса,

тому за теоремою про граничний перехiд пiд знаком нескiнченної суми

lim
n!1

khn � hk
x

D

1X
kDm

lim
n!1

kvk;n � ukk
x

D

1X
kDm

0 D 0:

Так само доводиться, що khn � hky ! 0 для кожного y 2 Œ0; 1�. Отже, hn ! h в S .
Це доводить, що h 2 C

s
. Оскiльки f D g C h, причому обидва доданки g i h належать

до C
s
, то i f 2 C

s
.

Наслiдок 6.4. Звуження f0jQ функцiї Бера f0 на квадрат Q належить до C
s
.

Доведення. Для функцiй uk.p/ D
1

2k sp.p�pk/ виконується оцiнка juk.p/j �
1

2k для всiх k i
довiльного p 2 Q, що дає нам нормальну збiжнiсть вiдповiдного ряду. Оскiльки uk 2 C

s
для

кожного k за теоремою 5.2 (i з теореми 5.1 це легко вивести), то f0jQ 2 C
s

за теоремою 6.3.

З теореми 6.3 можна вивести, що C
s
, як i C , iнварiантний вiдносно рiвномiрної збiжностi

послiдовностей.

Лема 6.5. Нехай послiдовнiсть функцiй fn W E ! R рiвномiрно на E збiгається до функцiї
f W E ! R. Тодi iснує така пiдпослiдовнiсть .fnk

/1
kD1

послiдовностi .fn/1
nD1, що f .p/ DP1

kD1 uk.p/ на E, де u1 D fn1
i uk D fnk

� fnk�1
при k > 1, причому ряд

P1

kD1 uk.p/

нормально збiгається на E.

Доведення. З того, що fn ⇒ f на E, легко вивести, що iснує така строго зростаюча послi-
довнiсть номерiв nk , що

jfn.p/ � f .p/j �
1

2kC2
на E при n � nk:

Покладемо u1 D fn1
i uk D fnk

� fnk�1
при k > 1. Оскiльки nk > nk�1 при k > 1, то для

таких k будемо мати

juk.p/j D jfnk
.p/ � fnk�1

.p/j � jfnk
.p/ � f .p/j C jfnk�1

.p/ � f .p/j �
1

2kC1
C

1

2kC1
D

1

2k

на множинi E, отже, kukk1 �
1

2k для кожного k > 1, звiдки випливає нормальна збiжнiсть

ряду
1P

kD1

uk.p/ на E. Але

mX
kD1

uk.p/ D fn1
.p/ C fn2

.p/ � fn1
.p/ C : : : C fnm

.p/ � fnm�1
.p/ D fnm

.p/

i fnm
.p/ ! f .p/ на E, тому f .p/ D

P1

kD1 uk.p/ на E i лема доведена.
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Теорема 6.6. Нехай fn 2 C
s

для кожного номера n i fn ⇒ f на Q. Тодi i f 2 C
s
.

Доведення. Згiдно з лемою 6.5 iснують строго зростаюча послiдовнiсть номерiв nk i вiдпо-
вiднi функцiї uk , такi, що f .p/ D

P1

kD1 uk.p/ на Q, причому ряд збiгається нормально на Q.
Оскiльки fn 2 C

s
для кожного n i C

s
– це лiнiйний пiдпростiр S , то uk D fnk

� fnk�1
2 C

s

при k > 1 i u1 D fn1
2 C

s
. Тодi i f 2 C

s
згiдно з теоремою 6.3.

7. Рiвномiрне наближення функцiй з C
s i S на хрестах

Нагадаємо, що хрестом пiдмножини E добутку X � Y називається множина

xp.E/ D .prX.E/ � Y / [ .X � prY .E//;

де prX W X � Y ! X i prY W X � Y ! Y – проекцiї, що визначаються формулами

prX.x; y/ D x i prY .x; y/ D y:

Топологiчний простiр X називається берiвським [20, c.116], якщо в ньому кожна непо-
рожня вiдкрита множина є множиною другої категорiї. Кожний повнометризовний чи ком-
пактний простiр є берiвським. Зокрема, таким буде вiдрiзок Œ0; 1�. Беровiсть простору X

рiвносильна такiй умовi [21, c.64]: для кожної послiдовностi замкнених в X множин Fn, та-
кої, що X D

S1

nD1 Fn, вiдкрита множина G D
S1

nD1 int.Fn/ всюди щiльна в X . Зараз ми,
користуючись цiєю умовою, виведемо певну апроксимативну властивiсть функцiй f 2 C

s
.

Нехай f 2 C
s

i .fn/1
nD1 – така послiдовнiсть функцiй fn 2 C , що fn ! f в S . Покладемо

для скорочення запису X D Œ0; 1� D Y . Для кожного " > 0 i довiльного номера n розглянемо
множини

An."/ D fx 2 X W .8k � n/.kfn � f k
x

� "/g:

Зрозумiло, що
S1

nD1 An."/ D X , бо kfk � f kx ! 0 при k ! 1 для кожного x 2 X .
Легко перевiрити, що множини An."/ замкненi. Справдi, нехай xj 2 An."/, x 2 X i

xj ! x. Зафiксуємо k � n i y 2 Y . Оскiльки xj 2 An."/, то jfk.xj ; y/ � f .xj ; y/j � ". Але
fk.xj ; y/ ! fk.x; y/, бо функцiя fk неперервна, i f .xj ; y/ ! f .x; y/, бо функцiя f нарiзно
неперервна, отже, неперервна функцiя fy . Тому i

jfk.x; y/ � f .x; y/j D lim
j !1

jfk.xj ; y/ � f .xj ; y/j � ";

звiдки, перейшовши до супремума, отримаємо, що kfk � f kx � ". Тому i x 2 An."/, отже,
An."/ – замкнена множина в X .

Введемо множини

Gn."/ D intAn."/ i G."/ D

1[
nD1

Gn."/:

Оскiльки простiр X D Œ0; 1� берiвський, то вiдкрита в X множина G."/ всюди щiльна в X . Її
доповнення XnG."/ буде нiде не щiльним в X , а перетин

A D

1\
mD1

G.
1

m
/
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буде залишковою в X множиною типу Gı .
Аналогiчно, вводячи множини

Bn."/ D fy 2 Y W .8k � n/.kfk � f ky � "/g;

якi будуть замкненими в Y i для них
1S

nD1

Bn."/ D Y , ми отримаємо, що вiдкрита множина

H."/ D

1[
nD1

Hn."/; де Hn."/ D intBn."/;

всюди щiльна в Y , а перетин

B D

1\
mD1

H.
1

m
/

буде залишковою Gı-множиною у просторi Y .

Теорема 7.1. Нехай f 2 C
s
, fn 2 C , fn ! f в S i A та B – побудованi вище залишковi

Gı-множини в X D Y D Œ0; 1�. Тодi для кожної точки p0 D .x0; y0/ 2 A � B i довiльного
" > 0 iснують околи U i V точок x0 i y0 вiдповiдно i неперервна функцiя g 2 C , такi, що
jf .p/ � g.p/j � " на xp.U � V /.

Доведення. Вiзьмемо номер m настiльки великим, що 1
m

< ". Тодi x0 2 G. 1
m

/ � G."/ i
y0 2 H. 1

m
/ � H."/. Знайдемо такi номери n i l , що x0 2 Gn."/, y0 2 Hl."/ i покладемо

U D Gn."/ i V D Hl."/. Множини U i V вiдкритi, отже, вони будуть околами точок x0 i y0

вiдповiдно. Оскiльки U � An."/ i V � Bl."/, то kfk � f kx � " для всiх x 2 U i k � n, а
kfm � f ky � " для всiх y 2 V i k � l . Вiзьмемо k D maxfn; lg i покладемо g D fk. Для цiєї
функцiї будемо мати, що

jg.x; y/ � f .x; y/j � " на U � Y i jg.x; y/ � f .x; y/j � " на X � V;

отже, jg.x; y/ � f .x; y/j � " на xp.U � V /. Крiм того, g D fk 2 C . Таким чином, g i є
шуканою функцiєю.

Нехай X i Y – довiльнi топологiчнi простори. Ми кажемо, що функцiя f W X �Y ! R має
властивiсть М, якщо iснують такi залишковi множини A i B у просторах X i Y вiдповiдно,
що для кожної точки p0 D .x0; y0/ 2 A � B i довiльного " > 0 iснують такi околи U i
V точок x0 i y0 у просторах X i Y вiдповiдно i неперервна функцiя g W X � Y ! R, що
jg.p/ � f .p/j � " на xp.U � V /. Будемо говорити, що f W X � Y ! R має властивiсть В,
якщо iснують такi залишковi множини A i B у просторах X i Y вiдповiдно, що xp.A � B/ �

C.f /.
В теоремi 6 ми встановили, що кожна функцiя f 2 C

s
має властивiсть М. Ясно, що

доведення проходить для довiльних компактних просторiв X i Y .

Теорема 7.2. Нехай X i Y – топологiчнi простори i функцiя f W X � Y ! R має властивiсть
М. Тодi вона має i властивiсть В.
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Доведення. Нехай A i B – залишковi множини, iснування яких вимагається в означеннi вла-
стивостi М. Покажемо, що xp.A � B/ � C.f /. Нехай p0 D .x0; y0/ 2 xp.A � B/ i " > 0.
Розберемо випадок, коли x0 2 A i y0 2 Y . Iснують окiл U0 точки x0 в X i неперервна фун-
кцiя g W X � Y ! R, такi, що jg.p/ � f .p/j �

"
3

на U0 � Y . З неперервностi функцiї g у точцi
p0 випливає, що iснують такi околи U i V точок x0 i y0 у просторах X i Y вiдповiдно, що
U � U0 i jg.p/ � g.p0/j �

"
3

на U � V . Тодi для кожної точки p з U � V будемо мати

jf .p/ � f .p0/j � jf .p/ � g.p//j C jg.p/ � g.p0/j C jg.p0/ � f .p0/j �
"

3
C

"

3
C

"

3
D ":

Це i означає, що f неперервна в точцi p0.
Так само мiркуємо i коли x0 2 X , a y0 2 B . Таким чином, p0 2 C.f /, отже, f має

властивiсть В.

Дослiдження того, коли B ) M є цiкавою задачею, повне розв’язання якої ми вiдкладе-
мо на майбутнє. Поки що обмежимося таким результатом.

Теорема 7.3. Нехай X i Y – компактнi простори i функцiя f W X � Y ! R має властивiсть
В. Тодi вона має i властивiсть М.

Доведення спирається на допомiжне твердження.

Лема 7.4. Нехай X – топологiчний простiр, Y – компактний простiр, x0 2 X i f W X�Y ! R
– функцiя, для якої fx0g � Y � C.f /. Тодi для кожного " > 0 iснує такий окiл U точки x0 в
X , що jf .x; y/ � f .x0; y/j � " на множинi U � Y .

Доведення. Нехай " > 0. Оскiльки функцiя f неперервна в кожнiй точцi .x0; y/, де y 2 Y ,
то для кожного y 2 Y iснують окiл Uy точки x0 в X i вiдкритий окiл Vy точки y в Y , такi,
що jf .x; v/ � f .x0; y/j �

"
2

на добутку Uy � Vy . Сiм’я .Vy/y2Y утворює вiдкрите покрит-
тя компактного простору Y . Виберемо з неї скiнченне покриття Y множинами Vy1

; : : : ; Vyn
.

Множина U D
Tn

kD1 Uyk
є околом точки x0 в X , який i буде шуканим. Справдi, для довiль-

ної точки .x; y/ 2 U �Y iснує таке k D 1; : : : ; n, що y 2 Vyk
. Оскiльки x 2 Uyk

, бо U � Uyk
,

то точки .x; y/ i .x0; y/ належать до добутку Uyk
� Vyk

. Тому

jf .x; y/ � f .x0; y/j � jf .x; y/ � f .x0; yk/j C jf .x0; yk/ � f .x0; y/j �
"

2
C

"

2
D ":

Доведення теореми 7.3. Розглянемо залишковi множини A i B у просторах X i Y вiд-
повiдно, про якi йдеться в означеннi властивостi В. Нехай " > 0, x0 2 A i y0 2 B . Оскiльки
fx0g � Y � C.f /, то за лемою 7.4 iснує такий окiл U точки x0 в X , що

jf .x; y/ � f .x0; y/j �
"

2
на U � Y:

Так само iснує такий окiл V точки y0 в Y , що

jf .x; y/ � f .x; y0/j �
"

2
на X � V:
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Розглянемо функцiю g.x; y/ D f .x; y0/ C f .x0; y/ � f .x0; y0/ на X � Y . Оскiльки функцiя
f нарiзно неперервна, то g неперервна за сукупнiстю змiнних.

Оскiльки

g.x; y/ � f .x; y/ D f .x; y0/ � f .x; y/ C f .x0; y/ � f .x0; y0/ D

D f .x0; y/ � f .x; y/ C f .x; y0/ � f .x0; y0/;

то

jg.x; y/ � f .x; y/j � jf .x; y0/ � f .x; y/j C jf .x0; y/ � f .x0; y0/j �
"

2
C

"

2
D "

на множинi X � V i

jg.x; y/ � f .x; y/j � jf .x0; y/ � f .x; y/j C jf .x; y0/ � f .x0; y0/j �
"

2
C

"

2
D "

на множинi U � Y . Таким чином,

jg.p/ � f .p/j � " на xp.U � V /:

Наслiдок 7.5. Нехай X i Y – компактнi простори, а f W X � Y ! R – нарiзно неперервна
функцiя. Тодi f має властивiсть M.

Доведення. Справдi, за теоремою Намiоки [22] функцiя f має властивiсть В, а тому вона
має i властивiсть М згiдно з теоремою 8.

Наслiдок 7.5 показує, що кожна функцiя з S , а не тiльки з C
s

має властивiсть М. Первiсне
доведення цього факту базувалося на теоремi Гана-Д’єдонне-Тонґа-Катетова [7, c.105], яка
твердить, що для нормального простору X , напiвнеперервної зверху функцiї g W X ! R, на-
пiвнеперервної знизу функцiї h W X ! R, таких, що g.x/ � h.x/ на X , iснує така неперервна
функцiя f W X ! R, що g.x/ � f .x/ � h.x/ на X , причому ця властивiсть є характеристи-
чною для нормальностi. Ми наведемо його тут, оскiльки воно базується на твердженнi, яке
цiкаве i саме по собi.

Лема 7.6. Нехай X – нормальний простiр, " > 0 i f W X ! R – функцiя, у якої коливання
!f .x/ � " на X . Тодi iснує така неперервна функцiя g W X ! R, що jf .x/ � g.x/j � 2" на
X .

Доведення. Нехай f ^.x/ D limu!xf .u/ i f _.x/ D limu!xf .u/ – нижня i верхня функцiї
Бера для функцiї f . Оскiльки коливання !f .x/ у кожнiй точцi скiнченне, то i числа f ^.x/ i
f _.x/ скiнченнi i !f .x/ D f _.x/�f ^.x/. Добре вiдомо, що функцiї f ^ i f _ напiвнеперерв-
нi знизу i зверху вiдповiдно. Оскiльки !f .x/ � ", то f _.x/ � f ^.x/C" i f ^.x/ � f _.x/�"

на X . Але f ^.x/ � f .x/ � f _.x/ на X . Тому f _.x/ � " � f .x/ � f ^.x/ C " на X . Функцiя
f _ � " напiвнеперервна зверху, а функцiя f ^ C " – знизу. Тому за теоремою Гана-Д’єдонне-
Тонґа-Катетова iснує така неперервна функцiя g W X ! R, що f _.x/�" � g.x/ � f ^.x/C"

на X . Оскiльки i f .x/ лежить у тих же межах, то

jf .x/ � g.x/j � .f ^.x/ C "/ � .f _.x/ � "/ D 2" � !f .x/ � 2"

на X , бо !f .x/ � 0.
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Зауважимо, що можна розглянути рiвномiрну вiдстань

d.f; C.X// D inffkf � gk1 W g 2 C.X/g

до простору C.X/ всiх неперервних функцiй g W X ! R i довести подiбним чином, що
d.f; C.X// D

1
2
k!f k1 для нормального простору X (див. [23, c.23], де було доведено, що

для обмеженої функцiї f W X ! R рiвномiрна вiдстань d.f; Cb.X// до простору Cb.X/

обмежених неперервних функцiй g W X ! R дорiвнює 1
2
k!f k1, якщо простiр X – параком-

пакт).
Нехай f 2 S . Покажемо, що f має властивiсть М. За теоремою Бера про проекцiю

iснують такi залишковi множини A i B на вiдрiзку Œ0; 1� D X D Y що xp.A � B/ � C.f /.
Вiзьмемо " > 0 i розглянемо множину

D".f / D fp 2 Q W !f .x/ � "g:

Це множина замкнена в Q, а тому за теоремою Куратовського [7, c.200] її проекцiї X" D

prX.D".f // i Y" D prY .D".f // замкненi.
Нехай p0 D .x0; y0/ 2 A � B . Оскiльки xp.p0/ � C.f /, то x0 … X" i y0 … Y". Тому

iснують такi замкненi околи U i V точок x0 i y0 вiдповiдно, що U \ X" D ∅ i V \ Y" D ∅.
Зрозумiло, що у кожнiй точцi p хреста E D xp.U � V / виконується нерiвнiсть !f .p/ �

". Пiдпростiр E замкнений в Q, а тому нормальний. За лемою 7.6 iснує така неперервна
функцiя g0 W E ! R, що jf .p/ � g0.p/j � 2". Згiдно з теоремою Тiтце-Урисона iснує така
неперервна функцiя g W Q ! R, для якої gjE D g0. Для цiєї функцiї будемо мати

jf .p/ � g.p/j � 2" на E D xp.U � V /;

отже, f має властивiсть М.

8. Лiнiйна iнтерполяцiя та її застосування.
Нехай A – скiнченна пiдмножина iнтервалу .a; b/ числової прямої, для якого �1 < a <

b < C1, i eA D A [ fa; bg. Припустимо, що n – це число елементiв множини A (воно
може дорiвнювати i нулю, коли множина A порожня). Занумеруємо елементи множини eA у
порядку зростання. Тодi множина eA запишеться у виглядi eA D fak W k D 0; : : : ; n C 1g,
де a D a0 < : : : < anC1 D b. Для непорожньої множини A, будемо мати A D fak W k D

1; : : : ; ng.
Кожнiй функцiї g W Œa; b� ! R поставимо у вiдповiднiсть функцiю h D LAg, графiком

якої є ламана з вузлами .ak; g.ak//, де k D 0; : : : ; n C 1. Якщо A D ∅, то h – це лiнiйна
функцiя, яка задається формулою

h.x/ D g.a/ C
g.b/ � g.a/

b � a
.x � a/;

якщо ж A ¤ ∅, то h – це неперервна кусково лiнiйна функцiя, яка на кожному вiдрiзку
Œak; akC1�, де k D 0; : : : ; n, задається формулою

h.x/ D g.ak/ C
g.akC1/ � g.ak/

akC1 � ak

.x � ak/:
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Розглянемо числа �ak D akC1 � ak при k D 0; : : : ; n i

�A D �Œa;b�;A D max
kD0;:::;n

�ak:

Лема 8.1. Нехай A D .ak W k 2 N/ – злiченна пiдмножина iнтервала .a; b/, яка щiльна в
ньому, ak ¤ aj при k ¤ j i An D fa1; : : : ; ang. Тодi послiдовнiсть чисел �An

прямує до нуля.

Доведення. Вiзьмемо " > 0. Зафiксуємо якесь розбиття a D x0 < x1 < : : : < xm D b

вiдрiзка Œa; b�, для якого �xj D xj C1 � xj < "
2

для кожного j D 0; : : : ; m � 1. Оскiльки
множина A щiльна в iнтервалi .a; b/, то для кожного j D 0; : : : ; m � 1 iснує такий номер kj ,
що akj

2 .xj ; xj C1/. Нехай N D maxfk1; : : : ; kmg. Покажемо, що �An
< " при n � N .

Нехай n � N . Занумеруємо точки множини fAn D fa; bg[An у порядку зростання, тобто
нехай fAn D fb0; b1; : : : ; bnC1g, де a D b0 < b1 < : : : < bnC1 D b. Тодi �An

D maxiD0;:::;n �bi ,
де �bi D biC1 � bi . Покажемо, що �An

< ", тобто, що �bi < " для кожного i D 0; : : : ; n.
Зафiксуємо iндекс i D 0; : : : ; m i доведемо, що �bi < ". Iснує такий iндекс j D 0; : : : ; m�1,
що xj � bi � xj C1. Якщо j D m � 1, то xm�1 � bj � xm D b, а тому i xm�1 � bi < biC1 �

xm D b. Отже,
�bi D biC1 � bi � xm � xm�1 D �xm�1 <

"

2
< ":

Якщо ж j < m � 1, то на iнтервалi .xj C1; xj C2/ є точка akj C1
D bl , для якої, зрозумiло,

bi < bl . Тому xj � bi < biC1 � bl < xj C2, адже i < l . Таким чином,

�bi D biC1 � bi � xj C2 � xj D �xj C �xj C1 <
"

2
C

"

2
< ";

що i завершує доведення.

Теорема 8.2. Нехай A D fak W k 2 Ng – злiченна пiдмножина iнтервала .a; b/, яка всюди
щiльна в ньому, причому ak ¤ aj при k ¤ j , An D fa1; : : : ; ang, g 2 C Œa; b� i gn D LAn

g.
Тодi gn ⇒ g на Œa; b�.

Доведення. Нехай " > 0. Оскiльки неперервна на вiдрiзку X D Œa; b� функцiя g буде i
рiвномiрно неперервною, то iснує таке ı > 0, що jg.x0/ � g.x00/j < "

2
як тiльки jx0 � x00j < ı

i x0, x00 2 X . За лемою 8.1 iснує такий номер N , що �An
< ı, як тiльки n � N .

Вiзьмемо x 2 X i n � N i покажемо, що jgn.x/ � g.x/j < ". Нехай fAn D fa; bg [ An D

fb0; : : : ; bnC1g, де a D b0 < b1 < : : : < bnC1 D b. Iснує таке i D 0; : : : ; n, що bi � x �

biC1. На вiдрiзку Œbi ; biC1� функцiя gn буде лiнiйною, отже, число gn.x/ лежить мiж числами
gn.bi/ D g.bi/ та gn.biC1/ D g.biC1/. Тому jgn.x/ � g.bi/j � jg.biC1/ � g.bi/j < "

2
, адже

biC1 � bi D �bi < ı. Але jx � bi j < ı, отже i jg.x/ � g.bi/j < "
2
. Тому

jgn.x/ � g.x/j � jgn.x/ � g.bi/j C jg.x/ � g.bi/j <
"

2
C

"

2
D ":

Застосуємо тепер конструкцiю з теореми 8.2 до апроксимацiї нарiзно неперервних фун-
кцiй. Для вiдображення f W X �Y ! Z ми покладаємо CY .f / D fx 2 X W fxg�Y � C.f /g.



ПРО ПОШАРОВО РIВНОМIРНЕ НАБЛИЖЕННЯ НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ МНОГОЧЛЕНАМИ 151

Теорема 8.3. Нехай f 2 S i A D fak W k 2 Ng – злiченна пiдмножина iнтервалу .0; 1/, яка
всюди щiльна в ньому i ak ¤ aj при k ¤ j , An D fa1; : : : ; ang i fn.x; y/ D .LAn

fy/.x/ для
.x; y/ 2 Œ0; 1�2. Тодi fn 2 C для кожного n, .fn/y ⇒ fy на Œ0; 1� для кожного y 2 Œ0; 1�, f x

n ⇒

f x для кожного x 2 CY .f /, де Y D Œ0; 1�, i f x
n

d
�! f x. для кожного x 2 eA D A [ f0; 1g.

Доведення. Нехай fAn D An [ f0; 1g D fx0; x1; : : : ; xnC1g, де 0 D x0 < x1 < : : : < xnC1 D

1. На замкненому прямокутнику Qk D Œxk; xkC1� � Œ0; 1�, де k D 0; 1; : : : ; n, функцiя fn

задається формулою

fn.x; y/ D f .xk; y/ C
f .xkC1; y/ � f .xk; y/

xkC1 � xk

.x � xk/:

Оскiльки функцiї f xk i f xkC1 неперервнi, то звуження fnjQk
– це неперервна функцiя. Але

Q D
Sn

kD0 Qk i множини Qk замкненi, тому i функцiя fn W Q ! R неперервна.
Оскiльки .fn/y D LAn

fy i функцiї fy неперервнi, то .fn/y ⇒ fy на Œ0; 1� для кожного
y 2 Œ0; 1� на основi теореми 8.2.

Вiзьмемо x 2 CY .f / i покажемо, що f x
n ⇒ f x на Œ0; 1�. Нехай ' W Œ0; 1� ! CuŒ0; 1�,

'.t/ D f t – асоцiйоване з f вiдображення. Як добре вiдомо ([9, твердження 2.1.2], див.
також лему 7.4) CY .f / D C.'/, тому x 2 C.'/. Вiзьмемо " > 0 i знайдемо такий ı-окiл
U точки x у просторi X D Œ0; 1�, що k'.t/ � '.x/k1 < "

3
, як тiльки t 2 U . З леми 8.1

випливає, що можна знайти такий номер N , для якого при n � N вiдстань мiж довiльними
двома сусiднiми елементами множини eAn менша вiд ı.

Покажемо, що jf x
n .y/�f x.y/j < " для довiльного y 2 Y D Œ0; 1�, як тiльки n � N . Нехай

n � N . Якщо x 2 eAn, то f x
n D f x за побудовою i вказана нерiвнiсть очевидно виконується.

Тому припустимо, що x … eAn. Позначимо лiтерою a найбiльший з елементiв множини eAn,
якi меншi вiд x, а через b – найменший з елементiв множини eAn, якi бiльшi вiд x. Ясно, що
такi елементи iснують, бо 0 < x < 1, а f0; 1g � eAn. Зрозумiло, що a < x < b, причому a i
b – це сусiднi елементи множини eAn, отже, b � a < ı. Раз так, то x < b < a C ı < x C ı i
x �ı < b �ı < a < x, тому fa; bg � U , а значить, k'.a/�'.x/k1 < "

3
i k'.b/�'.x/k1 < "

3
.

Зафiксуємо якийсь елемент y 2 Y . Функцiя .fn/y лiнiйна на Œa; b�. Крiм того, f a
n D

f a D '.a/ i f b
n D f b D '.b/. Тому

jf x
n .y/ � f x.y/j � jf x

n .y/ � f a
n .y/j C jf a

n .y/ � f x.y/j �

� jf b
n .y/ � f a

n .y/j C k'.a/ � '.x/k1 D jf b.y/ � f a.y/j C k'.a/ � '.x/k1 �

� k'.b/ � '.a/k1 C k'.x/ � '.a/k1 � 2k'.x/ � '.a/k1 C k'.b/ � '.x/k1 <

<
2"

3
C

"

3
D ":

Таким чином, ми з’ясували, що f x
n ⇒ f x на Œ0; 1�.

Нарештi, нехай x 2 eA. Тодi iснує такий номер Nx, що x 2 eANx
. В такому разi x 2 eAn для

всiх n � Nx, а тому за побудовою f x
n D f x при n � Nx. Отже, f x

n

d
�! f x.

Теорема 8.4. Нехай f 2 S i проекцiя множини D.f / на вiсь абсцис чи ординат не бiльш,
нiж злiченна. Тодi f 2 C

s
.
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Доведення. Припустимо, що проекцiя E1 D prX.D.f // множини D.f / на вiсь абсцис не
бiльш, нiж злiченна. Виберемо на iнтервалi .0; 1/ злiченну множину E2, яка всюди щiльна в
ньому, i покладемо A D .E1 [ E2/nf0; 1g. Множина A злiченна, отже, її можна подати у
виглядi A D fak W k 2 Ng, де ak ¤ aj при k ¤ j . Оскiльки A � E2, то i A всюди щiльна
в .0; 1/, причому A � .0; 1/. Далi нехай eA D A [ f0; 1g. Ця множина вже мiстить i E1. Як i
ранiше, нехай An D fa1; : : : ; ang i X D Y D Œ0; 1�.

Розглянемо послiдовнiсть функцiй

fn.x; y/ D .LAn
fy/.x/;

заданих на квадратi Q. Зауважимо, що за побудовою E1 D prX.D.f // � eA, тому Xn eA �

XnprX.D.f // D CY .f /. За теоремою 10 .fn/y ⇒ fy на X для кожного y 2 Y i f x
n

d
�! f x

для кожного x 2 eA, а значить, f x
n ⇒ f x на Y для кожного y 2 eA. Якщо ж x 2 Xn eA, то

x 2 CY .f / i тому f x
n ⇒ f x на Y за тiєю ж теоремою 8.3. Крiм того, fn 2 C для кожного n.

Таким чином, fn 2 C i fn ! f в S , отже, f 2 C
s
.

З теореми 8.4 негайно випливає

Наслiдок 8.5. Нехай f 2 S i множина D.f / не бiльш, нiж злiченна. Тодi f 2 C
s
.

Зрозумiло, що з наслiдку 8.5 випливають теореми 5.1 i 5.2 i наслiдок 6.4, якi були доведенi
iншим методом.

9. Лiнiйна iнтерполяцiя зi збереженням звуження.
Нехай F – замкнена пiдмножина вiдрiзка X D Œa; b�, для якої fa; bg � F ¤ X i G D

XnF . Оскiльки G D .a; b/nF , то G – це вiдкрита множина не тiльки в X , але й в R. Тому
iснує диз’юнктна сiм’я iнтервалiв Im D .˛m; ˇm/, де m пробiгає множину M , для якої M D

f1; : : : ; lg для деякого l 2 N або M D N, така, що G D
`

m2M Im. При цьому всi кiнцi ˛m i
ˇm iнтервалiв сумiжностi Im множини F належать до F .

Кожнiй функцiї g W Œa; b� ! R поставимо у вiдповiднiсть функцiю h D gF W Œa; b� ! R,
яка визначається так:

h.x/ D

(
g.x/; x 2 F;

g.˛m/ C
g.ˇm/�g.˛m/

ˇm�˛m
.x � ˛m/; x 2 Im:

Таким чином, hjF D gjF i hjI m
– це лiнiйна функцiя на I m D Œ˛m; ˇm�, для якої h.˛m/ D

g.˛m/ i h.ˇm/ D g.ˇm/ для кожного m 2 M .

Лема 9.1. Нехай g 2 C Œ0; 1�. Тодi i h D gF 2 C Œa; b�, причому hjF D gjF .

Доведення. Нехай множина M скiнченна, а саме, M D f1; : : : ; lg. Всi множини F; I ; : : : ; I l

замкненi i X D Œa; b� D F [
Sl

mD1 I m, а звуження hjF D gjF i hjI m
неперервнi. Тому

функцiя h неперервна.
Припустимо, що M D N. Оскiльки всi звуження gjIm

на вiдкритi iнтервали Im неперерв-
нi, то g неперервна в кожнiй точцi вiдкритої множини G D

`1

mD1 Im.
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Нехай x0 2 F D XnG. Покажемо, що функцiя hn неперервна в точцi x0. Вiзьмемо " > 0.
З рiвномiрної неперервностi функцiї g випливає, що iснує таке ı > 0, що jg.x0/ � g.x00/j < ",
як тiльки jx0 �x00j < ı i x0; x00 2 X . Оскiльки ˇm �˛m ! 0 при m ! 1, то iснує такий номер

m0, що ˇm � ˛m < ı
2
, як тiльки m > m0. Для замкненої множини F0 D F [

m0S
mD1

I m звуження

hjF0
неперервне, бо всi звуження hjF i hjI m

неперервнi. Тому iснує таке ı0, що 0 < ı0 < ı
2

i
jhn.x/ � hn.x0/j < ", як тiльки x 2 F0 i jx � x0j < ı0.

Припустимо, що jx � x0j < ı0 i x 2 XnF0. Тодi iснує таке m > m0, що ˛m < x < ˇm.
При цьому

ˇm D x C ˇm � x < x C ˇm � ˛m < x C
ı

2
< x0 C ı0 C

ı

2
< x0 C

ı

2
C

ı

2
D x0 C ı;

˛m D x � .x � ˛m/ > x � .ˇm � ˛m/ > x �
ı

2
> x0 � ı0 �

ı

2
> x0 �

ı

2
�

ı

2
D x0 � ı:

Отже, кiнцi ˛m i ˇm iнтервалу Im лежать в околi U D .x0 � ı; x0 C ı/ точки x0. Тому
j˛m �x0j < ı i jˇm �x0j < ı, при цьому f˛m; ˇmg � F . Так само x0 2 F . Отже, за побудовою
h.˛m/ D g.˛m/, h.ˇm/ D g.ˇm/ i h.x0/ D g.x0/. Тому

jh.˛m/ � h.x0/j D jg.˛m/ � g.x0/j < " i jh.ˇm/ � h.x0/j D jg.ˇm/ � g.x0/j < ":

На вiдрiзку I m функцiя h лiнiйна i ˛m < x < ˇm. Отже, число h.x/ лежить мiж числами
h.˛m/ i h.ˇm/. В такому разi i для нього виконується нерiвнiсть jh.x/ � h.x0/j < ". Таким
чином, якщо x 2 X i jx � x0j < ı0, то jh.x/ � h.x0/j < ", що i дає нам неперервнiсть функцiї
h у точцi x0.

Зауважимо, що серед довжин jImj D ˇm�˛m iнтервалiв Im D .˛m; ˇm/ завжди знайдеться
найбiльша, адже jImj ! 0 при M D N. Введемо в розгляд число �F D max

m2M
jImj. Легко

перевiрити, що коли A – це скiнченна пiдмножина iнтервалу .a; b/, то �A D � eA, де eA D

A [ fa; bg.

Лема 9.2. Нехай F – замкнена пiдмножина вiдрiзка X D Œa; b�, для якої fa; bg � F ¤ X ,
A D fan W n 2 Ng – щiльна в доповненнi G D XnF пiдмножина G, для якої ak ¤ aj при
k ¤ j , An D fa1; : : : ; ang i Fn D F [ An. Тодi �Fn

! 0 при n ! 1.

Доведення. Нехай G D
`

m2M Im, де Im D .˛m; ˇm/. Зафiксуємо якесь m 2 M . Розглянемо
на iнтервалi Im скiнченну множину Am;n D Im \ An i для неї числа �m;n D �Œ˛m;ˇm�;Am;n.
Доведемо, що �m;n ! 0 при n ! 1. Зрозумiло, що множина Bm D Im \A щiльна в iнтервалi
Im i нескiнченна. Нехай Bm D fank

W k 2 Ng, де n1 < n2 < : : : < nk < : : : i Bm;k D

fan1
; : : : ; ank

g. За лемою 8.1 маємо, що �Bm;k
D �Œ˛m;ˇm�;Bm;k

! 0 при k ! 1. Але

�m;n D �Bm;k
при nk � n < nkC1;

адже, Am;n D Bm;k при nk � n < nkC1. Тепер зрозумiло, що i �m;n ! 0 при n ! 1.
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Далi зауважимо, що �Fn
D max

m2M
�m;n.Справдi, нехай In – система всiх iнтервалiв сумiжно-

стi замкненої множини Fn на вiдрiзку Œa; b� i Im;n – система всiх iнтервалiв сумiжностi скiн-
ченної множини eAm;n D Am;n [ f˛m; ˇmg на вiдрiзку Œ˛m; ˇm�. Зрозумiло, що In D

m̀2M

Im;n.

Тому
�Fn

D maxfjI j W I 2 Ing D max
m2M

maxfjI j W I 2 Im;ng D max
m2M

�m;n:

Доведемо тепер, що �Fn
! 0 при n ! 1. Якщо множина M скiнченна, то це негайно

випливає з спiввiдношення �Fn
D max

m2M
�m;n i того, що �m;n ! 0 при n ! 1 для кожного

m 2 M .
Нехай M D N i " > 0. Зауважимо, що �m;n � jImj для довiльних m i n. Оскiльки jImj ! 0

при m ! 1, то iснує такий номер m0, що jImj < " при m > m0. Далi, оскiльки �m;n ! 0

при n ! 1 для кожного m D 1; : : : ; m0, то iснує такий номер N , що �m;n < " при n � N

для кожного m D 1; : : : ; m0. Тому

�Fn
D max

m2N
�m;n D maxfmax

m�m0

�m;n; max
m>m0

�m;ng < "

при n � N , адже max
m�m0

�m;n < " при n � N i max
m>m0

�m;n � max
m>m0

jImj < " для всiх n.

Теорема 9.3. Нехай g 2 C Œa; b�, F – замкнена пiдмножина вiдрiзка X D Œa; b�, для якої
fa; bg � F ¤ X , A D fan W n 2 Ng – щiльна в доповненнi G D XnF пiдмножина G, для якої
ak ¤ aj при k ¤ j , An D fa1; : : : ; ang i Fn D F [ An. Тодi функцiї hn D gFn

неперервнi,
hnjF D gjF i hn ⇒ g на X .

Доведення. Неперервнiсть функцiй hn випливає з леми 9.1, а рiвнiсть hnjF D gjF з побудо-
ви, бiльше того, навiть hnjFn

D gjFn
. Доведемо, що hn ⇒ g на X .

Зафiксуємо " > 0. З рiвномiрної неперервностi функцiй g на вiдрiзку X D Œa; b� випиває,
що iснує таке ı > 0, що jg.x0/ � g.x00/j < "

2
, як тiльки x0, x00 2 X i jx0 � x00j < ı. За лемою 9.2

iснує такий номер N , що �Fn
< ı, як тiльки n � N .

Нехай n � N i x 2 X . Якщо x 2 Fn, то hn.x/ D g.x/ i jhn.x/ � g.x/j D 0 < ". Нехай
x 2 Gn D XnFn, а In – система усiх складових iнтервалiв вiдкритої множини Gn. Тодi iснує
такий iнтервал I D .˛; ˇ/ 2 In, що ˛ < x < ˇ. При цьому f˛; ˇg � Fn i I D ˇ�˛ � �Fn

< ı.
В такому разi jhn.ˇ/ � hn.˛/j D jg.ˇ/ � g.˛/j < "

2
. Але функцiя hn на вiдрiзку Œ˛; ˇ� лiнiйна.

Тому
jhn.x/ � g.˛/j D jhn.x/ � hn.˛/j � jhn.ˇ/ � hn.˛/j <

"

2
:

Крiм того, jx � ˛j < ı, отже, i jg.x/ � g.˛/j < "
2
. Тому

jhn.x/ � g.x/j � jhn.x/ � g.˛/j C jg.x/ � g.˛/j <
"

2
C

"

2
D ":

Таким чином, jhn.x/ � g.x/j < " при n � N для довiльного x 2 X , а тому, hn.x/ ⇒ g.x/ на
X .

Застосуємо тепер теорему 9.3 для отримання ще одного результату про пошарово рiвно-
мiрну апроксимацiю нарiзно неперервних функцiй f W Q ! R. Для замкненої множини F

на Œ0; 1� такої, що f0; 1g � F ¤ Œ0; 1� i функцiї g W Œ0; 1� ! R покладемо LF g D gF .
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Теорема 9.4. Нехай f 2 S , X D Y D Œ0; 1�, E D prX.D.f //, звуження f jE�Y неперервне,
F D E [ f0; 1g, G D XnF , A D fan W N 2 Ng – злiченна пiдмножина G, яка щiльна в G, i
ak ¤ aj при k ¤ j , An D fa1; : : : ; ang, Fn D F [ An i

fn.x; y/ D .LFn
fy/.x/;

якщо .x; y/ 2 Q. Тодi fn 2 C , fnjF �Y D f jF �Y i fn ! f в S , зокрема, f 2 C
s
.

Доведення. Рiвнiсть fnjF �Y D f jF �Y випливає з означення функцiї fn, для яких навiть
виконується рiвнiсть fnjFn�Y D f jFn�Y .

Доведемо, що звуження f jE�Y неперервне.
Нехай x0 2 E i y0 2 Y . Якщо x0 … E, то fx0g � Y � C.f /, отже, f неперервна в точцi

p0 D .x0; y0/, а значить, i звуження f jE�Y неперервне в цiй точцi.
Нехай тепер x0 2 E i " > 0. За умовою звуження f jE�Y неперервне в точцi p0, отже,

iснують такi вiдкритi околи U i V точок x0 i y0 в X i Y , що

jf .x; y/ � f .x0; y0/j � " на .U \ E/ � V:

Нехай x 2 U \ E i y 2 V . Iснує послiдовнiсть точок xj 2 U \ E, така, що xj ! x.
Оскiльки функцiя fy неперервна, то f .xj ; y/� D fy.xj / ! fy.x/ D f .x; y/. Отже,

jf .x; y/ � f .x0; y0/j D lim
j !1

jf .xj ; y/ � f .x0; y0/j � ";

бо jf .xj ; y/ � f .x0; y0/j � " для кожного j . Це i дає нам неперервнiсть f jE�Y у точцi p0.
Покажемо, що i звуження f jF �Y неперервне. Справдi, F D f0g [ E [ f1g, отже, F � Y D

.f0g � Y / [ .E � Y / [ .f1g � Y /. При цьому множини f0g � Y , E � Y i f1g � Y замкненi i
звуження f jf0g�Y , f jE�Y i f jf1g�Y неперервнi, адже функцiя f нарiзно неперервна. Тому i
звуження f jF �Y неперервне.

Зафiксуємо n i доведемо, що функцiя fn неперервна. Неперервнiсть звуження
f jŒ˛m;ˇm��Y випливає з теореми 8.3, яка, звичайно, справедлива не тiльки для квадрата
Q D Œ0; 1�2, а й для довiльного прямокутника Œa; b� � Œc; d �. Звiдси негайно отримуємо, що
fn неперервна в кожнiй точцi вiдкритої множини G � Y . Якщо множина M скiнченна, то на
основi цього отримуємо i неперервнiсть fn на Q, адже Q D .F � Y / [

S
m2M .Œ˛m; ˇm� � Y /,

доданки в цьому скiнченному об’єднаннi замкненi i звуження fn на кожний з них неперервне.
Тому припустимо, що M D N, вiзьмемо точку p0 D .x0; y0/ 2 F � Y i доведемо, що

hn неперервна в точцi p0. Нехай " > 0. Скориставшись неперервнiстю звуження f jF �Y зна-
йдемо таке ı > 0, що jf .x; y/ � f .x0; y0/j < ", як тiльки .x; y/ 2 F � Y , jx � x0j < ı i
jy � y0j < ı. Оскiльки ˇm � ˛m ! 0 при m ! 1 i множина An скiнченна, то iснує такий
номер m0, що ˇm � ˛m < ı

2
i Am;n D .˛m; ˇm/ \ An D ∅ при m > m0. Як i в доведеннi

леми 9.1, розглянемо замкнену множину F0 D F [
Sm0

mD1Œ˛m; ˇm�. Звуження fnjF0�Y непе-
рервне, бо всi звуження f jF �Y i f jŒ˛m;ˇm��Y при m D 1; : : : ; m0 неперервнi. Тому iснує таке
число ı0, що 0 < ı0 < ı

2
i jfn.x; y/ � fn.x0; y0/j < ", як тiльки .x; y/ 2 F0 � Y , jx � x0j < ı0 i

jy � y0j < ı0. Нехай x 2 XnF0, y 2 Y , jx � x0j < ı0 i jy � y0j < ı0. Оскiльки x 2 X i x … F0,
то iснує такий номер m > m0, що ˛m < x < ˇm. Як i в доведеннi леми 9.1, легко перевiря-
ється, що x0 � ı < ˛m < ˇm < x0 C ı, звiдки випливає, що j˛m � x0j < ı i jˇm � x0j < ı.
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За побудовою fn.˛m; y/ D f .˛m; y/ i fn.ˇm; y/ D f .ˇm; y/, fn.x0; y0/ D f .x0; y0/, адже
f˛m; ˇm; x0g � F . Оскiльки при цьому jy � y0j < ı0 < ı, то

jfn.˛m; y/ � fn.x0; y0/j D jf .˛m; y/ � f .x0; y0/j < " i

jfn.ˇm; y/ � fn.x0; y0/j D jf .ˇm; y/ � f .x0; y0/j < ":

Функцiя .fn/y лiнiйна на вiдрiзу Œ˛m; ˇm�, адже Am;n D ∅. Тому число fn.x; y/ лежить мiж
числами fn.˛m; y/ i fn.ˇm; y/, отже, i jfn.x; y/ � fn.x0; y0/j < ".

Ми показали, що jfn.x; y/ � fn.x0; y0/j < ", як тiльки jx � x0j < ı0, jy � y0j < ı0 i
.x; y/ 2 Q. Це i дає нам неперервнiсть функцiї fn у точцi p0.

Оскiльки для кожного y 2 Y функцiя fy неперервна i .fn/y D LFn
fy , то .fn/y ⇒ fy на

X за теоремою 9.3. Якщо x 2 F , то f x
n D f x для кожного n за побудовою, отже, f x

n ⇒ f x

на Y . Припустимо, що x 2 XnF . Тодi iснує такий номер m, що ˛m < x < ˇm. Оскiльки
D.f / � F � Y , то звуження f j.˛m;ˇm/�Y неперервне, звiдки випливає, що x 2 CY .f /. Ясно,
що тодi i x 2 CY .g/, де g D f jŒ˛m;ˇm��Y . Для функцiй hn D fnjŒ˛m;ˇm��Y маємо hn D

.LAm;n
gy/.x/, при цьому x 2 CY .g/. Тому за теоремою 8.3, hx

n ⇒ gx на Y . Але hx
n D f x

n , a
gx D f x. Отже, f x

n ⇒ f x на Y .

10. Апроксимацiя нарiзно неперервних функцiй з дискретною прое-
кцiєю множини точок розриву.

Нагадаємо, що пiдмножина A топологiчного простору X називається дискретною, якщо
для кожної точки x 2 A iснує такий її окiл U в X , що U \ A D fxg.

Теорема 10.1. Нехай X – T1 -простiр, Y i Z – топологiчнi простори i f W X � Y ! Z –
нарiзно неперервне вiдображення, причому множина A D prX.D.f // дискретна в просторi
X . Тодi звуження g D f jA�Y сукупно неперервне.

Доведення. Розглянемо точку p0 D .x0; y0/ 2 A � Y i покажемо, що вiдображення g непе-
рервне в цiй точцi.

Нехай x0 2 A. Тодi iснує такий вiдкритий окiл U точки x0 в X , якщо U \ A D fx0g.
Покажемо, що U \ .AnA/ D ∅. Нехай це не так. Тодi iснує точка b 2 U \ .AnA/. Множина
PU D U nfx0g вiдкрита в T1-просторi X i b 2 PU , адже b 2 U i b ¤ x0, бо b … A, отже, PU є

околом точки b. Крiм того, b 2 A, отже, iснує точка a 2 A \ PU . Тодi a 2 A \ U i a ¤ x0, що
неможливо, бо A \ U D fx0g. Таким чином, U \ .AnA/ D ∅, звiдки випливає, що

U \ A D .U \ A/ [ .U \ .AnA// D fx0g [ ∅ D fx0g:

Множина .U \ A/ � Y вiдкрита в пiдпросторi A � Y i gj.U \A/�Y D f jfx0g�Y – це неперервна
функцiя, адже функцiя f x0 W Y ! R неперервна. Тому g неперервна в кожнiй точцi множини
fx0g � Y , зокрема, в точцi p0.

Нехай x0 2 AnA. Оскiльки A D prX.D.f // i x0 … A, то fx0g � Y � C.f /, отже, в точцi
p0 неперервна функцiя f , а значить i g.

Наслiдок 10.2. Нехай f 2 S i одна з проекцiй множини D.f / на вiсь абсцис чи ординат
дискретна. Тодi f 2 C

s
.
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Доведення. Припустимо, що множина A D prX.D.f // дискретна. Тодi за теоремою 10.1
звуження f jA�Œ0;1� неперервне. В такому разi f 2 C

s
за теоремою 9.4.

Зауважимо, що дискретна множина A у топологiчному просторi X з другою аксiомою
злiченностi обов’язково не бiльш, нiж злiченна. Справдi, нехай B D fBn W n 2 Ng – база в
X . Для кожної точки a з A iснує такий окiл Ua, що Ua \ A D fag, а для околу Ua iснує
такий елемент B.a/ 2 B, що a 2 B.a/ � Ua. Оскiльки fag � B.a/ \ A � Ua \ A D fag,
то B.a/ \ A D fag. Тому B.a0/ ¤ B.a00/ при a0 ¤ a00, адже якби B.a0/ D B.a00/, то i fa0g D

B.a0/\A D B.a00/\A D fa00g, отже, a0 D a00. Таким чином, вiдображення a 7! B.a/ W A ! B
– iн’єктивне. Оскiльки система B не бiльш, нiж злiченна, то такою буде i множина A.

Тому наслiдок 10.2 випливає i з теореми 8.4, адже вiдрiзок Œ0; 1� задовольняє другу аксi-
ому злiченностi.
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