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КОМПАКТНI ПIДПРОСТОРИ ДОБУТКIВ ЛIНIЙНО ВПОРЯДКОВАНИХ
ПРОСТОРIВ I КОНАМIОКОВI ПРОСТОРИ

ВОЛОДИМИР МИХАЙЛЮК

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича, Чернiвцi, Україна

В. Михайлюк. Компактнi пiдпростори добуткiв лiнiйно впорядкованих просторiв i конамiоковi про-
стори // Мат. вiсник НТШ. — 2013. — Т.10. — C. 159–162.

Доведено, що для довiльного берiвського простору X , лiнiйно впорядкованих просторiв Y1; : : : ; Yn,
компактного простору Y � Y1 � � � � � Yn такого, що для довiльного паралелепiпеда W � Y1 � � � � � Yn

множина Y \ W зв’язна, i нарiзно неперервного вiдображення f W X � Y ! R iснує щiльна в X

Gı -множина A � X така, що функцiя f неперервна за сукупнiстю змiнних в кожнiй точцi множини
A � Y .

V. Mykhaylyuk, Compact subspaces of products of linearly ordered spaces and co-Namioka spaces, Math.
Bull. Shevchenko Sci. Soc. 10 (2013), 159–162.

It is shown that for any Baire space X , linearly ordered compact spaces Y1; : : : ; Yn, compact space Y �

Y1 � � � � � Yn such that for every parallelepiped W � Y1 � � � � � Yn the set Y \ W is connected, and separately
continuous mapping f W X �Y ! R there exists a dense in X Gı -set A � X such that f is jointly continuous
at every point of A � Y .

Вступ

Вивчення множини точок сукупної неперервностi нарiзно неперервних функцiй беруть
свiй початок з класичної працi Р.Бера [1], який розглядав функцiї двох дiйсних змiнних.
Новим поштовхом до iнтенсифiкацiї даних дослiджень став результат I.Намiоки [7], який
привiв, зокрема, до виникнення наступних понять, якi були введенi в [5].

Нехай X , Y – топологiчнi простори. Кажуть, що нарiзно неперервна функцiя f W X �

Y ! R має властивiсть Намiоки, якщо iснує щiльна в X Gı-множина A � X така, що
f неперервна за сукупнiстю змiнних в кожнiй точцi множини A � Y . Компактний простiр
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Y називається конамiоковим, якщо для довiльного берiвського простору X кожне нарiзно
неперервне вiдображення f W X � Y ! R має властивiсть Намiоки.

Досить загальнi результати у напрямку вивчення властивостей конамiокових просторiв
були одержанi в [2, 3], де встановлено, що клас компактних конамiокових просторiв замкне-
ний вiдносно добутку i мiстить компакти Валдiвiа. Крiм того, в [2] показано, що лiнiйно
впорядкований компакт Œ0; 1� � f0; 1g з лексикографiчним порядком також є конамiоковим
i передоведено результат з [6] про конамiоковiсть довiльного цiлком впорядкованого ком-
пакту. В [9] було узагальнено цi результати i показано, що довiльний лiнiйно впорядкований
компакт є конамiоковим простором.

Разом з тим, приклад M. Талаграна [8] компактного простору, який не є конамiоковим,
вказує на те, що замкнений пiдпростiр конамiокового компакту може не бути конамiоковим.
Тому природно виникає питання: чи обов’язково компактний пiдпростiр Y скiнченного до-
бутку Y1 � � � � � Yn лiнiйно впорядкованих компактiв Yk є конамiоковим?

В данiй замiтцi ми, розвиваючи пiдхiд з [9], покажемо, що при деяких додаткових умовах
(типу зв’язностi) на простiр Y вiдповiдь на дане питання є позитивною.

1. Неперервнi вiдображення на компактних пiдпросторах добуткiв
лiнiйно впорядкованих просторiв

Для функцiї f W X �Y ! Z i точки .x; y/ 2 X �Y позначимо f x.y/ D fy.x/ D f .x; y/.
Для лiнiйно впорядкованого простору X i точок a; b 2 X з a � b через Œa; b�, Œa; b/, .a; b� i
.a; b/ ми позначатимемо вiдповiднi промiжки.

Нехай X – топологiчний простiр. Для вiдображення f W X ! R i множини A � X через
!f .A/ ми позначатимемо коливання supx;y2A jf .x/ � f .y/j функцiї f на множинi A, а для
точки x0 2 X через !f .x0/ ми позначатимемо коливання infU 2U !f .U / функцiї f у точцi
x0, де U – це система всiх околiв точки x0 в просторi X .

Твердження 1. Нехай X1; : : : ; Xn – лiнiйно впорядкованi простори, X � X1 � � � � � Xn –
компактний простiр, " > 0 i f W X ! R – неперервне вiдображення. Тодi iснує номер m 2 N
такий, що для довiльного набору W1; : : : ; Wm паралелепiпедiв

Wk D Œa
.k/
1 ; b

.k/
1 � � � � � � Œa.k/

n ; b.k/
n �

таких, що .a
.k/
i ; b

.k/
i /\.a

.j /
i ; b

.j /
i / D ∅ для довiльних i 2 f1; : : : ng та рiзних j; k 2 f1; : : : ; mg,

iснує k0 2 f1; : : : mg таке, що !f .Wk0
\ X/ � ".

Доведення. Без обмеження загальностi ми можемо вважати, що X1; : : : ; Xn – компакти. Не-
хай g W X1�� � ��Xn ! R – неперервне продовження вiдображення f . Виберемо такi скiнчен-
нi покриття U1; : : : ;Un просторiв X1; : : : ; Xn вiдкритими промiжками, що
!g.U 1 � � � � � U n/ � " для довiльних U1 2 U1; : : : ; Un 2 Un. Для кожного i 2 f1; : : : ; ng

позначимо через Ai множину всiх кiнцевих точок промiжкiв U 2 Ui i покладемо m D

jA1j C jA2j C � � � C jAnj C 1. Покажемо, що m – шукане.
Нехай W1; : : : ; Wm – набiр паралелепiпедiв Wk D Œa

.k/
1 ; b

.k/
1 � � � � � � Œa

.k/
n ; b

.k/
n � таких, що

.a
.k/
i ; b

.k/
i / \ .a

.j /
i ; b

.j /
i / D ∅ для довiльних i 2 f1; : : : ; ng та рiзних j; k 2 f1; : : : ; mg. Припу-

стимо, що !f .Wk \X/ > " для кожного k 2 f1; : : : mg. Тодi Wk 6� U 1 �� � ��U n для кожного
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k 2 f1; : : : mg i довiльних U1 2 U1; : : : ; Un 2 Un. Тому для кожного k 2 f1; : : : mg iснують
i 2 f1; : : : ng та a 2 Ai такi, що a 2 .a

.k/
i ; b

.k/
i /. Оскiльки m > jA1j C jA2j C � � � C jAnj, то

iснують i 2 f1; : : : ; ng, a 2 Ai та рiзнi j; k 2 f1; : : : ; mg такi, що a 2 .a
.k/
i ; b

.k/
i / \ .a

.j /
i ; b

.j /
i /,

що неможливо.

2. Основний результат
Теорема 1. Нехай Y1; : : : ; Yn – лiнiйно впорядкованi простори, Y � Y1 � � � � � Yn – та-
кий компактний простiр, що для довiльного (можливо виродженого) паралелепiпеда W D

Œa1; b1� � � � � � Œan; bn� � Y1 � � � � � Yn множина Y \ W зв’язна. Тодi Y конамiоковий.

Доведення. Нехай X – берiвський простiр i f W X � Y ! R – нарiзно неперервна функцiя.
Доведемо, що вiдображення f має властивiсть Намiоки. Зафiксуємо " > 0 i покажемо, що
вiдкрита множина G" D fx 2 X W !f .x; y/ < " для кожного y 2 Y g є щiльною в X .

Нехай U – довiльна непорожня вiдкрита в X множина. Покажемо, що iснує вiдкрита
непорожня множина U0 � U \G". Для кожного x 2 U позначимо через M.x/ множину таких
номерiв m 2 N, для яких iснують набори W1; : : : ; Wm паралелепiпедiв Wk D Œa

.k/
1 ; b

.k/
1 � �

� � � � Œa
.k/
n ; b

.k/
n � таких, що .a

.k/
i ; b

.k/
i / \ .a

.j /
i ; b

.j /
i / D ∅ для довiльних i 2 f1; : : : ; ng та рiзних

j; k 2 f1; : : : ; mg i !f x .Wk \ Y / > "
6.nC1/

для кожного k 2 f1; : : : ; mg. Згiдно з твердженням
1 всi множини M.x/ обмеженi зверху. Для кожного x 2 U покладемо '.x/ D maxM.x/,
якщо M.x/ ¤ ∅, i '.x/ D 0, якщо M.x/ D ∅.

З неперервностi функцiї f вiдносно першої змiнної випливає, що для довiльного парале-
лепiпеда W � Y1 � � � � � Yn множина fx 2 X W !f x .W \ Y / > "

6.nC1/
g вiдкрита в X . Тому

для кожного невiд’ємного m 2 Z множина fx 2 U W '.x/ > mg вiдкрита в U , тобто функцiя
' W U ! Z є напiвнеперервною знизу на берiвському просторi U . Згiдно з [4], функцiя '

є точково розривною, тобто неперервною в кожнiй точцi деякої щiльної в U множини. То-
му iснують вiдкрита в U непорожня множина U1 i невiд’ємне цiле число m 2 Z такi, що
'.x/ D m для кожного x 2 U1.

Якщо m D 0, то jf .x; a/ � f .x; b/j �
"

6.nC1/
< "

3
для довiльних x 2 U1 i a; b 2 Y .

Тодi, взявши довiльну точку y0 2 Y i вiдкриту непорожню множину U0 � U1 таку, що
!fy0

.U0/ < "
3
, одержимо, що !f .U0 � Y / < ". Зокрема, U0 � G".

Тепер розглянемо випадок, коли m 2 N. Вiзьмемо довiльну точку x0 2 U1 i виберемо
набiр W1; : : : ; Wm паралелепiпедiв Wk D Œa

.k/
1 ; b

.k/
1 � � � � � � Œa

.k/
n ; b

.k/
n � таких, що .a

.k/
i ; b

.k/
i / \

.a
.j /
i ; b

.j /
i / D ∅ для довiльних i 2 f1; : : : ; ng та рiзних j; k 2 f1; : : : ; mg i !f x0 .Wk \ Y / >

"
6.nC1/

для кожного k 2 f1; : : : ; mg. Використовуючи неперервнiсть функцiї f вiдносно пер-
шої змiнної, виберемо вiдкритий окiл U0 � U1 точки x0 в U такий, що !f x .Wk \Y / > "

6.nC1/

для довiльних k 2 f1; : : : ; mg i x 2 U0.
Далi без обмеження загальностi ми можемо вважати, що Y1; : : : ; Yn – компакти, тобто

Y1 D Œa1; b1�; : : : ; Yn D Œan; bn�. Для кожного i 2 f1; : : : ; ng покладемо Ai D fa
.k/
i ; b

.k/
i W 1 �

k � mg [ fai ; big i позначимо через Vi множину всiх таких непорожнiх промiжкiв Œa; b� � Yi ,
що a; b 2 Ai . Крiм того, покладемо W D V1 � � � � � Vn. Покажемо, що !f x .W \ Y / �

"
6

для
всiх x 2 U0 i W 2 W .

Припустимо, що !f x .W \ Y / > "
6

для деяких x 2 U0 i W D Œc1; d1� � � � � � Œcn; dn� 2

W . Виберемо такi точки z0 D .z
.0/
1 ; : : : ; z

.0/
n /; znC1 D .z

.nC1/
1 ; : : : ; z

.nC1/
n / 2 W \ Y , що
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jf .x; z0/ � f .x; znC1/j D q > "
6
. Для певностi вважатимемо, що z

.0/
1 � z

.nC1/
1 ; : : : ; z

.0/
n �

z
.nC1/
n . Використовуючи неперервнiсть функцiї f x i те, що для довiльного паралелепiпеда

V � Y1 � � � � � Yn множина V \ Y зв’язна, виберемо точки z1 D .z
.1/
1 ; : : : ; z

.1/
n /; : : : ; zn D

.z
.n/
1 ; : : : ; z

.n/
n / 2 W \ Y такi, що z

.0/
i � z

.1/
i � z

.2/
i � � � � � z

.n/
i � z

.nC1/
i для кожного

i 2 f1; : : : ; ng i jf .x; zk�1/ � f .x; zk/j D
q

nC1
для кожного k 2 f1; : : : ; n C 1g. Тепер для

довiльних i 2 f1; : : : ; ng i k 2 f1; : : : ; n C 1g покладемо c
.k/
i D z

.k�1/
i , d

.k/
i D z

.k/
i i Vk D

Œc
.k/
1 ; d

.k/
1 � � � � � � Œc

.k/
n ; d

.k/
n �. Зауважимо, що .c

.k/
i ; d

.k/
i / \ .c

.j /
i ; d

.j /
i / D ∅ для довiльних

i 2 f1; : : : ; ng та рiзних j; k 2 f1; : : : ; n C 1g i !f x .Vk \ Y / �
q

nC1
> "

6.nC1/
для кожного

k 2 f1; : : : ; n C 1g.
Оскiльки для кожного i 2 f1; : : : ; ng множина fk � m W .a

.k/
i ; b

.k/
i /\ .ci ; di/ ¤ ∅g мiстить

щонайбiльше один елемент, то множина N D
Tn

iD1fk � m W .a
.k/
i ; b

.k/
i / \ .ci ; di/ D ∅g має

потужнiсть jN j � m � n. Тому система P D fWk W k 2 N g [ fVj W 1 � j � n C 1g мiстить
принаймнi m C 1 паралелепiпед. При цьому !f x .P \ Y / > "

6.nC1/
для кожного P 2 P i

.ti ; ui/\.vi ; wi/ D ∅ для кожного i 2 f1; : : : ; ng, де Œt1; u1��� � ��Œtn; un�, Œv1; w1��� � ��Œvn; wn�

– рiзнi паралелепiпеди з P . А це суперечить тому, що '.x/ D m. Отже, !f x .W \ Y / �
"
6

для
всiх x 2 U0 i W 2 W .

Зафiксуємо y 2 Y i x 2 U0. ПокладемоWy D fW 2 W W y 2 W g i Vy D
S

W 2Wy
.W \Y /.

Зрозумiло, що Vy – окiл точки y в просторi Y . Оскiльки !f x .W \ Y / �
"
6

для кожного
W 2 Wy i y 2

T
W 2Wy

.W \ Y /, то !f x .Vy/ �
"
3
. Тепер, використовуючи неперервнiсть

функцiї f вiдносно першої змiнної в точцi .x; y/, виберемо такий окiл QU точки x в X , що
!fy

. QU / < "
3
. Тодi !f . QU � Vy/ < ", зокрема, !f .x; y/ < " для довiльних y 2 Y i x 2 U0.

Отже, U0 � G".
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1. R. Baire, Sur les fonctions de variables réelles, Ann. Mat. Pura Appl., 3:1 (1899), 1–123.
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