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УЗАГАЛЬНЕННЯ СТАЛОЇ ЕЙЛЕРА

РУСЛАН СКУРАТОВСЬКИЙ

Нацiональний Технiчний Унiверситет України, м. Києва, проспект Перемоги 37

Р. Скуратовський. Узагальнення сталої Ейлера // Мат. вiсник НТШ. — 2013. — Т.10. — C. 163–168.

Розглядається поняття узагальненої сталої Ейлера для рядiв з загальним членом, який задається
певною функцiєю. Дослiджено умови iснування цiєї сталої. Знайдено два критерiї iснування цiєї сталої.
Показано, що узагальнена стала Ейлера iснує для розбiжних рядiв з обмеженим зростанням членiв
ряду. Запропоновано метод використання вiдповiдної сталої для чисельного знаходження частинних
сум.

R. Skuratowskiy, A generalization of the Euler constant, Math. Bull. Shevchenko Sci. Soc. 10 (2013), 163–
168.

A notion of generalized Euler’s constant is introduced for series with terms, generated by a certain func-
tion. Conditions for existence of this constant are investigated. Two criteria of the existence of generalized
Euler constant are founded. It is proved that for a divergent series with bounded growth of general term the
generalized Euler’s constant exists. A method for calculation of partial sums of series with the help of this
constant is proposed.

Вступ

Iнтегральна ознака Кошi дає можливiсть встановити зв’язок мiж збiжнiстю довiльного ря-
ду з невiд’ємними членами виду

P1

nD1 un, де un D f .n/, n 2 N (f .x/ — функцiя, визначена
при x � 1), та збiжнiстю невласного iнтегралу вiд функцiї f на Œ1; 1/. Тобто, якщо функцiя
f .x/ монотонно незростає при x � 1, то зi збiжностi або розбiжностi iнтеграла

R 1

1
f .x/dx

можна встановити збiжнiсть або розбiжнiсть вiдповiдного ряду. Але, границя вiд виразу

Cn.f / D Sn � In; (1)

де Sn D Sn.f / D
Pn

iD1 f .n/, In D In.f / D
R n

1
f .x/dx може iснувати навiть у випадку,

коли ряд
P1

nD1 f .n/ розбiгається. Зокрема, добре вiдомо про сталу Ейлера, введену для
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розбiжного гармонiчного ряду, породженого функцiєю f1.x/ D
1
x

. Тому природнiм чином
виникає питання для якого класу функцiй f iснує стала Cf виду:

Cf WD lim
n!1

.Sn � In/ : (2)

Метою роботи є вiдповiсти на питання, про умови iснування “узагальненої сталої Ей-
лера”, тобто границi (2). Зауважимо, що у випадку монотонно спадної i збiжної до нуля
функцiї f проблема iснування i обчислення границi (2) дослiджувалась в роботi [2]. Для
дзета-функцiї Рiмана iснування границi (2) дослiджувалось в роботi [5]. Узагальнену сталу
Ейлера (2) зручно використати для наближеного обчислення часткових сум рядiв [3, 2, 4] i
iнтегралiв вiд деяких не елементарних функцiй.

1. Основнi результати
Класичний приклад iснування границi (2) дає розбiжний гармонiчний ряд з частинною

сумою Hn D 1 C
1
2

C
1
3

C � � � C
1
n

й iнтегралом In D
R n

1
dx
x

D ln.n/ (n 2 N ).
Доведемо, що границя (2), тобто узагальнена стала Ейлера, може iснувати для досить

широкого класу функцiй f , вiдмiнних вiд функцiї f1 .x/ D 1=x.

Теорема 1. Якщо функцiя f .x/ визначена на пiвосi Œ1I C1/ монотонна i обмежена, то уза-
гальнена стала Ейлера (2) iснує.

Доведення. Зауважимо, що з монотонностi i обмеженостi випливає iнтегровнiсть за Рiманом
[1, 4]. Нехай f .x/ неспадна, тодi

f .k � 1/ �

Z k

k�1

f .x/dx � f .k/ .k 2 N/: (3)

Послiдовнiсть fCng
1

nD1 (1) є монотонно неспадною, оскiльки, згiдно (3),

Cn � Cn�1 D Sn � Sn�1 � .In � In�1/ D f .n/ �

Z n

n�1

f .x/dx � f .n/ � f .n/ D 0;

i обмеженою зверху, оскiльки при n 2 N, n � 2 W

Cn D

nX
kD1

f .k/ �

nX
kD2

Z k

k�1

f .x/dx �

nX
kD1

f .k/ �

nX
kD2

f .k � 1/ D f .n/ � Mf ;

де Mf D supx2Œ1;1/ jf .x/j (оскiльки функцiя f .x/ обмежена, то Mf < 1). Таким чином
послiдовнiсть fCng неспадна i обмежена зверху, а отже, за теоремою Вейєрштрасса, має гра-
ницю. Доведення для незростаючої обмеженої функцiї аналогiчне.

Прикладами рядiв, що задовольняють умову теореми 1, є:
P1

nD1 arctg.n/,
P1

nD1 th.n/,P1

nD1
1

n˛ (˛ � 0). Ряди з членами arctg.n/ i th.n/ розбiжнi, бо їх члени не прямують до нуля
при n ! 1, але вiдповiднi сталi для них iснують.

Нехай f W Œ1; 1/ ! R — будь-яка сумовна за Лебегом на довiльному скiнченному вiд-
рiзку Œ1; A�, де .1 < A < 1/ функцiя. Позначимо

cn WD f .n/ �

Z n

n�1

f .x/dx .n 2 N; n � 2/: (4)
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Тодi послiдовнiсть fCng (1) можна подати у виглядi: Cn D f .1/ C
Pn

kD2 ck, де n � 2. Отже,
границя (2) iснує тодi i тiльки тодi, коли збiжним є ряд

1X
kD2

ck: (5)

Теорема 2. Припустимо, що функцiя f .x/ 2 C 1.0; 1/ для кожного n 2 N розкладна в
степеневий ряд на iнтервалi .n � 1 � "n; n C 1 C "n/ для деякого "n > 0. Узагальнена стала
Ейлера (2) iснує тодi, i тiльки тодi, коли ряд з загальним членом

bn D

1X
kD1

.�1/kC1 f .k/.n/

.k C 1/Š
(6)

збiжний.

Доведення. Як було показано вище, узагальнена стала Ейлера iснує тодi а тiльки тодi, коли
збiгається ряд (5).

За умовою, функцiя f .x/ розкладна в ряд Тейлора на довiльному iнтервалi .n�1�"n; nC

1 C "n/, n 2 N. Отже, загальний член ряду (5) можна подати у виглядi:

cn D f .n/ �

Z n

n�1

f .x/dx D f .n/ �

Z n

n�1

� 1X
kD0

f .k/.n/

kŠ
.x � n/k

�
dx D

D f .n/ �

1X
kD0

f .k/.n/

kŠ

Z n

n�1

.x � n/kdx D

1X
kD1

.�1/kC1 f .k/.n/

.k C 1/Š
D bn:

Пiдкреслимо, що почленне iнтегрування ряду було коректне за теоремою про почленне
iнтегрування степеневих рядiв. Отже, збiжнiсть ряду

P1

nD2 cn рiвносильна збiжностi рядуP1

nD2 bn з загальним членом (6).

Умови теореми 2 можна дещо ослабити:

Твердження 3. Припустимо, що функцiя f iнтегровна за Рiманом на вiдрiзку Œ0; n0� (n0 2

N) i для кожного натурального n > n0 розкладна в степеневий ряд на iнтервалi .n � 1 �

"n; n C 1 C "n/ для деякого додатного "n. Стала Ейлера Cf iснує тодi i тiльки тодi, коли
збiгається ряд

P1

nDn0C1 bn, загальний член якого задається формулою (6).

Доведення. Аналогiчне до доведення теореми 2.

Продемонструвати дiю теореми 2 можна дослiдивши подвiйний рядP1

nD2

P1

kD1.�1/kC1 f .k/.n/

.kC1/Š
з похiдних для вiдомої функцiї f .x/ D 1=x:

f 0.x/ D �1=x2; : : : ; f .n/.x/ D .�1/nnŠ=xnC1:

Ряд з загальним членом:

bn D

1X
kD1

.�1/kC1f .k/.n/=.k C 1/Š D

1X
kD1

.�1/kC1.�1/.k/kŠ

nkC1.k C 1/Š
D ln

�
1 �

1

n

�
C

1

n

очевидно є збiжним за ознакою вiдносного порiвняння з членом збiжного ряду 1
n2 . З iншого

боку вiдомо, що стала Ейлера для цього ряду iснує [5].
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Наслiдок 4. Нехай функцiя f iнтегровна на Œ0; n0� (n0 2 N) i розкладна в степеневий ряд на
.n � 1 � ".n/; n C 1 C ".n//, при всiх n > n0, для деякої послiдовностi додатних чисел f".n/g.
Тодi якщо ряд

P1

nDn0C1 fn збiжний, де fn D supk�1

ˇ̌
f .k/.n/

ˇ̌
, то Cf iснує.

Доведення. Скористаємось твердженням 3. Оцiнимо абсолютну величину чисел bn, введе-

них в (6): jbnj D
P1

kD1

jf .k/.n/j
.kC1/Š

�
P1

kD1
fn

.kC1/Š
D .e � 2/fn.

Тому,
P1

nDn0C1 jbnj � .e � 2/
P1

nDn0C1 fn < 1.

Теорема 5. Нехай функцiя f W Œ1; 1/ 7! R задовольняє наступнi умови:
1) f 2 C1.n; n C 1/ для довiльного n 2 N.
2) В довiльнiй точцi x D n, де n 2 N, функцiя f непервна злiва i має границю справа.

Узагальнена стала Ейлера Cf iснує тодi i тiльки тодi, коли iснує границя

lim
n!1

Z n

1

f 0.x/fxgdx (7)

Зазначимо, що в теоремi 5 символ fxg означає дробову частину числа x 2 R.

Доведення. Нехай fcng
1

nD2 — послiдовнiсть, що задається формулою (4). Тодi, як було об-
ґрунтовано на сторiнцi 165 (перед теоремою 2), стала Ейлера Cf iснує тодi i тiльки тодi,
коли ряд (5) збiгається. Перетворимо загальний член ряду

P1

nD2 cn (5), згiдно з формулою
(4), використовуючи формулу iнтегрування частинами, наступним чиномW

cn D

Z n

n�1

.f .n/ � f .x// dx D

Z n

n�1

.f .n/ � f .x// d.x � n C 1/ D

D lim
x!n�

.f .n/ � f .x// .x � n C 1/ � lim
x!n�1C

.f .n/ � f .x// .x � n C 1/C

C

Z n

n�1

f 0.x/ .x � n C 1/ dx D

Z n

n�1

f 0.x/fxgdx:

Зауважимо, що оскiльки, за умовою теореми, функцiя f непервна злiва i має границю справа
в натуральних точках, то

lim
x!n�

.f .n/ � f .x// .x � n C 1/ D lim
x!n�1C

.f .n/ � f .x// .x � n C 1/ D 0:

Оскiльки iнтеграл
R n

n�1
.f .n/ � f .x// dx iснує в сенсi Рiмана, то iнтеграл

R n

n�1
f 0.x/fxgdx

збiгається.
Отже, частиннi суми ряду (5) можна подати у виглядi

Pn
kD2 ck D

R n

1
f 0.x/ fxg dx (n 2 N;

n � 2). Тому ряд (5) збiжний тодi i тiльки тодi, коли iснує границя (7).

Наслiдок 6. Якщо функцiя f W Œ1; 1/ 7! R задовольняє умови 1,2 тереми 5 i при цьому
невласний iнтеграл Z 1

1

f 0.x/fxgdx (8)

збiжний, то узагальнена стала Ейлера Cf iснує.

Доведення. Наслiдок випливає з теореми 5, оскiльки зi збiжностi невласного iнтегралу (8)
випливає iснування границi (7).
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Зазначимо, що з iснування границi (7) ще не випливає збiжнiсть невласного iнтегра-
лу (8). Наприклад, для функцiї f .x/ D

R x

1
sin.2��/

f�g
d� (x 2 Œ1; 1/) послiдовнiсть Jn DR n

1
f 0.x/fxgdx D

R n

1
sin.2�x/dx D 0 (n 2 N) збiгається до нуля, тодi, як невласний iнтегралR 1

1
f 0.x/fxgdx D

R 1

1
sin.2�x/dx розбiгається.

Приклад 7. Розглянемо функцiю: f .x/ D sin.1=x/, x 2 Œ1; 1/. Функцiя f є неперервно-
диференцiйованою на Œ1; 1/, отже для функцiї f умови 1, 2 теореми 5 виконуються. Зверне-
мо увагу, що вiдповiдний iнтеграл

R 1

1
f .x/dx є розбiжним, ряд

P1

nD1 f .n/ теж є розбiжним.
Дослiдимо iснування границi по n вiд виразу limn!1

�Pn
kD1 f .n/ �

R n

1
f .x/dx

�
за допомо-

гою наслiдку 6. Iнтеграл
R 1

1
f 0.x/fxgdx збiгається абсолютно, оскiльки:

R 1

1

ˇ̌
f 0.x/fxg

ˇ̌
dx DR 1

1

ˇ̌�
�1
x2 cos x

�
fxg

ˇ̌
dx �

R 1

1
dx
x2 < 1: Отже, узагальнена стала Ейлера для такої функцiї f

iснує.

Приклад 8. Нескладно перевiрити, що для функцiї

f .x/ D

(
1
x
; x 2

�
22n; 22nC1

�
�

1
x
; x 2

�
22n�1; 22n

� .n 2 N [ f0g/;

визначеної на
�
2�1; 1

�
� Œ1; 1/, умови 1,2 теореми 5 виконуються.

Знайдемо похiдну f 0.x/ при x 2
�
2k; 2kC1

�
, де k 2 f�1; 0g [ N:

f 0.x/ D

(
�

1
x2 ; x 2

�
22n; 22nC1

�
1

x2 ; x 2
�
22n�1; 22n

� .n 2 N [ f0g/:

Отже jf 0.x/ fxgj �
1

x2 (x 2 .1; 1/n
˚
2k j k 2 N

	
). Тому, iнтеграл

R 1

1
f 0.x/fxgdx є абсолютно

збiжним. Отже, узагальнена стала Ейлера Cf iснує, в той час, як ряд
P1

kD1 f .n/ та iнтегралR 1

1
f .x/dx — розбiжнi.

Твердження 9. Нехай, для функцiї f W Œ1; 1/ 7! R iснують числа k 2 N, " > 0 та послiдов-
нiсть додатних чисел f
ng1

nD1 такi, що:
1) f 2 C .k/..1 � "; 1// i для кожного j 2 f1; :::; k � 1g ряд

P1

nD1 f .j /.n/ збiгається;
2) jf .k/.x/j � 
n для кожного x 2 Œn � 1; n�;
3)

P1

nD1 
n < C1.
Тодi вiдповiдна стала Ейлера Cf для f .x/ iснує.

Доведення. Розкладемо величину f .x/ � f .n/ (1 � n � 1 � x � n) за формулою Тейлора з
залишковим членом у формi Лагранжа в околi точки n,

f .x/ � f .n/ D

� k�1X
j D1

f .j /.n/
.x � n/j

j Š

�
C

f .k/.�.x//.x � n/k

kŠ

де n � 1 � �.x/ � n. Тому для даної функцiї f члени послiдовностi (4) можна подати у
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виглядi:

cn D

Z n

n�1

.f .n/�f .x// dx D �

Z n

n�1

� k�1X
j D1

f .j /.n/
.x�n/j

j Š
C

f .k/.�.x//.x�n/k

kŠ

�
dx D

D �

� k�1X
j D1

f .j /.n/

j Š

Z n

n�1

.x � n/j dx C
1

kŠ

Z n

n�1

f .k/.�.x//.x � n/kdx
�

D

D

k�1X
j D1

.�1/j f .j /.n/

.j C 1/Š
�

1

kŠ

Z n

n�1

f .k/.�.x//.x � n/kdx D ˛n C ˇn;

(9)

де ˛n D
Pk�1

j D1.�1/j f .j /.n/

.j C1/Š
i ˇn D �

1
kŠ

R n

n�1
f .k/.�.x//.x � n/kdx.

Оскiльки f 2 C .k/..1 � "; 1//, то iнтеграл
R n

n�1
.f .n/ � f .x// dx в лiвiй частинi рiв-

ностi (9) iснує в сенсi Рiмана. Отже, в силу лiнiйностi оператора iнтегрування, iнтегралR n

n�1
f .k/.�.x//.x � n/kdx в правiй частинi рiвностi (9) також iснує в сенсi Рiмана.

Згiдно з другою умовою даного твердження члени послiдовностi fˇng
1

nD1 допускають
оцiнку:

jˇnj �
1

kŠ

Z n

n�1

ˇ̌̌
f .k/.�.x//

ˇ̌̌
jx � nj

k
dx �

1

kŠ

Z n

n�1


ndx D

n

kŠ
:

Отже, в силу третьої умови даного твердження, ряд
P1

nD2 ˇn — збiжний. Ряд
P1

nD2 ˛n також
збiжний, за першою умовою даного твердження. Тому, в силу рiвностi (9), ряд (5) збiжний.
Отже стала Cf iснує.

2. Висновки
Незалежно вiд збiжностi ряду

P1

nD1 f .n/ та iнтегралу
R 1

1
f .x/dx, послiдовнiсть Cn D

Cn.f /, n 2 N, визначена в (1) може бути збiжною. Стала Cf D limn!1 Cn буде рiзною
для рiзних функцiй f .x/. Встановлено, що узагальнена стала Ейлера Cf iснує для рядiвP1

nD1 f .n/ з обмеженими членами, навiть для тих, для яких не виконується необхiдна умова
збiжностi.
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