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Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à àïðîêñèìàöi¨ Òåéëîðà ïåðåäáà÷óâàíî¨ âîëàòèëüíîñòi â
òåðìiíàõ ëîêàëüíî¨ âîëàòèëüíîñòi. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäõiä, çàïðîïîíîâàíèé Beres-
tycki òà ií. (2004), Henry-Labordere (2005) i Gatheral òà ií. (2010) äëÿ îòðèìàííÿ
íàáëèæåííÿ Òåéëîðà ïåðåäáà÷óâàíî¨ âîëàòèëüíîñòi äî 3-ãî ïîðÿäêó, â ðîáîòi îòðè-
ìàíî íàáëèæåííÿ Òåéëîðà 4-ãî ïîðÿäêó ïåðåäáà÷óâàíî¨ âîëàòèëüíîñòi â òåðìiíàõ
ëîêàëüíî¨ âîëàòèëüíîñòi.

M. Pidkuyko, S. Pidkuyko, On approximation of implied volatility in local volatility
models, Math. Bull. T. Shevchenko Sci. Soc. 11 (2014), 96–107.

The problem of Taylor’s approximation of implied volatility in terms of local volatil-
ity is considered. Following the approach used by Berestycki et al. (2004), Henry-
Labordere (2005) and Gatheral et al. (2010) to derive Taylor’s approximation of implied
volatility up to 3rd order we proceed further and derive 4th order Taylor approximation
of implied volatility.
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ó ãàëóçi ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè. I õî÷à ìîäåëü Áëåêà-Ñêîóëçà çàíàäòî iäå-
àëiçîâàíà i áiëüøiñòü ïðèïóùåíü ó íié íå ìàþòü ìiñöÿ ó ðåàëüíîìó ñâiòi,
ìîäåëü äà¹ äîáðå óÿâëåííÿ ïðî ïîâåäiíêó ðèíêó çàãàëîì i ïðî âîëàòèëüíiñòü
ó íüîìó. Ïåðåäáà÷óâàíà âîëàòèëüíiñòü Áëåêà-Ñêîóëçà (íàäàëi ïåðåáäà÷óâà-
íà âîëàòèëüíiñòü) îòðèìó¹òüñÿ ç ðèíêîâî¨ âàðòîñòi îïöiîíà íà îñíîâi äåÿêî¨
ìîäåëi öiíîóòâîðåííÿ îïöiîíiâ (íàïðèêëàä, ìîäåëi Áëåêà-Ñêîóëçà). Ïåðåäáà-
÷óâàíà âîëàòèëüíiñòü ñòàëà íàñòiëüêè âàæëèâèì iíñòðóìåíòîì íà ðèíêó, ùî
äëÿ âèçíà÷åííÿ âàðòîñòi îïöiîíà ÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòü ñàìå ¨¨, à íå öiíó
îïöiîíà, i ó÷àñíèêè ðèíêó âèçíà÷àþòü i òîðãóþòü íà ðèíêó íå áåçïîñåðåäíi-
ìè âàðòîñòÿìè îïöiîíiâ, à ïåðåäáà÷óâàíîþ âîëàòèëüíiñòþ, çàçíà÷åíîþ ó öèõ
îïöiîíàõ.

Iíøèìè âàæëèâèìè òèïàìè âîëàòèëüíîñòi ¹ ñòîõàñòè÷íà òà ëîêàëüíà

âîëàòèëüíîñòi. Îñêiëüêè ó ìîäåëi ëîêàëüíî¨ âîëàòèëüíîñòi âèïàäêîâîþ âå-
ëè÷èíîþ ¹ òiëüêè öiíà àêòèâó, òî òàêà ìîäåëü ¹ ëåãøîþ äëÿ äîñëiäæåííÿ òà
ïðîâåäåííÿ îá÷èñëåíü. Ìîäåëü ëîêàëüíî¨ âîëàòèëüíîñòi øèðîêî çàñòîñîâó¹-
òüñÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ âàðòîñòi òàê çâàíèõ åêçîòè÷íèõ îïöiîíiâ.

Îäíèìè ç ïåðøèõ, õòî ïî÷àâ äîñëiäæåííÿ ëîêàëüíî¨ âîëàòèëüíîñòi, áóëè
Äþïiðå (Dupire) òà Äåðìàí i Êàíi (Derman, Kani). Çîêðåìà, Áðóíî Äþïiðå
(Dupire) ó ñâî¨é ïðàöi 1994 ðîêó [8] äîâiâ iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ ëîêàëüíî¨ âî-
ëàòèëüíîñòi i âèâiâ ôîðìóëó äëÿ ¨¨ îá÷èñëåííÿ, íàçâàíîþ çãîäîì ôîðìóëîþ

Äþïiðå:
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äå σ � ëîêàëüíà âîëàòèëüíiñòü, C(K,T ) � öiíà call-îïöiîíó ç ñòðàéêîì K òà
òåðìiíîì âèêîíàííÿ T.

Îñêiëüêè ëîêàëüíà âîëàòèëüíiñòü ¹ äîâîëi äîáðèì iíñòðóìåíòîì äëÿ ïî-
áóäîâè ðiçíèõ öiíîâèõ ìîäåëåé òà îá÷èñëåííÿ âàðòîñòi åêçîòè÷íèõ îïöiîíiâ,
òà âðàõîâóþ÷è âàæëèâiñòü íà ðèíêó ïåðåäáà÷óâàíî¨ âîëàòèëüíîñòi, ïðèðîäíî
âèíèêà¹ çàäà÷à (i ïîòðåáà) âèðàçèòè ëîêàëüíó âîëàòèëüíiñòü ÷åðåç ïåðåáà÷ó-
âàíó. Ó ñâî¨é ìîíîãðàôi¨ 2004 ðîêó Äæèì �àòåðàë (Gatheral) [1], ñïèðàþ÷èñü
íà ðiâíÿííÿ Äþïiðå [8], âèâiâ ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ëîêàëüíî¨ âîëàòèëü-
íîñòi ÷åðåç ïåðåäáà÷óâàíó âîëàòèëüíiñòü:
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äå vL = σ2(K,T ) � ëîêàëüíà äèñïåðñiÿ, y = ln K
S0

� log-ñòðàéê, S0 � ñïîò-
öiíà, ω = σ2BS(K,T )T � ïåðåäáà÷óâàíà äèñïåðñiÿ Áëåêà-Ñêîóëçà.

Çâîðîòíÿ çàäà÷à � âèðàçèòè ïåðåäáà÷óâàíó âîëàòèëüíiñòü ÷åðåç ëîêàëüíó
� âèÿâèëàñü çíà÷íî ñêëàäíiøîþ. Îñêiëüêè ôîðìóëó ëîêàëüíî¨ âîëàòèëüíîñòi
÷åðåç ïåðåäáà÷óâàíó âîëàòèëüíiñòü ÿâíî îáåðíóòè íå âäà¹òüñÿ, áóëî çàïðîïî-
íîâàíî êiëüêà ïiäõîäiâ îòðèìàííÿ ïåðåäáà÷óâàíî¨ âîëàòèëüíîñòi â òåðìiíàõ
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ëîêàëüíî¨. Âëàäiìið Ïiòåðáàðã (Piterbarg) [6] òà Ëåéô Àíäåðñåí i Íiêîëàñ
Õàò÷iíãñ (Andersen, Hutchings) [7] ðîçðîáèëè ìåòîä óñåðåäíåííÿ ïàðàìåòðiâ.
Äæèì �àòåðàë (Gatheral) [1] çàïðîïîíóâàâ ìåòîä, ÿêèé íàçâàâ ìåòîäîì íàé-
âiðîãiäíiøîãî øëÿõó (ïiçíiøå ïiäêîðèãîâàíèé Ìàðòiíîì Êåëëåðîì-Ðåññåëîì
òà Äæîçåôîì Òàé÷ìàííîì (Keller-Ressel, Teichmann) [5]), ÿêèé ëèøå íåäàâíî
íàáóâ øèðøîãî çàñòîñóâàííÿ ó ôiíàíñîâié ìàòåìàòèöi.

Ùå îäèí öiêàâèé ïiäõiä � àñèìïòîòè÷íèé ìåòîä (ïåðåäáà÷óâàíî¨ âîëà-
òèëüíîñòi ÿê ôóíêöi¨ âiä ÷àñó âèêîíàííÿ). Ó ñâî¨é ñòàòòi 2004 ðîêó [3] Àíði
Áåðåñòèöêi, Æåðîì Áóñêà òà I îð Ôëîðåíò (Berestycki, Busca, Florent) îòðè-
ìàëè ïåðøèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ïåðåäáà÷óâàíî¨ âîëàòèëüíîñòi (ÿê ôóíêöi¨
ëîêàëüíî¨ âîëàòèëüíîñòi). Ï'¹ð Àíði-Ëàáîðäåð (Henry-Labordere) ó 2008 ðîöi
[4] îòðèìàâ äðóãèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè. Äæèì �àòåðàë (Gatheral) ó 2009 ðîöi
[2], âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäõiä Àíði-Ëàáîðäåðà (Henry-Labordere) òà ñïèðàþ÷èñü
íà ìåòîä Êîñàêó Éîøiäè (Yoshida) [9], îòðèìàâ òðåòié ÷ëåí àñèìïòîòèêè ïå-
ðåäáà÷óâàíî¨ âîëàòèëüíîñòi.

Ó ðîáîòi, çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä Äæèìà �àòåðàëà (Gatheral) [2], îòðèìàíî
÷åòâåðòèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ïåðåäáà÷óâàíî¨ âîëàòèëüíîñòi. Òàêîæ çàçíà÷è-
ìî, ùî ìîæíà ÷èñåëüíî ïîêàçàòè, ùî îòðèìàíà àñèìïòîòèêà äà¹ êðàùå íà-
áëèæåííÿ, àíiæ íàáëèæåííÿ, îòðèìàíi Àíði Áåðåñòèöêi,Æåðîìîì Áóñêà, I î-
ðîì Ôëîðåíòîì (Berestycki, Busca, Florent), Ï'¹ðîì Àíði-Ëàáîðäåðîì (Henry-
Labordere) òà Äæèìîì �àòåðàëîì (Gatheral) ó [2],[3],[4].

1. Àñèìïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ ïåðåäáà÷óâàíî¨ âîëàòèëüíîñòi

Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëó çîáðàæåííÿ ëîêàëüíî¨ âîëàòèëüíîñòi ÷åðåç ïåðåäáà÷ó-
âàíó âîëàòèëüíiñòü:
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Öiêàâîþ i âàæëèâîþ çàäà÷åþ ¹ âèðàçèòè ïåðåäáà÷óâàíó âîëàòèëüíiñòü ÷å-
ðåç ëîêàëüíó âîëàòèëüíiñòü. Îñêiëüêè ôîðìóëó (1) íå ìîæíà ÿâíî îáåðíóòè,
òî ïðèðîäíî çðîáèòè öå äëÿ íàáëèæåííÿ Òåéëîðà ïåðåäáà÷óâàíî¨ âîëàòèëü-
íîñòi. Çàçíà÷èìî, ùî ïåðåäáà÷óâàíà âîëàòèëüíiñòü ìà¹ òàêó àñèìïòîòè÷íó
ïîâåäiíêó äëÿ ìàëèõ T : ω = O(T ), T → 0.

Ïåðøèì âàæëèâèì ðåçóëüòàòîì ¹ ðåçóëüòàò Áåðåñòèöêi, Áóñêè òà Ôëîðåíòà
(Berestycki, Busca, Florent) [3]. Ðiâíÿííÿ (1) âîíè ïîäàëè ó âèãëÿäi:

vL =

∂ω

∂T(
1− y

2ω

∂ω

∂y

)2

+O
(
T
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Ïiäñòàâëÿþ÷è

ω = σBS(y, 0)2T +O
(
T 2
)
, T → 0,

vL = σ(y, 0)2T +O
(
T 2
)
, T → 0,

i çäiéñíþþ÷è çàìiíó u = 1
σBS(y,0)

, îòðèìó¹ìî àñèïòîòè÷íó ôîðìóëó:
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Sσ(S, 0)
,

òî ç (3) îòðèìó¹ìî BBF-íàáëèæåííÿ (Berestycki, Busca, Florent):

1

σBS(K,T )
≈ 1

σBS,0(y)
:=
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lnK/S0

∫ K

S0

dS

Sσ(S, 0)
.

Íàñòóïíèé âàæëèâèé ðåçóëüòàò ó äîñëiäæåííi öi¹¨ çàäà÷i îòðèìàâ Àíði-Ëà-
áîðäåð (Henry-Labordere) [4]. Ó ðîçêëàäi σBS(y, T ) ç òî÷íiñòþ äî O

(
T 2
)

σBS(y, T ) = σBS,0(y) + σBS,1(y)T +O(T 2), T → 0,

Àíði-Ëàáîðäåð îòðèìàâ ôîðìóëó äëÿ σBS,1(y) :

σBS,1(y) =
σ3BS,0(y)

y2

(
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−
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(
x
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)
,

äå σBS,0(y) � BBF-íàáëèæåííÿ, îòðèìàíå ðàíiøå.
Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä Éîøiäè (Yoshida) [9], ÿêèé òàêîæ áóâ âèêîðèñòàíèé

Àíði-Ëàáîðäåðîì [4], �àòåðàë (Gatheral, Hsu, Laurence, Ouyang, Andwang) [2]
îòðèìàâ íàñòóïíèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè

σBS(t, T ) = σBS,0(t) + σBS,1(t)T + σBS,2(t)T
2 +O(T 3), T → 0,

ïåðåäáà÷óâàíî¨ âîëàòèëüíîñòi
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äå

ξ = −y, a(K, t) = Kσ(K, t), d(K,S0, t) =

∫ S0

K

dη

a(η, t)
,

u0(S0,K, t), u1(S0,K, t) îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

u0(S0,K, t) =

√
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exp
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∫ S0

K

b(η, t)

a(η, t)2
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,
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u0(η,K, t)

(
1

2
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2 ∂
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∂S0
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)
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,

äå σBS,0, σBS,1 � BBF-íàáëèæåííÿ òà íàáëèæåííÿ Àíði-Ëàáîðäåðà âiäïîâiäíî.
Ó íàøié ðîáîòi, ñïèðàþ÷èñü íà ìåòîä �àòåðàëà, îòðèìàíî íàñòóïíèé ÷ëåí

σBS,3 àñèìïòîòèêè ïåðåäáà÷óâàíî¨ âîëàòèëüíîñòi:

σBS(t, T ) = σBS,0(t) + σBS,1(t)T + σBS,2(t)T
2 + σBS,3(t)T

3 +O
(
T 4
)
, T → 0.

2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 1. Íåõàé öiíà äåÿêîãî áàçîâîãî àêòèâó çàäîâiëüíÿ¹ ñòîõàñòè÷íå
äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

dSt
St

= σ(St, t)dWt,

äå σ(St, t) � ôóíêöiÿ ëîêàëüíî¨ âîëàòèëüíîñòi, Wt � äåÿêèé âiíåðiâñüêèé
ïðîöåñ.
Íåõàé C(S0,K, T ) ïîçíà÷à¹ âàðòiñòü äåÿêîãî ¹âðîïåéñüêîãî call-îïöiîíó çi
ñïîò-öiíîþ S0, ñòðàéê-öiíîþ K òà òåðìiíîì âèêîíàííÿ T, CBS(S0,K, σ, T )
� ôîðìóëó Áëåêà-Ñêîóëçà äëÿ öüîãî call-îïöiîíó, σBS � ïåðåäáà÷óâàíó âî-
ëàòèëüíiñòü Áëåêà-Ñêîóëçà, òîáòî

C(S0,K, T ) = CBS(S0,K, σBS , T ).

Íåõàé

σBS(t, T ) = σBS,0(t, T ) + σBS,1(t, T )T + σBS,2(t, T )T 2 + σBS,3(t, T )T 3 +O
(
T 4
)
,

ïðè T → 0. Òîäi

σBS,3 =

=
σ3BS,0
ξ2

[
15a(K,t)+5d2at(K,t)

d4a(K, t)
+
att(K,t)

2a(K,t)
+

(
5

d2
+
at(K,t)

a(K,t)

)
u1(s,K,t)

u0(s,K,t)
+
u2(s,K,t)

u0(s,K,t)

]
+

+
σBS,0

2

(
− 2

σBS,2
σBS,0

+ 2

(
σBS,1
σBS,0

)2)
− ξ2

2σBS,0

(
2σBS,1σBS,2

σ2BS,0
−

2σ3BS,1
σ3BS,0

)2

+

+
1

2σ2BS,0

(
3σ2BS,0σBS,1 + σ5BS,0

(
− 3

ξ2
− 1

8

))
+

+
1

ξ2

(
3σBS,0σ

2
BS,1+3σ2BS,0σBS,2−5σ4BS,0σBS,1

( 3

ξ2
+

1

8

)
+ σ7BS,0

(15

ξ4
+

5

8ξ2
+

1

128

))
,
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äå σBS,0 =
ξ

d
� BBF-íàáëèæåííÿ,

σBS,1 =
ξ

d3
ln

[
a(K, t)u0(s,K, t) d

ξ
√
sK

]
� íàáëèæåííÿ Àíði-Ëàáîðäåðà,

σBS,2 = −
3σBS,1
d2

+
3σ2BS,1
2σBS,0

+
ξ3

8d5
+

ξ

d3

[
at(K, t)

a(K, t)
+
u1(s,K, t)

u0(s,K, t)

]
� íàáëèæåííÿ �àòåðàëà,

a(s, t) = s σ(s, t), d(K, s, t) =

∫ s

K

dη

a(η, t)
, ξ = ln

s

K
,

à ôóíêöi¨ ui(s,K, t) îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

u0(s,K, t) =

√
a(s, t)

a(K, t)
exp

[
−
∫ s

K

dt(K, η, t)

a(η, t)
dη

]
,

ui(s,K, t) =
u0(s,K, t)

d(K, s, t)i

∫ s

K

d(K, η, t)i−1

u0(η,K, t)

(
1

2
a(η, t)2

∂2ui−1
∂η2

+
∂ui−1
∂t

)
dη

a(η, t)

äëÿ i = 1, 2.

3. Äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó

Íåõàé äàíî îäíîâèìiðíå ïàðàáîëi÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

ut + Lu = ut +
1

2
a(s, t)2uss + b(s, t)us + c(s, t)u = 0, (1)

äå ut, uss, us � âiäïîâiäíi ÷àñòèííi ïîõiäíi.

Ëåìà 1. Íåõàé p(s, t,K, T ) ïîçíà÷à¹ ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
(1). Òîäi

p(s, t,K, T ) =
e−d(K,s,t)

2/2(T−t)√
2π(T − t) a(K,T )

[
k∑
i=0

ui(s,K, t)(T − t)i + o
(
(T − t)k

)]
(2)

ïðè t→ T , äå

d(K, s, t) =

∫ s

K

dη

a(η, t)
,

à êîåôiöi¹íòè ui çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè:

u0(s,K, t) =

√
a(s, t)

a(K, t)
exp

[
−
∫ s

K

b(η, t)

a(η, t)2
dη −

∫ s

K

dt(K, η, t)

a(η, t)
dη

]
, (3)

ui(s,K, t) =
u0(s,K, t)

d(K, s, t)i

∫ s

K

d(K, η, t)i−1

u0(η,K, t)

(
Lui−1+

∂ui−1
∂t

) dη

a(η,t)
, i=1, ..., k. (4)
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Äîâåäåííÿ. Äèâ. ðîáîòó Êîñàêó Éîøiäè (Yoshida) [9].

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî a(s, t) = s σ(s, t), òî σ(s, t) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ëî-
êàëüíî¨ âîëàòèëüíîñòi àáî ïðîñòî ëîêàëüíîþ âîëàòèëüíiñòþ.

Çàóâàæåííÿ 2. Äëÿ ðiâíÿííÿ Áëåêà-Ñêîóëçà a(s, t) = s σBS , b(s, t) = c(s, t) =
0, äå σBS = σBS(K,T ) íàçèâà¹òüñÿ ïåðåäáà÷óâàíîþ âîëàòèëüíiñòþ àáî âîëà-
òèëüíiñòþ Áëåêà-Ñêîóëçà.
Çãiäíî ç ëåìîþ 1 êîåôiöi¹íòè uBSk îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

uBSk (s,K) =
(−1)k

k!

(
σ2BS

8

)k√
s

K
, k = 0, 1, . . . ,

à ùiëüíiñòü Áëåêà-Ñêîóëçà pBS(s,K, τ), äå τ = T − t, íàáóâà¹ âèãëÿäó

pBS(s,K, τ) =

exp

[
−(ln s− lnK)2

2σ2BSτ

]
√

2πτ σBSK

√
s

K

∞∑
k=0

(−1)k

k!

(
σ2BSτ

8

)k
.

Íåõàé C(s,K, t, T ) ïîçíà÷à¹ âàðòiñòü äåÿêîãî ¹âðîïåéñüêîãî call-îïöiîíó.

Ëåìà 2. Äëÿ ôóíêöi¨ C(s,K,t,T ) ñïðàâåäëèâà òàêà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà:

C(s,K, t, T )− (s−K)+ =

=
1

2
√

2π

k∑
i=0

(∫ T

t
a(K,u)e

−d(K,s,t)2
2(u−t) (u− t)i−

1
2du

)
ui(s,K, t) + rk, (5)

äå rk = o

(∫ T

t
a(K,u)e

−d(K,s,t)2
2(u−t) (u− t)k−

1
2 du

)
, t→ T.

Äîâåäåííÿ. Çà ôîðìóëîþ Êàððà-Äæàððîó äëÿ âàðòîñòi call-îïöiîíó

C(s,K, t, T ) = (s−K)+ +
1

2

∫ T

t
a(K,u)2p(s, t,K, u) du.

Ïiäñòàâëÿþ÷è â öþ ôîðìóëó âèðàç äëÿ ùiëüíîñòi p(s, t,K, u) ç ëåìè 1, îòðè-
ìó¹ìî íàøå òâåðäæåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 3. Äëÿ ðiâíÿííÿ Áëåêà-Ñêîóëçà ôîðìóëà (5) íàáóâà¹ âèãëÿäó

CBS(s,K, t, T )− (s−K)+ =

√
sK σBS

2
√

2π

∞∑
k=0

(−1)k

k!

(σ2BS
8

)k
Uk(dBS , T − t) =

=

√
sK σBS

2
√

2π

k∑
i=0

(−1)i

i!

(σ2BS
8

)i
Ui(dBS , T − t) + o

(
(T − t)k+

3
2
)
, t→ T, (6)
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äå dBS = dBS(K, s) =
1

σBS
ln

s

K
,

Ui(ω, τ) =

∫ τ

0
ui−

1
2 e−

ω2

2u du, i = 0, 1, 2 . . . . (7)

Ëåìà 3. Ïðè τ → 0+ ôóíêöi¨ U0, U1, U2 ìàþòü âèãëÿä:

U0(ω, τ) = 2

[
τ3/2

ω2
− 3

τ5/2

ω4
+ 15

τ7/2

ω6
+ o
(
τ7/2

)]
e−

ω2

2τ ;

U1(ω, τ) = 2

[
τ5/2

ω2
− 5

τ7/2

ω4
+ o
(
τ7/2

)]
e−

ω2

2τ ;

U2(ω, τ) = 2

[
τ7/2

ω2
+ o
(
τ7/2

)]
e−

ω2

2τ .

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæåííÿ 1. U0(ω, τ) = 2
√
τe−

ω2

2τ − 2ω

∫ ∞
ω√
τ

e−
x2

2 dx.

Çðîáèìî â iíòåãðàëi çàìiíó i ïðîiíòåãðó¹ìî îäèí ðàç ÷àñòèíàìè:

U0(ω, τ) =

∫ τ

0
u−

1
2 e−

ω2

2u du =

[
x =

ω√
u
, du = −2

ω2

x3
dx

]
= 2ω

∫ ∞
ω√
τ

dx

x2
e−

x2

2 =

=2ω

(
−1

x

)
e−

x2

2

∣∣∣∣∣∞ω√
τ

−2ω

∫ ∞
ω√
τ

e−
x2

2 dx = 2
√
τe−

ω2

2τ − 2ω

∫ ∞
ω√
τ

e−
x2

2 dx.

Çàóâàæåííÿ 2. U0(ω, τ) = 2

[
τ3/2

ω2
− 3

τ5/2

ω4
+ 15

τ7/2

ω6
+ o
(
τ7/2

)]
e−

ω2

2τ .

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ çàóâàæåííÿì 1:

∫ ∞
ω√
τ

e−
x2

2 dx =

[
x− ω√

τ
= y

]
=

=

∫ ∞
0

e
− 1

2

(
y2+ 2ω√

τ
y+ω2

τ

)
dy =

[
y =

√
τ

ω
z

]
=

√
τ

ω
e−

ω2

2τ

∫ ∞
0

e−
τ

2ω2
z2−zdz.

Çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà,

e−
τ

2ω2
z2 = 1− τ

2ω2
z2 +

τ2

8ω4
z4 − τ3

48ω6
z6 + r4,

äå äëÿ çàëèøêó r4 ñïðàâåäëèâà òàêà îöiíêà:

|r4| ≤ Cτ4z8, C ∈ R, |Cz8e−z| ≤ C1, C1 ∈ R, ∀z ∈ (0,+∞).
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Òîäi

√
τ

ω
e−

ω2

2τ

∫ ∞
0

e−
τ

2ω2
z2−zdz =

=

√
τ

ω
e−

ω2

2τ

∫ ∞
0

(
1− τ

2ω2
z2 +

τ2

8ω4
z4 − τ3

48ω6
z6
)
e−z dz +O

(
τ4
)

=

=

√
τ

ω
e−

ω2

2τ

(
1− τ

2ω2
2! +

τ2

8ω4
4!− τ3

48ω6
6!
)

+O
(
τ4
)

=

=

√
τ

ω
e−

ω2

2τ

(
1− τ

ω2
+ 3

τ2

ω4
− 15

τ3

ω6

)
+O

(
τ4
)
, τ → 0. (8)

Ó ïåðåäîñòàííié ðiâíîñòi âèêîðèñòàíî çíà÷åííÿ Γ-ôóíêöi¨ Åéëåðà äëÿ íàòó-
ðàëüíîãî àðãóìåíòà. Ïiäñòàâèìî âèðàç (8) ó ôîðìóëó äëÿ U0 ó çàóâàæåííi 1:

U0(ω, τ) = 2

[
τ3/2

ω2
− 3

τ5/2

ω4
+ 15

τ7/2

ω6
+ o
(
τ7/2

)]
e−

ω2

2τ , τ → 0.

Çàóâàæåííÿ 3. U1(ω, τ) =
2

3
τ3/2e−

ω2

2τ − ω2

3
U0(ω, τ).

Ïðîiíòåãðó¹ìî îäèí ðàç ÷àñòèíàìè:

U1(ω, τ) =

∫ τ

0
u

1
2 e−

ω2

2u du =

=
2

3
e−

ω2

2u u3/2
∣∣∣τ
0
−2

3

∫ τ

0
u3/2e−

ω2

2u
ω2

2u2
du =

2

3
τ3/2e−

ω2

2u − ω2

3
U0(ω, τ).

Òîäi

U1(ω, τ) = 2

[
τ5/2

ω2
− 5

τ7/2

ω4
+ o
(
τ7/2

)]
e−

ω2

2τ , τ → 0.

Çàóâàæåííÿ 4. U2(ω, τ) =
2

5
τ5/2 e−

ω2

2τ − ω2

5
U1(ω, τ).

Ïðîiíòåãðó¹ìî îäèí ðàç ÷àñòèíàìè:

U2(ω, τ) =

∫ τ

0
u

3
2 e−

ω2

2u du =

=
2

5
e−

ω2

2u u5/2
∣∣∣τ
0
−2

5

∫ τ

0
u5/2e−

ω2

2u
ω2

2u2
du =

2

5
τ5/2e−

ω2

2u − ω2

5
U1(ω, τ).

Òîäi

U2(ω, τ) = 2

[
τ7/2

ω2
+ o
(
τ7/2

)]
e−

ω2

2τ , τ → 0.
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Ëåìà 4. Iíòåãðàë ó ôîðìóëi (5) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

∫ T

t
a(K,u)e

−d(K,s,t)2
2(u−t) (u− t)i−

1
2du =

= a(K, t)Ui(d(K, s, t), T − t) + at(K, t)Ui+1(d(K, s, t), T − t)+

+
1

2
att(K, t)Ui+2(d(K, s, t), T − t) + o

(
(T − t)i+

5
2
)
, t→ T. (9)

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó Òåéëîðà äî ôóíêöi¨ a(K,u) â îêîëi òî÷êè
t, îòðèìó¹ìî:

a(K,u) = a(K, t) + at(K, t)(u− t) +
1

2
att(K, t)(u− t)2 + r2(K, t, u), (10)

äå äëÿ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà r2(K, t, u) ñïðàâåäëèâà òàêà (ðiâíîìiðíà) îöiíêà:

∃M > 0 |r2| ≤M(u− t)3, t ∈ (0, T ), u ∈ (t, T ). (11)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (11) i íåðiâíiñòü e
−d(K,s,t)2

2(u−t) ≤ 1, ìà¹ìî îöiíêó:∣∣∣∣∫ T

t
r2(K, t, u)e

−d(K,s,t)2
2(u−t) (u− t)i−

1
2 du

∣∣∣∣ ≤ M

i+ 7
2

(T − t)i+
7
2 . (12)

Ïiäñòàâëÿþ÷è òåïåð ðîçêëàä (10) â iíòåãðàë (9) i âðàõîâóþ÷è (12), îòðèìó¹ìî
òâåðäæåííÿ ëåìè.

Ëåìà 5. Âîëàòèëüíiñòü Áëåêà-Ñêîóëçà i ëîêàëüíà âîëàòèëüíiñòü ïîâ'ÿçàíi
òàêèì àñèìïòîòè÷íèì ñïiââiäíîøåííÿì:

√
sK
[
σBSU0(dBS , T − t)−

σ3BS
23
U1(dBS , T − t) +

σ5BS
27
U2(dBS , T − t)

]
=

=
[
a(K, t)U0(d, T−t) + at(K, t)U1(d, T−t) +

1

2
attU2(d, T−t)

]
u0(s,K, t)+

+
[
a(K, t)U1(d, T − t) + at(K, t)U2(d, T − t)

]
u1(s,K, t)+

+ a(K, t)U2(d, T − t)u2(s,K, t) + o
(
(T − t)7/2

)
, t→ T. (13)

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ ëåìè îòðèìó¹ìî, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ïåðåä-
áà÷óâàíî¨ âîëàòèëüíîñòi, ïðèðiâíþþ÷è òåîðåòè÷íó (6) òà ðèíêîâó (5) âàðòîñòi
call-îïöiîíiâ ç òî÷íiñòþ äî ÷ëåíiâ ïîðÿäêó o

(
(T − t)7/2

)
, t→ T.

Îòæå, íåõàé s 6= K.

dBS =
ξ

σBS
, ξ = ln

s

K
. (14)
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Ïîäàìî ôóíêöiþ 1
σBS

ó âèãëÿäi
1

σBS
=

1

σ2BS,0(
σBS
σBS,0

)2
i ðîçâèíåìî ôóíêöiþ σBS

σBS,0

â ðÿä ïî τ :

σBS
σBS,0

= 1 +
σBS,1
σBS,0

τ +
σBS,2
σBS,0

τ2 +
σBS,3
σBS,0

τ3 + . . . .

Ïîçíà÷èìî αi =
σBS,i
σBS,0

. Òîäi(
1
σBS
σBS,0

)2

= 1+(−2α1)τ+(3α2
1−2α2)τ

2+(−4α3
1+6α1α2−2α3)τ

3+o
(
τ3
)
, τ → 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè äëÿ U0(ω, τ),U1(ω, τ),U2(ω, τ), îòðèìàíi â ëåìi 3
òà ñïiââiäíîøåííÿ (14), ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (13) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

√
sK

ξ2
e
− ξ2

2σ2
BS,0

τ
+
ξ2σBS,1

σ3
BS,0 ×

×
[
σ3BS,0 +

(
3σ2BS,0σBS,1 −

ξ2σBS,0
2

[
3
(σBS,1
σBS,0

)2
−

2σBS,2
σBS,0

]
− σ5BS,0

[
3

ξ2
+

1

8

])
τ+

+

(
σ7BS,0

(
15

ξ4
+

5

8ξ2
+

1

128

)
−5σ4BS,0σBS,1

(
3

ξ2
+

1

8

)
+3σ2BS,0σBS,2+3σBS,0σ

2
BS,1−

− ξ2

2σ2BS,0

(
3

(
σBS,1
σBS,0

)2

−
2σBS,2
σBS,0

)(
3σ2BS,0σBS,1 − σ5BS,0

(
3

ξ2
+

1

8

))
+

+ σ3BS,0

(
ξ4

8σ4BS,0

(
3
(σBS,1
σBS,0

)2
−

2σBS,2
σBS,0

)2
+

+
ξ2

2σ2BS,0

(
−

4σ3BS,1
σ3BS,0

+
6σBS,1σBS,2

σ2BS,0
−

2σBS,3
σBS,0

)))
τ2
]

(15)

Ç iíøîãî áîêó, ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (13) ìà¹ âèãëÿä:

e
− d2

2(T−t)

([
a(K,t)

( 1

d2
−3τ

d4
+

15τ2

d6

)
+at(K,t)

( τ
d2

+
5τ2

d4

)
+att(K,t)

τ2

2d2

]
u0(s,K,t)+

+
[
a(K,t)

( τ
d2

+
5τ2

d4

)
+ at(K,t)

τ2

d2

]
u1(s,K,t)+

[
a(K, t)

τ2

d2

]
u2(s,K, t)

)
. (16)

Ïðèðiâíÿâøè ÷ëåíè â ïîêàçíèêàõ åêñïîíåíò ó âèðàçàõ (15) òà (16), îòðèìó¹ìî
ôîðìóëó äëÿ σBS,0 :

σBS,0 =
ln s

K∫ s
K

dη
a(η,t)

.

Ïðèðiâíþþ÷è êîíñòàíòè ó âèðàçàõ (15) òà (16), îòðèìó¹ìî ôîðìóëó äëÿ
σBS,1 :

σBS,1 =
ξ ln

[
a(K,t)u0(s,K,t)d(K,s,t)

ξ
√
sK

]
d(K, s, t)3

.
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Ïðèðiâíþþ÷è ÷ëåíè ïðè τ ó âèðàçàõ (15) òà (16), îòðèìó¹ìî ôîðìóëó äëÿ
σBS,2 :

σBS,2 = −
3σBS,1
d2

+
3σ2BS,1
2σBS,0

+
ξ3

8d5
+

ξ

d3

[
at(K, t)

a(K, t)
+
u1(s,K, t)

u0(s,K, t)

]
.

Ïðèðiâíþþ÷è, íàðåøòi, ÷ëåíè ïðè ñòåïåíÿõ τ2 ó âèðàçàõ (15) òà (16), îòðè-
ìó¹ìî ôîðìóëó äëÿ σBS,3 :

σBS,3 =
σ3BS,0
ξ2

(
15a(K, t) + 5d2at(K, t)

d4a(K, t)
+
att(K, t)

2a(K, t)
+

+

[
5

d2
+
at(K, t)

a(K, t)

]
u1(s,K, t)

u0(s,K, t)
+
u2(s,K, t)

u0(s,K, t)

)
+

+
σBS,0

2

[
− 2

σBS,2
σBS,0

+ 2
(σBS,1
σBS,0

)2]
− ξ2

2σBS,0

(
2σBS,1σBS,2

σ2BS,0
−

2σ3BS,1
σ3BS,0

)2

+

+
1

2σ2BS,0

(
3σ2BS,0σBS,1 + σ5BS,0

(
− 3

ξ2
− 1

8

))
+

+
1

ξ2

[
3σBS,0σ

2
BS,1+3σ2BS,0σBS,2−5σ4BS,0σBS,1

( 3

ξ2
+

1

8

)
+σ7BS,0

(
15

ξ4
+

5

8ξ2
+

1

128

)]
.
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