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ßâíî çàäàíî içîìîðôiçì ìiæ ïåðøèìè äâàíàäöÿòüìà ïîëÿìè ó âåæàõ çà Êîí-

âå¹ì òà Âiäåìàíîì.

R. Popovych, On isomorphizm of finite fields of characteristic two, Math. Bull. T. Shev-

chenko Sci. Soc. 11 (2014), 12–20.

Izomorphism between first twelve fields in towers by Conway and Wiedemann is set

explicitely.

1. Âñòóï

Ó íèçöi ïðèêëàäíèõ çàñòîñóâàíü iç âèêîðèñòàííÿì ñêií÷åííèõ ïîëiâ ÷àñòî

ïîòðiáíi åëåìåíòè âåëèêîãî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ïîðÿäêó [6]. Â iäåàëi õîòiëîñü

áè ìàòè ìîæëèâiñòü îòðèìóâàòè ïðèìiòèâíèé åëåìåíò äëÿ áóäü-ÿêîãî ñêií-

÷åííîãî ïîëÿ. Ïðîòå, ÿêùî íå ìà¹ìî ðîçêëàäó ïîðÿäêó ìóëüòèïëiêàòèâíî¨

ãðóïè ïîëÿ íà ïðîñòi ìíîæíèêè, íåâiäîìî ÿê äîñÿãòè ìåòè. Òîìó ðîçãëÿäàþòü

ìåíø ïðåòåíçiéíå ïèòàííÿ: çáóäóâàòè åëåìåíò äîêàçîâî âåëèêîãî ïîðÿäêó. Ó

öüîìó ðàçi äîñèòü îòðèìàòè íèæíþ ìåæó äëÿ ïîðÿäêó. Ïèòàííÿ ðîçãëÿäàþòü

ÿê äëÿ çàãàëüíèõ, òàê i äëÿ ñïåöiàëüíèõ ñêií÷åííèõ ïîëiâ [1, 2, 4, 6, 8, 9].

Ñêií÷åííå ïîëå ç q åëåìåíòiâ ïîçíà÷à¹ìî Fq.
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Ó äàíié ðîáîòi â äâiéêîâèõ ðåêóðñèâíèõ ðîçøèðåííÿõ ñêií÷åííèõ ïîëiâ,

ÿêi çàäàíi Êîíâå¹ì [10, 11, 12], îïèñàíî ïðèìiòèâíi åëåìåíòè äëÿ ïåðøèõ äâà-

íàäöÿòè ïîëiâ ó âiäïîâiäíié âåæi ïîëiâ. Ó ðåçóëüòàòi ÿâíî çàäàíî içîìîðôiçì

ìiæ ïåðøèìè äâàíàäöÿòüìà ïîëÿìè ó âåæàõ çà Êîíâå¹ì òà Âiäåìàíîì. Öå

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê êðîê ó íàïðÿìêó îòðèìàííÿ âiäïîâiäi íà âiäêðèòå ïè-

òàííÿ, ïîñòàâëåíå Âiäåìàíîì ïðî ÿâíèé îïèñ içîìîðôiçìó ìiæ ïîëÿìè îäíà-

êîâîãî ïîðÿäêó iç äâîõ ðiçíèõ âåæ ñêií÷åííèõ ïîëiâ (äèâ. [7, problem 30] àáî

[10]. Îäèí âàðiàíò âåæi çàïðîïîíîâàíî Êîíâå¹ì [11, 12], à iíøèé � Âiäåìàíîì

[10].

Áiëüø òî÷íî, ðîçãëÿäà¹ìî ñêií÷åííi ïîëÿ çà Êîíâå¹ì, ÿêi áóäó¹ìî ðåêóð-

ñèâíî:

K0 = F2(c0), äå c0 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ c
2
0 + c0 = 1;

Ki+1 = Ki(ci+1), i = 0, 1, ..., äå ci+1 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ c
2
i+1+ci+1 =

∏i
j=0 cj .

Òîáòî, îòðèìó¹ìî òàêó âåæó ñêií÷åííèõ ïîëiâ õàðàêòåðèñòèêè 2:

F2 ⊂ K0 = F2(c0) ⊂ K1 = K0(c1) ⊂ K2 = K1(c2) ⊂ . . .

Çãiäíî ç Âiäåìàíîì àíàëîãi÷íó âåæó ñêií÷åííèõ ïîëiâ õàðàêòåðèñòèêè 2

çàäà¹ìî ïî-iíøîìó:

E0 = F2(x0), äå x0 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ x
2
0 + x0 + 1 = 0;

Ei+1 = Ei(xi+1), i ≥ 0, äå xi+1 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ x
2
i+1 + xi+1xi + 1 = 0.

Ó öüîìó ðàçi ìà¹ìî òàêó âåæó ñêií÷åííèõ ïîëiâ:

F2 ⊂ E0 = F2(x0) ⊂ E1 = E0(x1) ⊂ E2 = E1(x2) ⊂ . . .

Ç ïðèêëàäíî¨ òî÷êè çîðó òàêi ïîáóäîâè äóæå ïðèâàáëèâi, îñêiëüêè îïåðà-

öi¨ íàä åëåìåíòàìè ñêií÷åííîãî ïîëÿ ìîæíà âèêîíóâàòè ðåêóðñèâíî, à òîìó

åôåêòèâíî [5].

Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëî åëåìåíòiâ ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè K∗
i (i ≥ 0) äî-

ðiâíþ¹ 22
i+1−1. Ïîçíà÷èìî ÷èñëà Ôåðìà Nj = 22

j
+1 (j ≥ 0). Òîäi ÷èñëî åëå-

ìåíòiâK∗
i (i ≥ 0) äîðiâíþ¹

∏i
j=0Nj . Íàïðèêëàä, îòðèìó¹ìî |K∗

0 | = 22
1−1 = 3,

|K∗
1 | = 22

2 − 1 = 15 = 3 · 5, |K∗
2 | = 22

3 − 1 = 255 = 3 · 5 · 17.

2. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Äàëi äà¹ìî â ëåìàõ 1�3 òà íàñëiäêó äîâåäåííÿ äîïîìiæíèõ äëÿ äàíî¨

ðîáîòè ðåçóëüòàòiâ.

Ëåìà 1. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

Ni =
i−1∏
j=0

Nj + 2. (1)
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Äîâåäåííÿ. Iíäóêöi¹þ çà i. Äëÿ i = 1 ìà¹ìî 3+2=5. Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíiñòü

(1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî i. Òîäi∏i
j=0Nj +2 = (Ni− 2)Ni+2 = (22

i − 1)(22
i
+1)+2 = 22

i+1
+1 = Ni+1.

Ëåìà 2. ×èñëà Nj , j ≥ 0, ¹ ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòèìè.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêå öiëå d > 1, ÿêå äiëèòü Nm òà Nl äëÿ

äåÿêîãî l < m. Îñêiëüêè d äiëèòü Nl, òî d äiëèòü
∏m−1
i=0 Ni. Òîäi çà ëåìîþ 1, d

äiëèòü Nm−2. Çíà÷èòü, d äiëèòü ñóìó Nm òà Nm−2, i ìà¹ìî d = 2. Îñêiëüêè

âñi ÷èñëà Ôåðìà íåïàðíi, òî îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü.

ßê íàñëiäîê ç ëåìè 2 ìà¹ìî, ùî ãðóïà K∗
i (i ≥ 0) ¹ âíóòðiøíiì ïðÿìèì äî-

áóòêîì ïiäãðóï ç Nj (j ≥ 0) åëåìåíòiâ. Âiäêðèòå ïèòàííÿ, ïîñòàâëåíå Âiäåìà-

íîì (äèâ. [7, problem 30] àáî [10]), ïîëÿãà¹ â òàêîìó: ÿâíî çàäàòè içîìîðôiçì

ìiæ ïîëÿìè îäíàêîâîãî ïîðÿäêó Ki = F2(c0, . . . , ci) òà Ei = F2(x0, . . . , xi).

Iíøå âiäêðèòå ïèòàííÿ, ñôîðìóëüîâàíå Âiäåìàíîì (äèâ. [7, problem 28] àáî

[10]): ÷è ìóëüòèïëiêàòèâíèé ïîðÿäîê O(xi) åëåìåíòà xi äîðiâíþ¹ Ni. Äëÿ

0 ≤ i ≤ 11 öå ñïðàâåäëèâî, i òîäi åëåìåíò
∏i
j=0 xj ¹ ïðèìiòèâíèì ó ïîëi

Ei = F2(x0, . . . , xi). Ïîäiáíå ïèòàííÿ ìîæíà ñòàâèòè ñòîñîâíî îöiíêè ìóëüòè-

ïëiêàòèâíîãî ïîðÿäêó O(ci) åëåìåíòà ci.

Ëåìà 3. Íåõàé ìà¹ìî âåæó ïîëiâ L1 ⊂ L2 òà b ∈ L2. Íåõàé b
r = a ∈ L∗

1 òà r

� íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî ç âëàñòèâiñòþ br ∈ L∗
1. Òîäi O(b) = r ·O(a).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè bO(b) = 1, òî O(b) ≥ r. Çàïèøåìî O(b) = sr+ t, äå s ∈ N
òà 0 ≤ t < r. Òîäi

1 = bO(b) = bsr+t = asbt.

Çâiäñè bt = a−s ∈ L∗
1. Çà îçíà÷åííÿì r öå ìîæëèâî ëèøå ïðè t = 0. Ìà¹ìî

as = 1, s ≥ O(a) òà O(b) ≥ r · O(a). Ç iíøîãî áîêó br·O(a) = aO(a) = 1, i òîìó

O(b) = r ·O(a).

Íàñëiäîê 1. Íåõàé (ci)
αi =

∏i−1
j=0 cj òà αi � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî ç

âëàñòèâiñòþ (ci)
αi ∈ (Ki−2(ci−1))

∗. Òîäi

(a) O(ci) = αi
∏i−1
j=0 cj .

(b) O(
∏i
j=0 cj) = αiO

((∏i−1
j=0 cj

)αi+1
)
.

Äîâåäåííÿ. (a) Îòðèìó¹ìî, ïîêëàâøè â ëåìi 3 b = ci, a =
∏i−1
j=0 cj , r = αi.

(b) Îñêiëüêè
∏i−1
j=0 cj ∈ Ki−2(ci−1), òî

(∏i
j=0 cj

)αi ∈ Ki−2(ci−1) òîäi i òiëü-

êè òîäi, êîëè (ci)
αi ∈ Ki−2(ci−1). Çíà÷èòü, αi � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî
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ç âëàñòèâiñòþ
(∏i

j=0 cj
)αi ∈ Ki−2(ci−1). Âiçüìåìî â ëåìi 3 a =

(∏i−1
j=0 cj

)αi+1
,

b =
∏i
j=0 cj òà r = αi. Îñêiëüêè

br =
( i∏
j=0

cj

)αi

= (ci)
αi

( i−1∏
j=0

cj

)αi

=
( i−1∏
j=0

cj

)αi+1
= a,

òî

O
( i∏
j=0

cj

)
= αiO

(( i−1∏
j=0

cj

)αi+1)
.

3. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíî¨ ðîáîòè íàâåäåíî â òåîðåìàõ 1�3.

Òåîðåìà 1. c30 = 1 òà α0 = 3 � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî ç âëàñòèâiñòþ

(c0)
α0 ∈ F2;

c51 = c0 òà α1 = 5 � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî ç âëàñòèâiñòþ (c1)
α1 ∈ K0;

äëÿ 2 ≤ i ≤ 11: (ci)
Ni =

∏i−1
j=0 cj òà αi = Ni � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî ç

âëàñòèâiñòþ (ci)
αi ∈ Ki−2(ci−1).

Äîâåäåííÿ. Ðiâíiñòü c30 = 1 ìîæíà ëåãêî ïåðåâiðèòè áåçïîñåðåäíüî. Îñêiëüêè

c21 = c1 + c0, c
4
1 = (c1 + c0)

2 = c1 + 1, òî c51 = c0.

Ïîñëiäîâíî îá÷èñëþþ÷è ñòåïåíi åëåìåíòà c2, îòðèìó¹ìî:

c22 = c2 + c1c0,

c42 = (c2 + c1c0)
2 = c2 + c1 + 1,

c82 = (c2 + c1 + 1)2 = c2 + c1 + c0 + c1c0 + 1,

c82 = (c2 + c1 + 1)2 = c2 + c1 + c0 + c1c0 + 1,

c162 = (c2 + c1 + c0 + c1c0 + 1)2 = c2 + 1.

Òîäi c172 = (c2 + 1)c2 = c1c0.

Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòåé ïðè 3 ≤ i ≤ 11 âèêîðèñòàíî êîìï'þòåðíi îá-

÷èñëåííÿ. Ïðè çíàõîäæåííi ñòåïåíiâ åëåìåíòiâ çàñòîñîâàíî øèðîêî âiäîìèé

øâèäêèé (¾iíäiéñüêèé¿) àëãîðèòì ïîñëiäîâíèõ ïiäíåñåíü äî êâàäðàòó òà ìíî-

æåíü.

Âiäîìî, ùî äëÿ 0 ≤ i ≤ 4 ÷èñëà Ôåðìà ¹ ïðîñòèìè [3]: N0 = 3, N1 = 5,

N2 = 17, N3 = 257, N4 = 65537. Íàìè ïåðåâiðåíî, ùî (c3)
257 = c2c1c0 òà

(c4)
65537 = c3c2c1c0.

Äëÿ 5 ≤ i ≤ 11 ÷èñëà Ôåðìà ïîâíiñòþ ðîçêëàäåíi íà ïðîñòi ìíîæíèêè [3].

Âiäïîâiäíi ðîçêëàäè é ïîâ'ÿçàíi ç íèìè ðåçóëüòàòè ïåðåâiðêè íàâåäåíî äàëi.
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Âèõîäÿ÷è ç ðîçêëàäó N5 = 641 · 6700417, ïåðåâiðåíî, ùî

(c5)
641·6700417 = c4c3c2c1c0.

Êîðèñòóþ÷èñü ðîçêëàäîì N6 = 274177 · 67280421310721, îòðèìàíî

(c6)
274177· 67280421310721 = c5c4c3c2c1c0.

Ìàþ÷è ðîçêëàä N7 = 59649589127497217 · 5704689200685129054721, ïåðåâiðå-
íî, ùî

(c7)
59649589127497217·5704689200685129054721 = c6c5c4c3c2c1c0.

Äëÿ ðîçêëàäó N8 = 1238926361552897 · P62, äå P62 � ïðîñòå ÷èñëî ç 62 äåñÿ-

òêîâèìè ðîçðÿäàìè,

P62 = 93461639715357977769163558199606896584051237541638188580280321,

ïåðåâiðåíî, ùî

(c8)
1238926361552897·P62 = c7c6c5c4c3c2c1c0.

Âèõîäÿ÷è ç ðîçêëàäó

N9 = 2424833 · 7455602825647884208337395736200454918783366342657 · P99, äå

P99 � ïðîñòå ÷èñëî ç 99 äåñÿòêîâèìè ðîçðÿäàìè,

P99 = 7416400626275308015247871419019374740599407810975190239058213161

44415759504705008092818711693940737,

ïåðåâiðåíî, ùî

(c9)
2424833·7455602825647884208337395736200454918783366342657·P99 = c8c7c6c5c4c3c2c1c0.

Êîðèñòóþ÷èñü òàêèì ðîçêëàäîì äëÿ ÷èñëà N10:

45592577 · 6487031809 · 4659775785220018543264560743076778192897 · P252,

äå P252 � ïðîñòå ÷èñëî ç 252 äåñÿòêîâèìè ðîçðÿäàìè,

P252 = 130439874405488189727484768796509903946608530841611892186895295

776832416251471863574140227977573104895898783928842923844831149032913

798729088601617946094119449010595906710130531906171018354491609619193

912488538116080712299672322806217820753127014424577,

ïåðåâiðåíî, ùî

(c10)
45592577·6487031809·4659775785220018543264560743076778192897·P252 =

9∏
j=0

cj .

Äëÿ ðîçêëàäó

N11 = 319489 · 974849 · 167988556341760475137 · 3560841906445833920513 · P564,

äå P564 � ïðîñòå ÷èñëî ç 564 äåñÿòêîâèìè ðîçðÿäàìè,
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P564 = 1734624471791475554302589708643097783774218447236640846493470190

6136357919287910885759103833040883717798381086845154642194071297830613

4189864280826014542758708589243873685563973118948869399158545506611147

4202161342557017260564139394366945793220968665108959685482705388072645

8285541519364019124649311825460928798157330577955733585049822792800909

4287256759151891211862275171431922978810097925103603549691727991266352

7358783236647193154777091427745377038294584918917590325110943938132248

60442985739716507110592444621775425407069130470346

ïåðåâiðåíî, ùî

(c11)
319489·974849·167988556341760475137·3560841906445833920513·P564 =

10∏
j=0

cj .

Äëÿ äîâåäåííÿ ôàêòó: Ni � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî ç âëàñòèâiñòþ

cNi
i ∈ (Ki−2(ci−1))

∗, äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî c
Ni/p
i /∈ (Ki−2(ci−1))

∗ äëÿ áóäü-

ÿêîãî ïðîñòîãî äiëüíèêà p ÷èñëà Ni. Äiéñíî, ÿêùî åëåìåíò ci â ñòåïåíi Ni/p íå

íàëåæèòü äî (Ki−2(ci−1))
∗, òî öåé æå æ åëåìåíò â ñòåïåíi áóäü-ÿêîãî äiëüíèêà

Ni/p òàêîæ íå íàëåæèòü äî (Ki−2(ci−1))
∗. Îñêiëüêè äëÿ 0 ≤ i ≤ 4 ÷èñëà

Ôåðìà ¹ ïðîñòèìè, òî äëÿ íèõ âêàçàíèé ôàêò î÷åâèäíèì ÷èíîì âèêîíó¹òüñÿ.

Äëÿ 5 ≤ i ≤ 11 âèêîíàíî âiäïîâiäíi ïåðåâiðêè.

Òåîðåìà 2. Ìóëüòèïëiêàòèâíi ïîðÿäêè åëåìåíòiâ ¹ òàêèìè:

O(c0) = N0, O(c1) = N0N1, O(c0c1) = N1;

äëÿ 2 ≤ i ≤ 11: O(ci) = O(
∏i
j=0 cj) =

∏i
j=1Nj .

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíüî ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî O(c0) = N0 = 3. Îñêiëüêè

O(c0) = 3 i çãiäíî ç òåîðåìîþ 1, (c1)
5 = c0 òà α1 = 5 ¹ íàéìåíøèì íàòóðàëü-

íèì ÷èñëîì ç âëàñòèâiñòþ (c1)
α1 ∈ K0, òî çà íàñëiäêîì 1(à), O(c1) = 5 · 3. Çà

íàñëiäêîì (b) O(c1c0) = 5 ·O((c0)
6) = 5.

Îñêiëüêè O(c1c0) = 5 i çãiäíî ç òåîðåìîþ 1, (c2)
17 = c1c0 òà α2 = 17 ¹

íàéìåíøèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì ç âëàñòèâiñòþ (c2)
α2 ∈ K0(c1), òî çà íàñëiä-

êîì 1(à), O(c2) = 17 · 5. Çà íàñëiäêîì 1(b), O(c2c1c0) = 17 ·O((c1c0)
18) = 17 · 5.

Òàê ÿê (18,5)=1, òî O((c1c0)
18) = O(c1c0) = 5 i ìà¹ìî O(c2c1c0) = 17 · 5.

O(c2c1c0) = 17 · 5 i çãiäíî ç òåîðåìîþ 1, (c3)
257 = c2c1c0 òà α3 = 257

¹ íàéìåíøèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì ç âëàñòèâiñòþ (c3)
α3 ∈ K1(c2). Òîäi çà

íàñëiäêîì 1(à), O(c3) = 257 · 17 · 5. Çà íàñëiäêîì 1(b) âèêîíó¹òüñÿ

O(c3c2c1c0) = 257 ·O((c2c1c0)
258) = 257 · 17 · 5.

Ïðè îòðèìàííi îñòàííüîãî ïîðÿäêó âðàõîâàíî, ùî (258,17·5)=1.
Òàê ÿê O(c3c2c1c0) = 257 · 17 · 5 i çãiäíî ç òåîðåìîþ 1, (c4)

65537 = c3c2c1c0
òà α4 = 65537 ¹ íàéìåíøèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì ç âëàñòèâiñòþ (c4)

α4 ∈
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K2(c3), òî çà íàñëiäêîì 1(à) O(c4) = 65537 · 257 · 17 · 5. Çà íàñëiäêîì 1(b),

O(c4c3c2c1c0) = 65537 ·O
(
(c3c2c1c0)

65538
)
= 65537 · 257 · 17 · 5. Ïðè öüîìó âðà-

õîâàíî, ùî (65538,257·17·5)=1.
Ìà¹ìîO(c4c3c2c1c0) = 65537·257·17·5 i çãiäíî ç òåîðåìîþ 1, (c5)

641·6700417 =

c4c3c2c1c0 òà α5 = 641 · 6700417 ¹ íàéìåíøèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì ç âëàñòè-

âiñòþ (c5)
α5 ∈ K3(c4). Çà íàñëiäêîì 1(à) âèêîíó¹òüñÿ

O(c5) = 641 · 6700417 · 65537 · 257 · 17 · 5.

Çà íàñëiäêîì 1(b) ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

O(

5∏
j=0

cj) = 641·6700417·O((

4∏
j=0

cj)
641·6700417+1) = 641·6700417·65537·257·17·5.

Ïðè öüîìó âðàõîâàíî, ùî (641·6700417+1,65537·257·17·5)=1.
Âèêîíó¹òüñÿ O(

∏5
j=0 cj) = 641 · 6700417 · 65537 · 257 · 17 · 5 i çãiäíî ç òåîðå-

ìîþ 1 (c6)
274177·67280421310721 = c5c4c3c2c1c0 òà α6 = 274177 · 67280421310721 ¹

íàéìåíøèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì ç âëàñòèâiñòþ (c6)
α6 ∈ K4(c5). Íàñëiäîê 1(à)

äà¹ O(c6) = 274177 · 67280421310721 · 641 · 6700417 · 65537 · 257 · 17 · 5. Çà íà-

ñëiäêîì 1(b) ìà¹ìî

O
( 6∏
j=0

cj
)
= 274177 ·67280421310721 ·O

(( 5∏
j=0

cj
)274177·67280421310721+1)

=
6∏
j=1

Nj .

Âðàõîâàíî, ùî (274177·67280421310721+1, 641·6700417·65537·257·17·5)=1.
Îñêiëüêè O(c6c5c4c3c2c1c0) = N6N5N4N3N2N1 i çà òåîðåìîþ 1 (c7)

N7 =

c6c5c4c3c2c1c0 òà α7 = N7 ¹ íàéìåíøèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì ç âëàñòèâiñòþ

(c7)
N7 ∈ K5(c6), òî çà íàñëiäêîì 1(à) O(c7) = N7N6N5N4N3N2N1. Çà íàñëiä-

êîì 1(b) îòðèìó¹ìî

O(c7c6c5c4c3c2c1c0) = N7O((c6c5c4c3c2c1c0)
N7+1) = N7N6N5N4N3N2N1.

Âðàõîâàíî, ùî (N7 + 1, N6N5N4N3N2N1) = 1.

Òàê ÿê O(c7c6c5c4c3c2c1c0) = N7N6N5N4N3N2N1 i çãiäíî ç òåîðåìîþ 1

(c8)
N8 = c7c6c5c4c3c2c1c0 òà α8 = N8 ¹ íàéìåíøèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì ç âëà-

ñòèâiñòþ (c8)
N8 ∈ K6(c7), òî çà íàñëiäêîì 1(à) O(c8) = N8N7N6N5N4N3N2N1.

Çà íàñëiäêîì 1(b) âèêîíó¹òüñÿ

O(c8c7c6c5c4c3c2c1c0) = N8O((c7c6c5c4c3c2c1c0)
N8+1) = N8N7N6N5N4N3N2N1.

Âðàõîâàíî, ùî (N8 + 1, N7N6N5N4N3N2N1) = 1.

Îñêiëüêè O(c8c7c6c5c4c3c2c1c0) = N8N7N6N5N4N3N2N1 i çãiäíî ç òåîðå-

ìîþ 1 (c9)
N9 = c8c7c6c5c4c3c2c1c0 òà α9 = N9 ¹ íàéìåíøèì íàòóðàëüíèì
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÷èñëîì ç âëàñòèâiñòþ (c9)
N9 ∈ K7(c8). Òîäi çà íàñëiäêîì 1(à) âèêîíó¹òüñÿ

O(c9) = N9N8N7N6N5N4N3N2N1. Çà íàñëiäêîì 1(b) âèêîíó¹òüñÿ

O(c9c8c7c6c5c4c3c2c1c0) = N9O((c8c7c6c5c4c3c2c1c0)
N9+1) =

9∏
j=1

Nj .

Âðàõîâàíî, ùî (N9 + 1, N8N7N6N5N4N3N2N1) = 1.

Âèêîíó¹òüñÿ O(c9c8c7c6c5c4c3c2c1c0) = N9N8N7N6N5N4N3N2N1 i çãiäíî ç

òåîðåìîþ 1, (c10)
N10 = c9c8c7c6c5c4c3c2c1c0 òà α10 = N10 ¹ íàéìåíøèì íà-

òóðàëüíèì ÷èñëîì ç âëàñòèâiñòþ (c10)
N10 ∈ K8(c9). Òîäi íàñëiäîê 1(à) äà¹

O(c10) = N10N9N8N7N6N5N4N3N2N1. Çà íàñëiäêîì 1(b) îòðèìó¹ìî

O(c10c9c8c7c6c5c4c3c2c1c0) = N10O((c9c8c7c6c5c4c3c2c1c0)
N10+1) =

10∏
j=1

Nj .

Âðàõîâàíî, ùî (N10 + 1, N9N8N7N6N5N4N3N2N1) = 1.

Îñêiëüêè O(c10c9c8c7c6c5c4c3c2c1c0) = N10N9N8N7N6N5N4N3N2N1 i çãiäíî

ç òåîðåìîþ 1, (c11)
N11 = c10c9c8c7c6c5c4c3c2c1c0 òà α11 = N11 ¹ íàéìåíøèì

íàòóðàëüíèì ÷èñëîì ç âëàñòèâiñòþ (c11)
N11 ∈ K9(c10), òî çà íàñëiäêîì (à)

O(c11) = N11N10N9N8N7N6N5N4N3N2N1. Çà íàñëiäêîì (b) ìà¹ìî

O(c11c10c9c8c7c6c5c4c3c2c1c0) = N11O((c10c9c8c7c6c5c4c3c2c1c0)
N11+1) =

11∏
j=1

Nj .

Âðàõîâàíî, ùî (N11 + 1, N10N9N8N7N6N5N4N3N2N1) = 1.

Òåîðåìà 3. Içîìîðôiçìè ïîëiâ îäíàêîâîãî ïîðÿäêó ó âåæàõ çà Êîíâå¹ì òà

Âiäåìàíîì ìîæíà çàäàòè òàê (êîæåí ÷åðãîâèé içîìîðôiçì ¹ ïðîäîâæåííÿì

ïîïåðåäíüîãî):

F2(c0)→ F2(x0)

c0 7→ x0
,

F2(c0, c1)→ F2(x0, x1)

c1 7→ x1x0
òà

F2(c0, . . . , ci)→ F2(x0, . . . , xi)

ci 7→
∏i
j=1 xj

äëÿ 2 ≤ i ≤ 11.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ 2, O(c0) = 3, O(c1) = 3 · 5 òà

O(ci) =
∏i−1
j=1Nj äëÿ 2 ≤ i ≤ 11. Çãiäíî ç ëåìîþ 2, (3,

∏i−1
j=1Nj) = 1. Òîäi

O(cic0) =
∏i−1
j=0Nj äëÿ 2 ≤ i ≤ 11.

Òàêèì ÷èíîì, åëåìåíòè c0 òà x0, c1 òà x1x0,cic0 òà
∏i
j=0 xj ¹ ïðèìiòèâ-

íèìè åëåìåíòàìè äëÿ âiäïîâiäíèõ ïîëiâ. Ñïiâñòàâëÿþ÷è åëåìåíòó c0 åëåìåíò
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x0, åëåìåíòó c1 åëåìåíò x1x0, à äëÿ 2 ≤ i ≤ 11 åëåìåíòàì ci âiäïîâiäíî åëå-

ìåíòè
∏i
j=0 xj · (x0)−1 =

∏i
j=1 xj , îòðèìó¹ìî içîìîðôiçìè ç F2(c0, . . . , ci) â

F2(x0, . . . , xi), ÿêi çàäàíî ÿâíî.

Âèõîäÿ÷è ç òåîðåìè 3, ìîæåìî áóêâàëüíî âèïèñàòè â ÿêèé åëåìåíò ïîëÿ

F2(x0, . . . , xi) ïåðåõîäèòü áóäü-ÿêèé åëåìåíò ïîëÿ F2(c0, . . . , ci). Âðàõîâó¹ìî,

ùî áàçîâèìè åëåìåíòàìè ïîëÿ F2(c0, . . . , ci) ¹

1, c0, . . . , ci, c0c1, . . . , c0ci, . . . , c0 · · · ci.

Ñëiä çàïèñàòè åëåìåíò ïîëÿ F2(c0, . . . , ci) ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçîâèõ åëå-

ìåíòiâ iç êîåôiöi¹íòàìè ç F2 , à òîäi çàìiíèòè c0, . . . , ci çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.

Çàâäàííÿ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü: ç'ÿñóâàòè ÷è ôîðìóëþâàííÿ, àíàëîãi÷íi

ôîðìóëþâàííÿì òåîðåì 1�3 ñïðàâåäëèâi äëÿ äîâiëüíîãî i ≥ 12.
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