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Ã. Âîëîøèí, Â. Ìàñëþ÷åíêî, Î. Ìàñëþ÷åíêî. Âêëàäåííÿ ïðîñòîðó íàðiçíî íåïå-

ðåðâíèõ ôóíêöié ó äîáóòîê áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ òà éîãî áî÷êîâiñòü // Ìàò. âiñí.
Íàóê. òîâ. iì. Ò. Øåâ÷åíêà. � 2014. � Ò.11. � C. 36�50.

Íà ïðîñòîði S = S(X × Y ) âñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : X × Y →
R, çàäàíèõ íà äîáóòêó äâîõ êîìïàêòiâ, ââåäåíî òîïîëîãiþ ïîøàðîâî ðiâíîìiðíî¨
çáiæíîñòi i ïîáóäîâàíî içîìîðôíå âêëàäåííÿ J : S → ∆ ó äîáóòîê ∆ = (Cu(Y ))X ×
(Cu(X))Y ñiì'¨ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ, äëÿ ÿêîãî ïðîñòið E = J(S) çàìêíåíèé â ∆
i ìà¹ çàìêíåíå àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ F , ïðàâäà, àëãåáðà¨÷íà ñóìà ∆ = E ⊕ F
íå ¹ òîïîëîãi÷íîþ äëÿ X = Y = [0, 1]. Çâiäñè âèâîäèòüñÿ, ùî ïðîñòið S = S[0, 1]2

áî÷êîâèé, àëå íå ñóïåðïîâíèé.
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On the space S = S(X × Y ) of all separately continuous functions f : X × Y → R
defined on the product of two compacta we introduce the cross-uniform topology and
construct an isomorphic embedding J : S → ∆ into the product ∆ = (Cu(Y ))X ×
(Cu(X))Y of a family of Banach spaces, for which space E = J(S) is closed in ∆ and
has a closed linear complement F . However, the algebraic sum ∆ = E ⊕ F is not a
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1. Âñòóï.

Ó ïðàöi [1] íà ïðîñòîði CC[0, 1]2 âñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f :
[0, 1]2 → R áóëà ââåäåíà ëîêàëüíî îïóêëà òîïîëîãiÿ T ïîøàðîâî ðiâíîìiðíî¨
çáiæíîñòi, ÿêà çàäà¹òüñÿ ñóêóïíiñòþ ïåðåäíîðì

N (X,Y ) = {‖ · ‖x : x ∈ [0, 1]} ∪ {‖ · ‖y : y ∈ [0, 1]},

äå ‖f‖x = ‖fx‖∞, ‖f‖y = ‖fy‖∞, fx = f(x, ·), fy = f(·, y) i ‖g‖∞ = max
0≤t≤1

|g(t)|

� ðiâíîìiðíà íîðìà íà ïðîñòîði C[0, 1] íåïåðåðâíèõ ôóíêöié g : [0, 1] → R.
Òàì áóëî ç'ÿñîâàíî, ùî ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið

S = (CC[0, 1]2, T )

ïîâíèé, ãàóñäîðôîâèé i ïðîñòið P óñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä äâîõ çìiííèõ âñþäè
ùiëüíèé â S, à òîìó S ñåïàðàáåëüíèé. Òàì æå áóëè ïîñòàâëåíi ïèòàííÿ ïðî
iíøi âëàñòèâîñòi ïðîñòîðó S, ïåðøîþ ç ÿêèõ éøëà áî÷êîâiñòü. Òàê ñòàëîñÿ,
ùî ñïî÷àòêó áóëî ç'ÿñîâàíî [2], ùî ïðîñòið S íå áåðiâñüêèé. Äîáðå âiäîìî [3,
c.62], ùî êîæíèé áåðiâñüêèé ïðîñòið ¹ áî÷êîâèì, àëå íå íàâïàêè [3, c.65]. Òîìó
ïiñëÿ öüîãî ïèòàííÿ ïðî áî÷êîâiñòü ïðîñòîðó S ñòàëî ùå áiëüø iíòðèãóþ÷èì.

Äîñëiäæóþ÷è öå ïèòàííÿ ìè âèÿâèëè, ùî ïðîñòið S ìîæå áóòè içîìîðôíî
âêëàäåíèì ó äîáóòîê ∆ ñiì'¨ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ i éîãî îáðàç E ïðè öüîìó
âêëàäåíi çàìêíåíèé â ∆. Âiäîìî [4, c.145], ùî äîáóòîê áî÷êîâèõ ïðîñòîðiâ
çàëèøà¹òüñÿ áî÷êîâèì. Îñêiëüêè áàíàõîâi ïðîñòîðè áî÷êîâi, áî âîíè áåðiâ-
ñüêi çà òåîðåìîþ Áåðà ïðî êàòåãîðiþ [5, c.66], òî ïðîñòið ∆ áî÷êîâèé. Àëå
áî÷êîâiñòü íå óñïàäêîâó¹òüñÿ çàìêíåíèìè ëiíiéíèìè ïiäïðîñòîðàìè [6, c.245,
âïðàâà 10]. Iíøà ñïðàâà, êîëè çàìêíåíèé ïiäïðîñòið áî÷êîâîãî ïðîñòîðó äî-
ïîâíÿëüíèé â íüîìó, òîäi âií òåæ áóäå áî÷êîâèì ÿê îáðàç áî÷êîâîãî ïðîñòîðó
ïðè ëiíiéíîìó íåïåðåðâíîìó âiäêðèòîìó âiäîáðàæåííi. Ìè çíàéøëè çàìêíå-
íèé ïiäïðîñòið F ïðîñòîðó ∆, ÿêèé ¹ àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì ïðîñòîðó E
â ∆, àëå, íà æàëü, ÷è íà ùàñòÿ, àëãåáðà¨÷íà ñóìà ∆ = E ⊕ F âèÿâèëàñÿ íå
òîïîëîãi÷íîþ i ïèòàííÿ ïðî áî÷êîâiñòü S çàëèøèëîñÿ âiäêðèòèì. Ïðàâäà ç
äîïîìîãîþ öüîãî íàì âäàëîñÿ âñòàíîâèòè, ùî ïðîñòið S íå ¹ ñóïåðïîâíèì [7,
c.103] àáî Br-ïîâíèì ó òåðìiíîëîãi¨ Â.Ïòàêà [6, c.206].

Áî÷êîâiñòü ïðîñòîðó S áóëà äîâåäåíà iíøèì ñïîñîáîì. Íà êâàäðàòi Q =
[0, 1]2 áóëà ââåäåíà ñïåöiàëüíà òîïîëîãiÿ S íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi, òàêà, ùî
ïðîñòið S çáiãà¹òüñÿ ç ïðîñòîðîì Ck(Q) âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : (Q,S)→
R ç òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi. Àëå äàâíî âiäîìèé [8], [9](íîâå äîâåäåí-
íÿ, äèâ. ó [10]) êðèòåðié áî÷êîâîñòi ïðîñòîðó Ck(T ), ÿêèì ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ
ó íàøîìó âèïàäêó.

Ðîçãëÿäó öèõ ïèòàíü i áóäå ïðèñâÿ÷åíà äàíà ïðàöÿ, ïîïåðåäíi âåðñi¨ ÿêî¨
áóëè àíîíñîâàíi â òåçàõ [11, 12].

2. Îñíîâíi îçíà÷åííÿ i ïîçíà÷åííÿ.

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z i òî÷êè p = (x, y) ∈ X × Y ïîêëàäåìî
fx(y) = fy(x) = f(p). ßêùî X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, òî âiäîáðàæåí-
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íÿ f : X × Y → Z íàçèâà¹òüñÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèì, ÿêùî âñi âiäîáðàæåííÿ
fx : Y → Z i fy : X → Z íåïåðåðâíi äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y . Ñèìâîëîì
CC(X × Y, Z) ìè ïîçíà÷à¹ìî ñóêóïíiñòü óñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-
æåíü f : X × Y → Z. ßêùî Z = R � ÷èñëîâà ïðÿìà, òî ìè ïîêëàäà¹ìî
CC(X × Y ) = CC(X × Y,R). Ìíîæèíà CC(X × Y ) ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì
ïðîñòîðó RX×Y âñiõ âiäîáðàæåíü f : X × Y → R ç ïðèðîäíèìè îïåðàöiÿìè.

Ñèìâîëîì C(X,Y ) ìè ïîçíà÷à¹ìî ñóêóïíiñòü âñiõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-
æåíü g : X → Y , ïðè öüîìó C(X) = C(X,R). ßêùî X � öå êîìïàêòíèé
ïðîñòið, òî ôóíêöiÿ ‖g‖∞ = max

x∈X
|g(x)| � öå íîðìà íà C(X) i âiäïîâiäíèé íîð-

ìîâàíèé ïðîñòið (C(X), ‖·‖∞) ìè ïîçíà÷à¹ìî ñèìâîëîì Cu(X). Äîáðå âiäîìî,
ùî Cu(X) � öå áàíàõiâ ïðîñòið.

Íåõàé X i Y � êîìïàêòíi ïðîñòîðè. Íà ïðîñòîði CC(X × Y ) ôîðìóëàìè

‖f‖x = ‖fx‖∞ i ‖f‖y = ‖fy‖∞
äå x ∈ X i y ∈ Y , âèçíà÷àþòüñÿ ïåðåäíîðìè, ñóêóïíiñòü ÿêèõ ìè ïîçíà-
÷à¹ìî ñèìâîëîì N (X,Y ). Ñèìâîëîì T = T (X,Y ) ïîçíà÷à¹òüñÿ ëîêàëüíî
îïóêëà òîïîëîãiÿ, ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ ñóêóïíiñòþ ïåðåäíîðì N (X,Y ) [5, c.26].
Ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið CC(X × Y ), íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ T (X,Y ), ìè
áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì S(X × Y ), à òîïîëîãiþ T (X,Y ) íàçèâàòèìåìî
òîïîëîãi¹þ ïîøàðîâî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi , áî ñiòêà åëåìåíòiâ fk ïðîñòîðó
S(X × Y ) áóäå çáiãàòèñÿ äî åëåìåíòà f ç S(X × Y ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
fxk ⇒ fx íà Y äëÿ êîæíîãî x ∈ X i (fk)y ⇒ fy íà X äëÿ êîæíîãî y ∈ Y .
ßê i â [1] íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî S(X × Y ) � öå ïîâíèé ëîêàëüíî îïóêëèé
ïðîñòið.

Õðåñòîì ïiäìíîæèíè E äîáóòêó X × Y íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

cr(E) = (prX(E)× Y ) ∪ (X × prY (E)),

äå prX(x, y) = x i prY (x, y) = y äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè (x, y) ∈ X × Y . ßêùî
p = (x, y) ∈ X × Y , òî cr(p) = cr({p}) = ({x} × Y ) ∪ (X × {y}).

Êîëè X i Y � êîìïàêòíi ïðîñòîðè i f ∈ CC(X × Y ), òî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè
p = (x, y) ∈ X × Y õðåñò cr(p) � öå êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà äîáóòêó X × Y i
çâóæåííÿ f |cr(p) íåïåðåðâíå. Òîìó ìîæíà âèçíà÷èòè ôóíêöiþ

Np(f) = max
q∈cr(p)

|f(q)| = max{‖f‖x, ‖f‖y}.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî Np � öå ïåðåäíîðìà íà ïðîñòîði CC(X × Y ) i ùî ñó-
êóïíiñòü N (X × Y ) óñiõ òàêèõ ïåðåäíîðì Np, äå p ∈ X × Y , ïîðîäæó¹ íà
ïðîñòîði CC(X × Y ) òó æ òîïîëîãiþ, ùî é ñóêóïíiñòü N (X,Y ).

3. Âêëàäåííÿ ïðîñòîðó S ó äîáóòîê áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ

∆.

Íåõàé X i Y � êîìïàêòíi ïðîñòîðè. Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó ïîêëàäåìî

S = S(X × Y ).
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Íåõàé f ∈ S, x ∈ X i y ∈ Y . Ôóíêöi¨ ϕ(x) = fx : Y → R i ψ(x) = fy : X → R
íåïåðåðâíi, áî f : X × Y → R � íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Âiäîáðàæå-
ííÿ ϕ : X → C(Y ) i ψ : Y → C(X) íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî âåðòèêàëü-

íèì i ãîðèçîíòàëüíèì ðîçøàðóâàííÿì âiäîáðàæåííÿ f . ßêùî ðîçãëÿíóòè
ïðîñòîðè Cp(X) i Cp(Y ) ç òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi, òî âiäîáðàæåí-
íÿ ϕ : X → Cp(Y ) i ψ : Y → Cp(X) áóäóòü íåïåðåðâíèìè. Ïðè öüîìó äëÿ
äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

ϕ(x)(y) = f(x, y) = ψ(y)(x).

Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê

∆ = ∆(X,Y ) = Cu(Y )X × Cu(X)Y ,

åëåìåíòè ÿêîãî � öå äîâiëüíi ïàðè (α, β), äå α : X → Cu(Y ) i β : Y → Cu(X)
� äîâiëüíi âiäîáðàæåííÿ. Äîáóòîê ∆, íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ äîáóòêó i ïðèðî-
äíèìè îïåðàöiÿìè, � öå ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið, ÿêèé ìîæíà îòîòîæíèòè ç
äîáóòêîì

∏
t∈T

Et áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ Et, äå T = X⊕Y = (X×{1})∪(Y ×{2}),

à Et = Cu(Y ), ÿêùî t = (x, 1), x ∈ X, Et = Cu(X), ÿêùî t = (y, 2), y ∈ Y .
Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ J : S → ∆, ñïiâñòàâèâøè êîæíié íàðiçíî íå-

ïåðåðâíié ôóíêöi¨ f ∈ S ïàðó (ϕ,ψ) ¨ ¨ âåðòèêàëüíîãî òà ãîðèçîíòàëüíîãî
ðîçøàðóâàíü.

Òåîðåìà 1. Âiäîáðàæåííÿ J : S → ∆ ¹ içîìîðôíèì âêëàäåííÿì ëîêàëüíî

îïóêëîãî ïðîñòîðó S ó ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið ∆.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J àäèòèâíå. Íåõàé f1 i f2 � äîâiëüíi
åëåìåíòè ç S i f = f1+f2. Ïîçíà÷èìî ñèìâîëàìè ϕi òà ψi i ϕ òà ψ âåðòèêàëüíi
i ãîðèçîíòàëüíi ðîçøàðóâàííÿ ôóíêöié fi ïðè i = 1, 2 òà f âiäïîâiäíî. Òîäi

Jf = (ϕ,ψ), Jfi = (ϕi, ψi) ïðè i = 1, 2.

Ðiâíiñòü Jf = Jf1 + Jf2 ÿêó íàì òðåáà ïåðåâiðèòè, ðiâíîñèëüíà äâîì ðiâíî-
ñòÿì ϕ = ϕ1 + ϕ2 i ψ = ψ1 + ψ2, âîíè æ ëåãêî ïåðåâiðÿþòüñÿ, áî

ϕ(x)(y) = f(x, y) = f1(x, y) + f2(x, y) = ϕ1(x)(y) + ϕ2(x)(y)

i òàê ñàìî
ψ(x)(y) = ψ1(x)(y) + ψ2(x)(y)

äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y .
Òàê ñàìî ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ îäíîðiäíiñòü âiäîáðàæåííÿ J , òîáòî ðiâíiñòü

J(λf) = λJf äëÿ äîâiëüíèõ λ ∈ R i f ∈ S. Òàêèì ÷èíîì, J : S → ∆ � öå
ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ.

Äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J ií'¹êòèâíå. Äëÿ öüîãî äîñèòü ïåðåâiðèòè,
ùî ÿäðî kerJ = {0}. Íåõàé f ∈ kerJ . Òîäi, çîêðåìà, âåðòèêàëüíå ðîçøàðóâà-
ííÿ ϕ âiäîáðàæåííÿ f ¹ íóëüîâèì. Ó òàêîìó ðàçi

f(x, y) = ϕ(x)(y) = 0
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äëÿ äîâiëüíèõ (x, y) ∈ X × Y , îòæå, f = 0.
Äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ J : S → ∆. Íàãàäà¹ìî [3], ùî ÿêùî

òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà íà ëîêàëüíî îïóêëîìó ïðîñòîði L çàäà¹òüñÿ ñóêóïíi-
ñòþ ïåðåäíîðì P , à íà ëîêàëüíî îïóêëîìó ïðîñòîði M � ñóêóïíiñòþ Q, òî
ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ T : L → M áóäå íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
ëè äëÿ êîæíî¨ ïåðåäíîðìè q ∈ Q iñíóþòü òàêi ïåðåäíîðìè p1, . . . , pn ∈ P i
êîíñòàíòà c, ùî

q(Tu) ≤ cmax{p1(u), . . . , pn(u)}

äëÿ êîæíîãî u ∈ L.
Íà ïðîñòîði S ëîêàëüíî îïóêëà òîïîëîãiÿ çàäà¹òüñÿ ñóêóïíiñòþ ïåðå-

äíîðì N (X,Y ) = {‖·‖x : x ∈ X}∪{‖·‖y : y ∈ Y }. Äëÿ åëåìåíòà γ = (α, β) ∈ ∆
ìà¹ìî, ùî α ∈ Cu(Y )X i β ∈ Cu(X)Y , îòæå, α(x) ∈ Cu(Y ) i β(y) ∈ Cu(X) äëÿ
äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y . Ïîêëàäåìî ‖γ‖x = ‖α(x)‖∞ i ‖γ‖y = ‖β(y)‖∞ äëÿ
äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y (òóò îäíàêîâèì ñèìâîëîì ‖·‖∞ ïîçíà÷åíi ìàêñèìóì-
íîðìè íà ïðîñòîðàõ Cu(Y ) i Cu(X)).

Òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà íà ïðîñòîði ∆ çàäà¹òüñÿ ñóêóïíiñòþ ïåðåäíîðì
γ 7→ ‖γ‖x i γ 7→ ‖γ‖y, äå x ∈ X i y ∈ Y . ßêùî χ = (ϕ,ψ) = Jf , äå f ∈ S, òî

‖Jf‖x = ‖χ‖x = ‖ϕ(x)‖∞ = ‖fx‖∞ = ‖f‖x

i
‖Jf‖y = ‖χ‖y = ‖ψ(y)‖∞ = ‖fy‖∞ = ‖f‖y

äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y . Öå i äà¹ íàì íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ J .
Íåõàé E = J(S) � îáðàç ïðîñòîðó S ïðè âiäîáðàæåííi J , χ ∈ E i f = J−1χ,

òîáòî χ = Jf . Âèùåíàâåäåíi ðiâíîñòi ìîæóòü áóòè ïåðåïèñàíi òàê:

‖J−1χ‖x = ‖χ‖x i ‖J−1χ‖y = ‖χ‖y,

âîíè âèêîíóþòüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y . Çâiäñè íåãàéíî âèïëèâà¹
íåïåðåðâíiñòü îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ J−1 : E → S.

Òàêèì ÷èíîì, J � öå ëiíiéíå ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, ïðè÷îìó J � öå
ãîìåîìîðôiçì ïðîñòîðó S íà éîãî îáðàç E = J(S) ÿê ïiäïðîñòið ïðîñòîðó ∆,
à çíà÷èòü, J : S → E � içîìîðôiçì òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ, òîìó
J : S → ∆ � öå içîìîðôíå âêëàäåííÿ.

4. Îïèñ îáðàçó E = J(S) i éîãî çàìêíåíiñòü â ∆.

Òåîðåìà 2. Îáðàç E = J(S) ïðîñòîðó S ïðè içîìîðôíîìó âêëàäåííi J :
S → ∆ ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ i òiëüêè òèõ ïàð χ = (ϕ,ψ), ùî ϕ(x)(y) = ψ(y)(x)
íà X × Y , i ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó ∆.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé χ = (ϕ,ψ) = Jf äëÿ äåÿêîãî f ∈ S. Òîäi ϕ : X → C(Y ) �
öå âåðòèêàëüíå ðîçøàðóâàííÿ ôóíêöi¨ f , à ψ : Y → C(X) � ãîðèçîíòàëüíå,
îòæå, ϕ(x) = fx i ψ(y) = fy äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y , à òîäi

ϕ(x)(y) = fx(y) = f(x, y) = fy(x) = ψ(y)(x)
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äëÿ äîâiëüíèõ (x, y) ∈ X × Y .
Íàâïàêè, íåõàé χ = (ϕ,ψ) ∈ ∆ i ϕ(x)(y) = ψ(y)(x) íà X × Y . Ïîêëàäåìî

f(x, y) = ϕ(x)(y) = ψ(y)(x)

íà äîáóòêó X × Y . Òîäi fx = ϕ(x) i fy = ψ(y) äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y ,
îòæå, ϕ � öå âåðòèêàëüíå ðîçøàðóâàííÿ âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → R, a ψ �
ãîðèçîíòàëüíå. Îñêiëüêè ϕ(x) ∈ C(Y ) äëÿ êîæíîãî x ∈ X, òî fx : Y → R �
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Òàê ñàìî ψ(y) ∈ C(X) äëÿ êîæíîãî
y ∈ Y , îòæå, fy : X → R � öå òåæ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ,
òàêèì ÷èíîì, f � öå íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òîáòî f ∈ S. Ïðè öüîìó
χ = Jf , îòæå, χ ∈ E. Òîìó

E = {(ϕ,ψ) ∈ ∆ : ϕ(x)(y) = ψ(y)(x) íà X × Y }.

Äîâåäåìî, ùî E � öå çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó ∆. Ðîçãëÿíåìî äî-
âiëüíó ñiòêó ç åëåìåíòiâ χk = (ϕk, ψk) (k ∈ K) ïiäïðîñòîðó E, ÿêà çáiãà¹òüñÿ
â ïðîñòîði ∆ äî åëåìåíòà χ = (ϕ,ψ). Òîäi

‖ϕk(x)− ϕ(x)‖∞ = ‖χk − χ‖x → 0 äëÿ êîæíîãî x ∈ X

i
‖ψk(y)− ψ(y)‖∞ = ‖χk − χ‖y → 0 äëÿ êîæíîãî y ∈ Y.

Àëå |ϕk(x)(y)− ϕ(x)(y)| ≤ ‖ϕk(x)− ϕ(x)‖∞ i |ψk(y)(x)− ψ(y)(x)| ≤ ‖ψk(y)−
ψ(y)‖∞ íà X × Y , òîìó |ϕk(x)(y)− ϕ(x)(y)| → 0 i |ψk(y)(x)− ψ(y)(x)| → 0 íà
X×Y , òîáòî ϕk(x)(y)→ ϕ(x)(y) i ψk(y)(x)→ ψ(y)(x) íà X×Y . Ïåðåéøîâøè
â ðiâíîñòi

ϕk(x)(y) = ψk(y)(x),

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ íà X × Y äëÿ êîæíîãî k ∈ K, àäæå χk ∈ E, äî ãðàíèöi
âiäíîñíî k, ìè îòðèìà¹ìî, ùî íà X × Y âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ϕ(x)(y) = ψ(y)(x),

à òîäi çà äîâåäåíèì âèùå χ = (ϕ,ψ) ∈ E, ùî i äà¹ íàì çàìêíåíiñòü E â ∆.

5. Íàÿâíiñòü ó ïiäïðîñòîðó E çàìêíåíîãî àëãåáðà¨÷íîãî

äîïîâíåííÿ â ïðîñòîði ∆.

Òåîðåìà 3. Ñóêóïíiñòü F = {ζ = (ξ, η) ∈ ∆ : ξ(x)(y) = −η(y)(x) íà X ×
Y } ¹ çàìêíåíèì ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó ∆, ÿêèé ¹ àëãåáðà¨÷íèì

äîïîâíåííÿì äî ïðîñòîðó E = J(S) â ∆, ïðè÷îìó äëÿ ïðîåêöié prE : ∆→ E
i prE : ∆→ F , äå prE(α, β) = (ϕ,ψ) i prF (α, β) = (ξ, η), ñïðàâåäëèâi ôîðìóëè

ϕ(x)(y) =
α(x)(y) + β(y)(x)

2
= ψ(y)(x)

i

ξ(x)(y) =
α(x)(y)− β(y)(x)

2
= −η(y)(x)

íà X × Y .



42 Ã.Âîëîøèí, Â.Ìàñëþ÷åíêî, Î.Ìàñëþ÷åíêî

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî âiäîáðàæåííÿ T : ∆ → ∆, T (α, β) = (α,−β) �
öå içîìîðôiçì òîïîëîãi÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó ∆ i F = T (E) íà îñíîâi
òåîðåìè 2, òîìó F ÿê i E, � öå çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ∆.

Íåõàé γ = (α, β) ∈ ∆. Ïîêàæåìî, ùî iñíóþòü ¹äèíi åëåìåíòè χ = (ϕ,ψ) ∈
E i ζ = (ξ, η) ∈ F , òàêi, ùî γ = χ + ζ. Ðiâíiñòü γ = χ + ζ ðiâíîñèëüíà äâîì
ðiâíîñòÿì α = ϕ+ξ i β = ψ+η, ÿêi â ñâîþ ÷åðãó ðiâíîñèëüíi äâîì ñêàëÿðíèì
òîòîæíîñòÿì

α(x)(y) = ϕ(x)(y) + ξ(x)(y) i β(y)(x) = ψ(y)(x) + η(y)(x)

íà X × Y . ßêùî χ ∈ E i ζ ∈ F , òî

ϕ(x)(y) = ψ(y)(x) i ξ(x)(y) = −η(y)(x)

íà X × Y , òîìó

α(x)(y)+β(y)(x) = 2ϕ(x)(y), çâiäêè ϕ(x)(y) =
1

2
(α(x)(y)+β(y)(x)) = ψ(y)(x),

i

α(x)(y)−β(y)(x) = 2ξ(x)(y), çâiäêè ξ(x)(y) =
1

2
(α(x)(y)−β(y)(x)) = −η(y)(x),

íà äîáóòêó X × Y . Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïàðè χ = (ϕ,ψ) i ζ = (ξ, η), ùî
âèçíà÷àþòüñÿ îòðèìàíèìè ðiâíîñòÿìè, íàëåæàòü äî E i F âiäïîâiäíî i ïðè
öüîìó γ = χ+ ζ.

Òàêèì ÷èíîì, êîæíèé åëåìåíò γ ç ∆ ¹äèíèì ñïîñîáîì ìîæå áóòè çàïèñà-
íèé ó âèãëÿäi ñóìè γ = χ+ζ åëåìåíòiâ χ ∈ E i ζ ∈ F , òîìó F � öå àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî E, ïðè öüîìó äëÿ ïðîåêöié prEγ = χ i prFγ = ζ ñïðàâåäëèâi
ôîðìóëè, ÿêi íàïèñàíi ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè.

6. Ïðî òîïîëîãi÷íiñòü ïðÿìî¨ ñóìè ∆ = E ⊕ F .

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó L i éîãî
ëiíiéíèõ ïiäïðîñòîðiâ M i N ïðÿìà ñóìà L = M ⊕ N íàçèâà¹òüñÿ òîïîëî-

ãi÷íîþ, ÿêùî îáèäâi ïðîåêöi¨ prM : L → M i prN : L → N íåïåðåðâíi, ùî
ðiâíîñèëüíî íåïåðåðâíîñòi îäíi¹¨ ç öèõ ïðîåêöié, àäæå prM + prN = I, äå
I : L → L � îäèíè÷íèé îïåðàòîð. ßêùî ïðÿìà ñóìà L = M ⊕ N ¹ òîïî-
ëîãi÷íîþ, òî ïðîñòið L içîìîðôíèé äîáóòêó M × N ñâî¨õ ïiäïðîñòîðiâ M i
N .

Òåîðåìà 4. Äëÿ X = Y = [0, 1] ïðîåêöi¨ prE i prF ðîçðèâíi, îòæå, ïðÿìà

ñóìà ∆ = E ⊕ F íå ¹ òîïîëîãi÷íîþ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié gn : [0, 1] → R,
ÿêi çàäàþòüñÿ ïðàâèëàìè: gn(t) = nt, 0 ≤ t ≤ 1

2n , gn(t) = 1 − nt, 1
2n ≤ t ≤ 1

n ,
gn(t) = 0 ïðè 1

n ≤ t ≤ 1. Öÿ ïîñëiäîâíiñòü ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïîòî÷êîâî, àëå íå
ðiâíîìiðíî íà [0, 1], ïðè öüîìó gn(t) ≥ 0 íà [0, 1] i gn( 1

2n) = 1
2 äëÿ êîæíîãî n.



Âêëàäåííÿ i áî÷êîâiñòü ïðîñòîðó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié 43

Ïîêëàäåìî αn(x)(y) = gn(x) i βn(y)(x) = gn(y) ïðè (x, y) ∈ X×Y = [0, 1]2.
Ïðè êîæíîìó x ∈ X ôóíêöiÿ αn(x) : [0, 1] → R ñòàëà i äîðiâíþ¹ gn(x), ïðè
öüîìó gn(x) → 0 ïðè n → ∞, îòæå, αn(x) ∈ Cu(Y ) i αn(x) → 0 â Cu(Y ). Òàê
ñàìî βn(y) � öå ñòàëà ôóíêöiÿ ç Cu(X) i βn(y) → 0 â Cu(X) äëÿ êîæíîãî
y ∈ Y . Òîìó γn = (αn, βn) ∈ ∆ äëÿ êîæíîãî n i γn → 0 â ∆. Íåõàé χn =
(ϕn, ψn) = prEγn. Çà âiäïîâiäíîþ ôîðìóëîþ ç òåîðåìè 3 ìà¹ìî:

ϕn(x)(y) =
αn(x)(y) + βn(y)(x)

2
=
gn(x) + gn(y)

2
≥ gn(y)

2

äëÿ äîâiëüíèõ (x, y) ∈ [0, 1]2. Òîìó äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1]

‖χn‖x = ‖ϕn(x)‖∞ ≥ max
0≤y≤1

gn(y)

2
=

1

4
,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ‖χn‖x 9 0 ïðè n → ∞, à òîìó χn = prEγn 9 0 â E,
íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî γn → 0 â ∆. Öå ïîêàçó¹, ùî ïðîåêöiÿ prE : ∆→ E íå ¹
íàâiòü ñåêâåíöiàëüíî íåïåðåðâíîþ, à òîìó i ðîçðèâíîþ. Òå ñàìå ñïðàâåäëèâî
i äëÿ prF .

7. Ïðî ñóïåðïîâíîòó ïðîñòîðó S.

ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ ó âñòóïi, ïðîñòið ∆ áóäå áî÷êîâèì ÿê äîáóòîê áàíàõî-
âèõ, à çíà÷èòü, áî÷êîâèõ ïðîñòîðiâ. ßê äîâåäåíî âèùå, ïðîñòið S içîìîðôíèé
äî çàìêíåíîãî ïiäïðîñòîðó E áî÷êîâîãî ïðîñòîðó ∆. Àëå çàìêíåíèé ïiäïðî-
ñòið áî÷êîâîãî ïðîñòîðó íå çîáîâ'ÿçàíèé áóòè áî÷êîâèì [6, c.245]. Áî÷êîâèì
áóäå äîïîâíÿëüíèé ïiäïðîñòið M ëîêàëüíî îïóêëîãî ïðîñòîðó L, òîáòî òà-
êèé ïiäïðîñòið, ó ÿêîãî iñíó¹ òàêå àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ N , ùî ïðÿìà ñóìà
L = M ⊕ N ¹ òîïîëîãi÷íîþ. Äîïîâíÿëüíèé ïiäïðîñòið M â L îáîâ'ÿçêîâî
çàìêíåíèé, áî âií ¹ ÿäðîì ker(prN ) íåïåðåðâíî¨ ïðîåêöi¨ prN : L → N . Éî-
ãî áî÷êîâiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî M içîìîðôíèé äî ôàêòîðïðîñòîðó L/N ,
ÿêèé îáîâ'ÿçêîâî áî÷êîâèé äëÿ áî÷êîâîãî ïðîñòîðó L. ßê ìè ç'ÿñóâàëè äëÿ
X = Y = [0, 1], ïðÿìà ñóìà ∆ = E ⊕ F íå ¹ òîïîëîãi÷íîþ, òîìó öåé ðîçêëàä
íå ìîæíà çàñòîñóâàòè äî äîâåäåííÿ áî÷êîâîñòi ïðîñòîðó S, öå ìè çðîáèìî ïi-
çíiøå iíøèì ñïîñîáîì. Àëå éîãî ìîæíà çàñòîñóâàòè äî äîñëiäæåííÿ ïèòàííÿ
ïðî ñóïåðïîâíîòó ïðîñòîðó S i öå ìè çðîáèìî çàðàç.

Íåõàé L � ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið, L∗ � ñïðÿæåíèé ç íèì ïðîñòið i
B ⊆ L∗. Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà B íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå ñëàáêî∗ çàìêíåíîþ
[7, c.102], ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó íóëÿ U â L ïåðåòèí B ∩ U◦ ìíîæèíè B ç
ïîëÿðîþ U◦ îêîëó U ñëàáêî∗ çàìêíåíèé â L∗. Çãiäíî ç äóàëüíîþ õàðàêòåðèçà-
öi¹þ ïîâíîòè [7, c.99] ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið L áóäå ïîâíèì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè êîæíèé ìàéæå ñëàáêî∗ çàìêíåíèé ãiïåðïiäïðîñòið M â L∗ áóäå
ñëàáêî∗ çàìêíåíèì. Ç öi¹þ õàðàêòåðèçàöi¹þ ïîâ'ÿçàíi òðè ïiäñèëåííÿ ïîíÿò-
òÿ ïîâíîòè [7, c.103], ÿêi áóëè ââåäåíi Â.Ïòàêîì. Ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið
L íàçèâà¹òüñÿ:



44 Ã.Âîëîøèí, Â.Ìàñëþ÷åíêî, Î.Ìàñëþ÷åíêî

ñóïåðïîâíèì, ÿêùî êîæíèé ñëàáêî∗ âñþäè ùiëüíèé ìàéæå ñëàáêî∗ çà-
ìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið M ïðîñòîðó L∗ çáiãà¹òüñÿ ç L∗;

äîñêîíàëî ïîâíèì, ÿêùî êîæíèé ìàéæå ñëàáêî∗ çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiä-
ïðîñòið M ïðîñòîðó L∗ áóäå ñëàáêî∗ çàìêíåíèé â L∗;

ãiïåðïîâíèì, ÿêùî êîæíà îïóêëà ìàéæå ñëàáêî∗ çàìêíåíà ïiäìíîæèíà B
â L∗ áóäå ñëàáêî∗ çàìêíåíîþ â L∗.

Ñóïåðïîâíi ïðîñòîðè íàçèâàþòü ùå Br-ïîâíèìè, à äîñêîíàëî ïîâíi � B-
ïîâíèìè àáî ïðîñòîðàìè Ïòàêà. Â.Ïòàê çàñòîñóâàâ öi ïîíÿòòÿ äëÿ îòðè-
ìàííÿ ìåòîäàìè òåîði¨ äâî¨ñòîñòi ñâî¨õ òåîðåì ïðî âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ i
çàìêíåíèé ãðàôiê, îäíi¹þ ç ÿêèõ ¹ òàêà òåîðåìà [7, c.127]: êîæíå ëiíiéíå âiä-
îáðàæåííÿ T : L → M ãàóñäîðôîâîãî áî÷êîâîãî ïðîñòîðó L ó ãàóñäîðôîâèé
ñóïåðïîâíèé ïðîñòið M , ÿêå ìà¹ çàìêíåíèé ãðàôiê, îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíå.

Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî êîëè òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið L ðîçêëàäåíèé
ó ïðÿìó ñóìó ñâî¨õ çàìêíåíèõ ïiäïðîñòîðiâ M i N , òî ïðîåêöi¨ prM : L→M
i prN : L→ N ìàþòü çàìêíåíèé ãðàôiê. Ñïðàâäi, íåõàé uj ∈ L, uj → u â L i
vj = prMuj → v â M . Òîäi wj = uj − vj ∈ N äëÿ êîæíîãî j i wj → w = u− v
â L. Îñêiëüêè ïiäïðîñòið N çàìêíåíèé, òî w ∈ N . Îòæå, u = v+w, äå v ∈M
i w ∈ N , òîìó v = prNu, ùî i äà¹ íàì çàìêíåíiñòü ãðàôiêà ïðîåêöi¨ prM .

Òåïåð ìè çìîæåìî âñòàíîâèòè òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5. Ïðîñòið S = S[0, 1]2 íå ñóïåðïîâíèé.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ öüîãî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî içîìîðôíèé äî S ïðîñòið E íå
ñóïåðïîâíèé. Íåõàé öå íå òàê i E � ñóïåðïîâíèé ïðîñòið. Ñêîðèñòà¹ìîñü ðîç-
êëàäîì ∆ = E ⊕ F , â ÿêîìó ïðîñòið ∆ áî÷êîâèé, à éîãî ïiäïðîñòîðè E i
F çàìêíåíi. Òîäi ïðîåêöiÿ prE : ∆ → E ìà¹ çàìêíåíèé ãðàôiê. Îñêiëüêè
çà íàøèì ïðèïóùåííÿì ïðîñòið E ñóïåðïîâíèé, òî çà òåîðåìîþ Ïòàêà ïðî
çàìêíåíèé ãðàôiê ïðîåêöiÿ prE áóäå íåïåðåðâíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü òåîðåìi 4.
Òàêèì ÷èíîì, ïðîñòið E, à ç íèì i S, íå ñóïåðïîâíi.

Îñêiëüêè

ãiïåðïîâíîòà⇒ äîñêîíàëà ïîâíîòà⇒ ñóïåðïîâíîòà⇒ ïîâíîòà,

òî ïðîñòið S = S[0, 1]2 � öå ïðèêëàä ïðîñòîðó, ÿêèé ¹ ïîâíèì, àëå íi ñóïåð-
ïîâíèì, íi äîñêîíàëî ïîâíèì, íi ãiïåðïîâíèì.

Òîìó ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è áóäóòü ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ T : L→
S iç çàìêíåíèì ãðàôiêîì îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíèìè, ÿêùî L � öå ãàóñäîðôî-
âèé áî÷êîâèé ïðîñòið?

Íà îñíîâi îòðèìàíîãî ðåçóëüòàòó ëåãêî äàòè âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ. Íå-
õàé J : S → ∆ � ïîáóäîâàíå ó ï.3 içîìîðôíå âêëàäåííÿ, E = J(S), à F
� âèçíà÷åíèé ó òåîðåìi 3 ç ï.5 ïiäïðîñòið. Îáèäâà ïðîñòîðè E i F çàìêíåíi,
∆ = E⊕F i öÿ ïðÿìà ñóìà íå ¹ òîïîëîãi÷íîþ, çîêðåìà, ïðîåêöiÿ prE : ∆→ E
ðîçðèâíà. Êðiì òîãî, âîíà ìà¹ çàìêíåíèé ãðàôiê, áî ïðîñòîðè E i F çàìêíåíi
â ∆. Îñêiëüêè îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ J−1 : E → S � öå içîìîðôiçì, òî êîì-
ïîçèöiÿ T = J−1 ◦ prE : ∆ → S áóäå ëiíiéíèì ðîçðèâíèì âiäîáðàæåííÿì iç
çàìêíåíèì ãðàôiêîì. Ïðè öüîìó ïðîñòið ∆ ¹ áî÷êîâèì.
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8. Ëåìè ïðî äèñêðåòíi ìíîæèíè.

Òåïåð ìè áåðåìî êóðñ íà äîâåäåííÿ áî÷êîâîñòi ïðîñòîðó S = S(X × Y ).
Ïî÷íåìî iç êiëüêîõ ïiäãîòîâ÷èõ òâåðäæåíü.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó P íàçèâà¹òüñÿ äèñ-

êðåòíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè a ∈ A iñíó¹ òàêèé ¨¨ îêië U â P , ùî
U ∩A = {a}.

Ëåìà 1. Íåõàé A � íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ãàóñäîðôîâîãî òîïîëîãi÷íîãî

ïðîñòîðó P . Òîäi iñíó¹ íåñêií÷åííà äèñêðåòíà ìíîæèíà B, òàêà, ùî B ⊆ A.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A ñàìà ¹ äèñêðåòíîþ, òî äîñèòü ïîêëàñòè B = A. Íåõàé A
íå äèñêðåòíà. Òîäi iñíó¹ a ∈ A, òàêå, ùî a ∈ A \ {a}. ßñíî, ùî òîäi A\{a} 6= Ø,
îòæå, iñíó¹ òî÷êà b1 ∈ A \ {a}. Îñêiëüêè P ãàóñäîðôîâèé i a 6= b1, òî iñíóþòü
âiäêðèòi îêîëè U1 òî÷êè a i V1 òî÷êè b1, òàêi, ùî U1 ∩ V1 = Ø. Äàëi âèáåðåìî
b2 ∈ U1∩(A\{a}). Ñêîðèñòàâøèñü çíîâó ãàóñäîðôîâiñòþ P , çíàéäåìî âiäêðèòi
ìíîæèíè U2, V2 ⊆ U , òàêi, ùî a ∈ U2, b2 ∈ V2, U2 ∩ V2 = Ø i U2, V2 ⊆ U1. I òàê
äàëi, ÿêùî óæå ïîáóäîâàíî îêië Un−1 òî÷êè a, òî âèáèðà¹ìî bn ∈ Un−1 ∩ (A \
{a}) i âiäêðèòi ìíîæèíè Un, Vn ⊆ Un−1, òàê, ùîá a ∈ Un, bn ∈ Vn, Un∩Vn = Ø.
Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíîñòi âiäêðèòèõ ìíîæèí Un, Vn i òî÷îê bn ∈ A \ {a}
ïîâíiñòþ âèçíà÷åíi, ïðè÷îìó a ∈ Un, bn ∈ Vn, Un ∩ Vn = Ø i Un+1, Vn+1 ⊆ Un

äëÿ äîâiëüíîãî íîìåðà n. Òîäi ÿêùî m < n, òî Vm ∩ Vn ⊆ Un ∩ Vn = Ø.
Ïîêëàäàþ÷è B = {bn : n ∈ N}, ìàòèìåìî, ùî Vn ∩ B = {bn} ëÿ êîæíîãî n.
Îòæå, B � øóêàíà ìíîæèíà.

Ëåìà 2. ÍåõàéA = {an : n ∈ N} � äèñêðåòíà ïiäìíîæèíà öiëêîì ðåãóëÿðíîãî

ïðîñòîðó P , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiçíèõ òî÷îê an. Òîäi iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ α : P → R, ùî α(an) = 1
2n äëÿ êîæíîãî n ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî n âèáåðåìî òàêèé îêië Un òî÷êè an â P , ùî Un∩A =
{an}. Ç ïîâíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ïðîñòîðó P âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî n iñíó¹
òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ αn : P → [0, 1], ùî αn(an) = 1 i αn(p) = 0 íà P\Un.
Ïîêëàäåìî äëÿ p ∈ P

α(p) =

∞∑
n=1

1

2n
αn(p).

Îñêiëüêè 0 ≤ 1
2nαn(p) ≤ 1

2n íà P , òî ðÿä çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà P , îòæå,
ôóíêöiÿ α âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà íà P . Êðiì òîãî, α(an) = 1

2n , áî αn(ak) = 0
ïðè k 6= n, àäæå òîäi ak /∈ Un. Îòæå, α � øóêàíà ôóíêöiÿ.

9. Òîïîëîãiÿ íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi.

Íåõàé X i Y � äîâiëüíi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i X × Y � ¨õ äîáóòîê. Ðîç-
ãëÿíåìî íà íüîìó íàéñëàáøó òîïîëîãiþ S, äëÿ ÿêî¨ âñi íàðiçíî íåïåðåðâíi
ôóíêöi¨ f : X × Y → R íåïåðåðâíi, òîáòî ïðîåêòèâíó òîïîëîãiþ, ïîðîäæåíó
ñóêóïíiñòþ CC(X × Y ) óñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : X × Y → R
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(äèâ. [5, c.29]). Ïåðåäáàçó òîïîëîãi¨ S áóäóòü óòâîðþâàòè âñi ìîæëèâi ïðî-
îáðàçè f−1((α, β)) äîâiëüíèõ iíòåðâàëiâ (α, β) â R, äå f ïðîáiãà¹ ñóêóïíiñòü
CC(X × Y ). Òîïîëîãiþ S ìè íàçèâàòèìåìî òîïîëîãi¹þ íàðiçíî¨ íåïåðåðâíî-

ñòi , à òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (X × Y,S) ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì P .
Íà äîáóòêó X × Y ìîæíà ââåñòè ùå îäíó òîïîëîãiþ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ

õðåñò-òîïîëîãi¹þ, ¨ ¨ ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ëiòåðîþ C. Âiäêðèòèìè ìíîæèíà-
ìè â òîïîëîãi¨ C áóäóòü òi ïiäìíîæèíè G â äîáóòêó X×Y , ó ÿêèõ âåðòèêàëüíi
x-ïåðåðiçè

Gx = {v ∈ Y : (x, v) ∈ G}

âiäêðèòi â Y äëÿ êîæíîãî x ∈ X i ãîðèçîíòàëüíi y-ïåðåðiçè

Gy = {u ∈ X : (u, y) ∈ G}

âiäêðèòi â X äëÿ êîæíîãî y ∈ Y . Òîïîëîãiþ äîáóòêó íà X × Y ïîçíà÷èìî
ëiòåðîþ P.

Ëåìà 3. à) ßêùî ïðîñòîðè X i Y öiëêîì ðåãóëÿðíi, òî P ⊆ S i (X × Y,S) ¹
öiëêîì ðåãóëÿðíèì;

á) S ⊆ C äëÿ äîâiëüíèõ ïðîñòîðiâ X i Y .

Äîâåäåííÿ. à) Íåõàé G ∈ P i p0 = (x0, y0) ∈ G. Òîäi iñíóþòü îêîëè U i V
òî÷îê x0 i y0 ó ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî, òàêi, ùî U × V ⊆ G. Ç ïîâíî¨
ðåãóëÿðíîñòi ïðîñòîðiâ X i Y âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨
g : X → [0, 1] i h : Y → [0, 1], ùî g(x0) = 1, g(x) = 0 íà X\U , h(h0) = 1,
h(y) = 0 íà Y \V . Ïîêëàäåìî f = g ⊗ h, òîáòî f(x, y) = g(x)h(y) ïðè x ∈ X i
y ∈ Y . Òîäi f(x, y) = g(x)h(y) = 0, ÿêùî (x, y) /∈ U × V . Òîìó, ÿêùî f(p) > 0,
òî p ∈ U × V . Ìíîæèíà W = {p ∈ X × Y : f(p) > 0} � öå îêië òî÷êè p0 â
òîïîëîãi¨ S, àäæå f(p0) = g(x0)h(y0) = 1 > 0, i W ⊆ U × V ⊆ G, îòæå, G ∈ S,
à çíà÷èòü P ⊆ S.

Ç âêëþ÷åííÿ P ⊆ S i ãàóñäîðôîâîñòi òîïîëîãi¨ äîáóòêó âèïëèâà¹ ãàóñ-
äîðôîâiñòü òîïîëîãi¨ S. Äàëi ç îçíà÷åííÿ S âèïëèâà¹, ùî S ìà¹ ïåðåäáàçó ç
ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí. Àëå ïåðåòèí ñêií÷åííîãî ÷èñëà ôóíêöiî-
íàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ. Îòæå, S
ìà¹ áàçó ç ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí. Òàêèì ÷èíîì, òîïîëîãiÿ S ¹
öiëêîì ðåãóëÿðíîþ.

á) Íåõàé f : X × Y → R � äîâiëüíà íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Äîâå-
äåìî, ùî âîíà íåïåðåðâíà â õðåñò-òîïîëîãi¨. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó âiäêðèòó
ìíîæèíó H â R i äîâåäåìî, ùî ¨¨ ïðîîáðàç G = f−1(H) ∈ C. Çà óìîâîþ âiä-
îáðàæåííÿ fx : Y → R i fy : X → R íåïåðåðâíi äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y .
Àëå Gx = {y ∈ Y : (x, y) ∈ G} = {y ∈ Y : f(x, y) ∈ H} = {y ∈ Y : fx(y) ∈
H} = (fx)−1(H) i òàê ñàìî Gy = (fy)−1(H) äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y .
Òîìó i âñi ïåðåðiçè Gx òà Gy âiäêðèòi ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ, ùî äà¹ íàì
íàëåæíiñòü G ∈ C i íåïåðåðâíiñòü f ó õðåñò-òîïîëîãi¨. Àëå S � öå íàéñëàáøà
ç òîïîëîãié, âiäíîñíî ÿêî¨ âñi íàðiçíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f : X × Y → R �
íåïåðåðâíi. Òîìó S ⊆ C.
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Ëåìà 4. C(P ) = CC(X × Y ).

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì òîïîëîãi¨ S âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ CC(X×Y ) ⊆
C(P ). Ïîêàæåìî, ùî i íàâïàêè C(P ) ⊆ CC(X × Y ). Íåõàé f : P → R �
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Îñêiëüêè S ⊆ C çà ëåìîþ 3, òî f áóäå íåïåðåðâíîþ i
âiäíîñíî õðåñò-òîïîëîãi¨ C. Ç îçíà÷åííÿ õðåñò-òîïîëîãi¨ íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî
äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y âiäîáðàæåííÿ hy : X → (X×Y, C), hy(u) = (u, y),
i hx : Y → (X×Y, C), hx(v) = (x, v), áóäóòü íåïåðåðâíèìè, àäæå äëÿ äîâiëüíî¨
ìíîæèíè G ∈ C ïðîîáðàçè

h−1y (G) = {u ∈ X : hy(u) ∈ G} = {u ∈ X : (u, y) ∈ G} = Gy

i
(hx)−1(G) = {v ∈ Y : hx(v) ∈ G} = {v ∈ Y : (x, v) ∈ G} = Gx

¹ âiäêðèòèìè ó ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî. Àëå

fy(u) = f(u, y) = f(hy(u)) = (f ◦ hy)(u)

i
fx(v) = f(x, v) = f(hx(v)) = (f ◦ hx)(v),

òîáòî fy = f ◦ hy i fx = f ◦ hx. Òîìó ôóíêöi¨ fy : X → R i fx : Y → R
áóäóòü íåïåðåðâíèìè ÿê êîìïîçèöi¨ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. À öå i îçíà÷à¹, ùî
f : X × Y → R � öå íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òîáòî f ∈ CC(X × Y ).

Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ
îáìåæåíîþ â X, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : X → R ¨ ¨ îáðàç
f(A) � öå îáìåæåíà ìíîæèíà â R.

Äëÿ êîìïàêòiâ X i Y , òîáòî êîìïàêòíèõ ãàóñäîðôîâèõ ïðîñòîðiâ, ìîæíà
äàòè ïðîñòèé êðèòåðié îáìåæåíîñòi ìíîæèíè ó ïðîñòîði P = (X × Y,S).

Òåîðåìà 6. Íåõàé X i Y � êîìïàêòè i P = (X × Y,S). Ïiäìíîæèíà E ïðî-

ñòîðó P áóäå îáìåæåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü òàêi òî÷êè p1, . . . , pn
â P , ùî E ⊆ cr{p1, . . . , pn}.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü: Êîæíèé õðåñò K = cr(p) òî÷êè p = (x, y) ç P �
öå êîìïàêòíà ìíîæèíà â äîáóòêó X × Y , àäæå K = (X × {y}) ∪ ({x} × Y ),
à ïiäïðîñòîðè X × {y} i {x} × Y äîáóòêó X × Y ãîìåîìîðôíi êîìïàêòíèì
ïðîñòîðàì X i Y âiäïîâiäíî. Äëÿ êîæíî¨ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f :
X × Y → R çâóæåííÿ f |K áóäå íåïåðåðâíèì, áî çâóæåííÿ f |X×{y} i f |{x}×Y
íåïåðåðâíi i ìíîæèíè X × {y} i {x} × Y çàìêíåíi â K.

ßêùî K = cr{p1, . . . , pn}, äå pi ∈ P ïðè i ∈ {1, . . . , n}, òî K =
⋃n

i=1Ki, äå
Ki = cr(pi) ïðè i ∈ {1, . . . , n}. Ìíîæèíà K ¹ êîìïàêòíîþ â X×Y , áî òàêèìè ¹
âñi õðåñòè K1, . . . ,Kn, êîæíèé õðåñò Ki áóäå çàìêíåíèé â K, òîìó äëÿ êîæíî¨
ôóíêöi¨ f ∈ CC(X × Y ) çâóæåííÿ f |K áóäå íåïåðåðâíèì, àäæå âñi çâóæåííÿ
f |Ki ¹ òàêèìè. Àëå f(K) = f |K(K), îòæå, f(K) ¹ îáðàçîì êîìïàêòíî¨ ìíî-
æèíè K ïðè íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi f |K , à òîìó f(K) áóäå êîìïàêòíîþ
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ìíîæèíîþ â R, à çíà÷èòü, îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ â R. Öå i äîâîäèòü îáìå-
æåíiñòü õðåñòà K i áóäü-ÿêî¨ éîãî ïiäìíîæèíè, àäæå C(P ) = CC(X × Y ) çà
ëåìîþ 4.

Íåîáõiäíiñòü: Ïðèïóñòèìî, ùî ïiäìíîæèíà E äîáóòêó X × Y íå ìiñòè-
òüñÿ â æîäíîìó õðåñòi cr(F ), ïîðîäæåíîìó ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ òî÷îê, i
äîâåäåìî, ùî öÿ ìíîæèíà íå îáìåæåíà ó ïðîñòîði P = (X × Y,S).

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó p1 = (x1, y1) ∈ X × Y . Îñêiëüêè E * cr(p1),
òî iñíó¹ òàêà òî÷êà p2 = (x2, y2) ∈ E, ùî p2 /∈ cr(p1). Òàê ñàìî E * cr{p1, p2},
îòæå, iñíó¹ òàêà òî÷êà p3 = (x3, y3) ∈ E, ùî p3 /∈ cr{p1, p2}. Ïðîäîâæó-
þ÷è öåé ïðîöåñ äî íåñêií÷åííîñòi, ìè ïîáóäó¹ìî òàêó ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê
pn = (xn, yn) ∈ E, ùî pn /∈ cr{p1, . . . , pn−1} äëÿ êîæíîãî n ≥ 2. Ðîçãëÿíåìî
ìíîæèíè A = {xn : n ∈ N} i B = {yn : n ∈ N}. Çðîçóìiëî, ùî xn 6= xk i
yn 6= yk äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ íîìåðiâ n i k, áî, ñêàæiìî ïðè n > k çà ïîáóäî-
âîþ pn /∈ cr{p1, . . . , pn−1}, îòæå, pn /∈ cr(pk), à òîìó xn 6= xk i yn 6= yk. Òàêèì
÷èíîì, ìíîæèíè A i B íåñêií÷åííi, à ñàìå, çëi÷åííi. Çà ëåìîþ 1 iñíó¹ íåñêií-
÷åííà äèñêðåòíà ïiäìíîæèíà Ã ìíîæèíè A. Çðîçóìiëî, ùî âîíà çëi÷åííà,
îòæå, ¨¨ ìè ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi Ã = {xnk

: k ∈ N}, äå (nk)∞k=1 � ñòðîãî
çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íîìåðiâ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó B̃ = {ynk

: k ∈ N},
ÿêà òåæ íåñêií÷åííà i ìiñòèòüñÿ â B. Ñêîðèñòàâøèñü ùå ðàç ëåìîþ 1, âè-
áåðåìî íåñêií÷åííó äèñêðåòíó ìíîæèíó B0, ÿêà ìiñòèòüñÿ â B̃. Âîíà áóäå
çëi÷åííîþ, îòæå, ¨¨ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi B0 = {ynkj

: k ∈ N}, äå (kj)
∞
j=1

� ñòðîãî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íîìåðiâ. Ïîêëàäåìî aj = xnkj
, bj = ynkj

i

qj = (aj , bj) = pnkj
. Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà E0 = {qj : j ∈ N} ìiñòèòüñÿ â

ìíîæèíi E. Îñêiëüêè X i Y � öå êîìïàêòè, òî âîíè áóäóòü íîðìàëüíèìè, à
çíà÷èòü, i öiëêîì ðåãóëÿðíèìè ïðîñòîðàìè [13, c.199]. Òîìó çà ëåìîþ 2 iñíó-
þòü íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ α : X → R i β : Y → R, òàêi, ùî α(aj) = 1

2j
= β(bj)

äëÿ êîæíîãî j.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g : R2 → R, ùî çàäà¹òüñÿ ïðàâèëîì g(t, s) = 2st
s4+t4

ïðè (s, t) 6= (0, 0) i g(0, 0) = 0. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ôóíêöiÿ g
¹ íàðiçíî íåïåðåðâíîþ. Ïîêëàäåìî f(x, y) = g(α(x), β(y)). Çðîçóìiëî, ùî i
ôóíêöiÿ f : X×Y → R áóäå íàðiçíî íåïåðåðâíîþ, à çíà÷èòü, íåïåðåðâíîþ íà
ïðîñòîði P . Àëå f(qj) = g(α(aj), β(bj)) = g( 1

2j
, 1
2j

) = 2
22j

: 2
24j

= 22j = 4j äëÿ
êîæíîãî j, çâiäêè íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà E0 = {qj : j ∈ N} íå ìîæå
áóòè îáìåæåíîþ â P , àäæå ìíîæèíà f(E0) = {4j : j ∈ N} íå îáìåæåíà â R, à
f ∈ C(P ). Îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþ E0 ⊆ E, òî i ìíîæèíà E íå îáìåæåíà â P ,
ùî i äîâîäèòü íåîáõiäíiñòü âêàçàíî¨ óìîâè.

10. Åêâiêîìïàêòíiñòü, òåîðåìà Íàõáiíà-Øiðîòè i áî÷êîâiñòü ïðî-
ñòîðó S(X × Y ). Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið T íàçèâà¹òüñÿ åêâi-

êîìïàêòíèì [14], ÿêùî ó íüîìó çàìèêàííÿ E êîæíî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè E
áóäå êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ.

Ñèìâîëîì Ck(T ) ïîçíà÷èìî ïðîñòið âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : T → R
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ç òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi, ÿêà çàäà¹òüñÿ ñóêóïíiñòþ ïåðåäíîðì

pK(f) = max
t∈K
|f(t)|,

äå K ïðîáiãà¹ ñèñòåìó âñiõ êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
T .

Íàãàäà¹ìî, ùî áî÷êîþ â òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ
àáñîëþòíî îïóêëà ðàäiàëüíà i çàìêíåíà ìíîæèíà. Ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið
íàçèâà¹òüñÿ áî÷êîâèì, ÿêùî â íüîìó êîæíà áî÷êà ¹ îêîëîì íóëÿ.

Ë.Íàõáií [8] i Ò.Øiðîòà [9] âñòàíîâèëè íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó äëÿ
òîãî, ùîá ïðîñòið Ck(T ) áóâ áî÷êîâèì, íîâå òîïîëîãi÷íå äîâåäåííÿ ÿêî¨ äàëè
Ì.Àñàíîâ i Í.Øàíãóíîâ [10].

Òåîðåìà 7. (Íàõáiíà-Øiðîòè). Äëÿ öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó T ïðî-

ñòið Ck(T ) áóäå áî÷êîâèì òîäi òiëüêè òîäi, êîëè ïðîñòið T åêâiêîìïàêòíèé.

Ç òåîðåìè 6 ëåãêî âèïëèâà¹

Òåîðåìà 8. Íåõàé X i Y � êîìïàêòè i P = (X×Y,S) � ¨õ äîáóòîê, íàäiëåíèé
òîïîëîãi¹þ íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi S. Òîäi P � öå åêâiêîìïàêòíèé ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé E � öå îáìåæåíà ìíîæèíà ó ïðîñòîði P . Çà òåîðåìîþ 8 ó P
iñíó¹ òàêà ñêií÷åííà ìíîæèíà òî÷îê p1, . . . , pn, ùî E ⊆ cr{p1, . . . , pn} = K. Çà-
óâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè p = (x, y) ∈ P ¨ ¨ õðåñò cr(p) = ({x}×Y )∪(X×
{y}) áóäå êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ â ïðîñòîði (X×Y, C), äå C � õðåñò-òîïîëîãiÿ.
Ñïðàâäi, âêëàäåííÿ hx : Y → X × Y , hx(v) = (x, v), i hy : X → X × Y ,
hy(u) = (u, y), ÿê çàóâàæóâàëîñü ó äîâåäåííi ëåìè 4, ó öüîìó âèïàäêó áóäóòü
íåïåðåðâíèìè, {x} × Y = hx(Y ), X × {y} = hy(X) i X òà Y êîìïàêòè, îòæå,
ìíîæèíè {x}×Y i X×{y} áóäóòü êîìïàêòíèìè â ïðîñòîði (X×Y, C) ÿê îáðà-
çè êîìïàêòíèõ ìíîæèí ïðè íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåííÿõ, à îá'¹äíàííÿ äâîõ
êîìïàêòíèõ ìíîæèí çàëèøà¹òüñÿ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ. Àëå çà ëåìîþ 3á)
S ⊆ C, òîìó cr(p) � öå êîìïàêòíà ìíîæèíà i â P . Êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ
â P áóäå i õðåñò K, àäæå âií ¹ ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì õðåñòiâ Kj = cr(pj),
j = 1, . . . , n. Ïðè öüîìó ïðîñòið P ãàóñäîðôîâèé, àäæå ãàóñäîðôîâèì áóäå
äîáóòîê X × Y äâîõ êîìïàêòiâ ç òîïîëîãi¹þ äîáóòêó P i P ⊆ S. Òîìó êîì-
ïàêòíi ìíîæèíè â P áóäóòü çàìêíåíèìè â P . Â òàêîìó ðàçi E ⊆ K = K,
çâiäêè íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî çàìèêàííÿ E � öå êîìïàêòíà ìíîæèíà â P , áî
ìíîæèíà K êîìïàêòíà, à E � ¨¨ çàìêíåíà ÷àñòèíà.

Çâiäñè íåãàéíî îäåðæó¹òüñÿ

Òåîðåìà 9. Äëÿ äîâiëüíèõ êîìïàêòiâ X i Y ïðîñòið S(X × Y ) ç òîïîëîãi¹þ
ïîøàðîâî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi çáiãà¹òüñÿ ç ïðîñòîðîì Ck(P ) i ¹ áî÷êîâèì.

Äîâåäåííÿ. Ðiâíiñòü C(P ) = CC(X × Y ) äîâåäåíà â ëåìi 4. Ïîêàæåìî, ùî
òîïîëîãiÿ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi íà C(P ) çáiãà¹òüñÿ ç òîïîëîãi¹þ ïîøàðîâî
ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà CC(X × Y ).
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Íåõàé K � êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó P . Òîäi âîíà, î÷åâèäíî, áóäå
îáìåæåíîþ â P , à çíà÷èòü, çà òåîðåìîþ 8 iñíóþòü òî÷êè p1, . . . , pn â P , òàêi,
ùî K ⊆ cr{p1, . . . , pn} = E.

Ðîçãëÿíåìî ïåðåäíîðìè Npj ∈ N (X × Y ) ïðè j = 1, . . . , n. Çðîçóìiëî, ùî
äëÿ êîæíîãî f ∈ S(X × Y )

pK(f) ≤ max{Np1(f), . . . , Npn(f)} = pE(f),

àäæå, K ⊆ E i E =
⋃n

j=1 cr(pj). Ç îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî òîòî-
æíèé îïåðàòîð I : S(X ×Y )→ Ck(P ) íåïåðåðâíèé. Íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà
I : Ck(P )→ S(X×Y ) î÷åâèäíà, áî äëÿ êîæíîãî p ∈ P õðåñò cr(p) � öå êîìïà-
êòíà ìíîæèíà â P . Òàêèì ÷èíîì, òîòîæíèé îïåðàòîð I : S(X × Y )→ Ck(P )
¹ içîìîðôiçìîì, îòæå, S(X × Y ) = Ck(P ).

Òåïåð áî÷êîâiñòü ïðîñòîðó S(X × Y ) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåì 7 i
8, àäæå çà òåîðåìîþ 8 ïðîñòið P åêâiêîìïàêòíèé, à òîäi çà òåîðåìîþ 7 ïðîñòið
S(X × Y ) = Ck(P ) áî÷êîâèé.
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