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У статтi подано застосування теорiї вiльних топологiчних груп до вивчення обмежу-
ючих G-ретрактiв.
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51.

In the paper we apply the theory of free topological groups to studying boundingG-retracts
of the Tychonoff spaces.

1. Вступ

Ми продовжуємо дослiдження узагальнених ретрактiв, якi пов’язанi з про-
довженнями неперервних вiдображень у топологiчнi групи, що були розпочатi
у роботах [3] та [4] Ми вивчаємо модифiкацiю поняття G-ретракту — поня-
ття обмежуючого G-ретракту. Властивiсть пiдпростору бути обмежуючим G-
ретрактом є сильнiшою за властивiсть бути G-ретрактом, але слабшою за вла-
стивiсть бути ретрактом. У роботi побудовано приклади, що вiддiляють понят-
тя обмежуючого G-ретракту вiд понять G-ретракту та ретракту. Наведено при-
клад простору, який не є обмежуючим G-ретрактом жодної топологiчної гру-
пи, а це узагальнює вiдповiднi результати О.В. Сiпачової [5] та В. В. Успен-
ського [7]. У другому роздiлi ми дослiджуємо загальнi властивостi обмежую-
чих G-ретрактiв та встановлюємо методи побудови обмежуючих G-ретрактiв.
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У третьому роздiлi ми подаємо застосування узагальнених ретрактiв до побу-
дови просторiв з топологiчно iзоморфними вiльними топологiчними групами, а
також будуємо приклад G-ретракту, що не є обмежуючим G-ретрактом.

Нехай X — тихоновський простiр. Через F.X/ будемо позначати вiльну то-
пологiчну групу простору X у сенсi Маркова, через A.X/ — вiльну абелеву то-
пологiчну групу простору X у сенсi Маркова, через L.X/ — вiльний локально-
опуклий простiр над X . (див. [5] та [8]). Для топологiчного простору X через
XC будемо позначати простiр отриманий з простору X додаванням однiєї iзо-
льованої точки.

Означення 1.1. Пiдпростiр Y топологiчного простору X називається
G-ретрактом (вiдп. GA-ретрактом) топологiчного простору X , якщо кожне
неперервне вiдображення f W Y ! H у довiльну вiддiльну топологiчну (абеле-
ву) групу H продовжується до неперервного вiдображення Nf W X ! H .

Означення 1.2. Пiдпростiр Y топологiчного простору X називається
L-ретрактом топологiчного простору X , якщо кожне неперервне вiдображен-
ня з топологiчного простору Y довiльний лiнiйний топологiчний простiр непе-
рервно продовжується на X .

Для пiдмножини A групи G та натурального числа n введемо позначення:
A˙ D A [ A�1 i A˙n D .A [ A�1/n � G.

Означення 1.3. Пiдпростiр Y топологiчного простору X називається
обмежуючим G-ретрактом (вiдп. обмежуючим GA-ретрактом) топологi-
чного простору X , якщо довiльне неперервне вiдображення f W Y ! H у вiд-
дiльну топологiчну (абелеву) групуH продовжується до неперервного вiдобра-
ження f W X ! H такого, що f .X/ � h.Y /˙n для деякого n 2 N.

Безпосередньо з цих означень випливає, що кожен ретракт є обмежуючим
G-ретрактом, а кожен обмежуючий G-ретракт є G-ретрактом.

Нехай X — тихоновський простiр i w 2 F.X/ – елемент його вiльної топо-
логiчної групи. Через l.w/ будемо позначати довжину незвiдного запису слова
w в алфавiтi X . Через F.X/n будемо позначати множину слiв у F.X/ довжина
яких не перевищує n. Аналогiчну пiдмножину у вiльнiй абелевiй топологiчнiй
групi A.X/ будемо позначати через A.X/n. Для тихоновського просторуX роз-
глянемо пiдмножину у L.X/:

L.X/n D f�1x1 C � � � C �nxn W �1; : : : ; �n 2 R; x1; : : : ; xn 2 Xg:

Означення 1.4. Топологiчнi простори X та Y називаються

� сильно M -еквiвалентними (X
M
' Y ), якщо iснує такий топологiчний

iзоморфiзм i W F.X/ ! F.Y /, що i.X/ � F.Y /n та i�1.Y / � F.X/m
для деяких натуральних n та m;
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� сильно A-еквiвалентними (X
A
' Y ), якщо iснує такий топологiчний

iзоморфiзм i W A.X/ ! A.Y /, що i.X/ � A.Y /n та i�1.Y / � A.X/m
для деяких натуральних n та m;

� сильноL-еквiвалентними (X
L
' Y ), якщо iснує такий лiнiйний гомеомор-

фiзм i W L.X/! L.Y /, що i.X/ � L.Y /n та i�1.Y / � L.X/m для деяких
натуральних n та m;

2. Загальнi властивостi та методи побудови
обмежуючих G-ретрактiв

Скажемо, що пiдпростiр Y топологiчного просторуX є P -вкладеним у про-
стiр X , якщо довiльна неперервна псевдометрика задана на просторi Y непе-
рервно продовжується на X . Як було встановлено у [5], пiдпростiр Y тихонов-
ського простору X є P -вкладеним у простiр X тодi i тiльки тодi, коли пiдгрупа
FX .Y / вiльної топологiчної групи F.X/, породжена множиною Y , топологiчно
iзоморфна вiльнiй топологiчнiй групi F.Y /. Пiд вiльною топологiчною групою
ми будемо розумiти топологiчну групу, яка топологiчно iзоморфна вiльнiй то-
пологiчнiй групi деякого тихоновського простору X .

Теорема 2.1. Наступнi умови є еквiвалентними для тихоновського простору X
та його пiдпростору Y :

(1) Пiдпростiр Y є обмежуючим G-ретрактом у X .
(2) Для деякого натурального числа n1 iснує такий неперервний гомомор-

фiзм h1 W F.X/ ! F.Y /, що h1.y/ D y для всiх y 2 Y та l.h1.w// �
n1 l.w/ для всiх слiв w 2 F.X/.

(3) Для деякого натурального числа n2 iснує таке неперервне вiдображення
h2 W F.X/ ! F.Y /, що h2.y/ D y для всiх y 2 Y та l.h2.w// � n2 l.w/
для всiх w 2 F.X/.

(4) Для деякого натурального числа n3 iснує таке неперервне вiдображення
h3 W X ! F.Y /n3

, що h3.y/ D y для всiх y 2 Y .
(5) Пiдпростiр Y є P -вкладеним в X i для деякого натурального числа n4

iснує такий неперервний гомоморфiзм h4 W F.X/ ! FX .Y /, що h4.y/ D
y для всiх y 2 Y та l.h4.w// � n4 l.w/ для всiх w 2 F.X/.

(6) Для деякого натурального числа n5 iснує таке неперервне вiдображення
h5 W F.X/ ! FX .Y /, що h5.y/ D y для всiх y 2 Y та l.h5.w// � n5l.w/
для всiх w 2 F.X/.

(7) Довiльне неперервного вiдображення h W Y ! G у вiльну топологiчну гру-
пу G можна продовжити до неперервного вiдображення f W X ! G тако-
го, що f .X/ � h.Y /˙n для деякого n 2 N.

Доведення. .1/ ) .4/: Вкладення i W Y ! F.Y / топологiчного простору Y у
його вiльну топологiчну групуF.Y / ми, за означенням обмежуючогоG-ретракту,
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можемо продовжити до неперервного вiдображення h3 W X ! F.Y / такого, що
h3.X/ � i.Y /˙n для деякого n 2 N. Залишилося зауважити, що i.Y /˙n D
F.Y /n.

.4/ ) .1/: Нехай f W Y ! G — неперервне вiдображення з топологiчного
простору Y у топологiчну групу G i Nf W F.Y / ! G – його продовження до
неперервного гомоморфiзму топологiчних груп. Тодi композицiя Qf D Nf ı h3 W

X ! G має потрiбну властивiсть: Qf jY D f i f .X/ � Nf .F.Y /n3
/ D f .Y /˙n3 .

.2/) .3/: Очевидно.

.3/) .4/: В якостi константи n3 можна взяти n2. Вiдображення h3 отриму-
ється як звуження вiдображення h2 на множину X . Тодi для всiх x 2 X маємо
l.h3.x// D l.h2.x// � n2l.x/ D n2 � 1 D n2; звiдки h3.X/ � F.Y /n2

.

.4/) .2/: Гомоморфiзм h1 можна отримати як канонiчне продовження вiд-
ображення h4. Тодi за константу n2 можна взяти константу n4.

.3/ ) .5/: Якщо виконано умову (3), то пiдпростiр Y є обмежуючим G-
ретрактом у X . Як було встановлено у [3], якщо Y є G-ретрактом простору X ,
то Y є P -вкладеним у X , а тому пiдгрупа FX .Y / вiльної топологiчної групи
F.X/ є топологiчно iзоморфною вiльнiй топологiчнiй групi F.Y /, i в якостi го-
моморфiзму h5 можна взяти гомоморфiзм h2, за константу n5 — константу n2.

.5/) .2/: Якщо Y є P -вкладеним уX , а то пiдгрупа FX .Y / вiльної тополо-
гiчної групи F.X/ є топологiчно iзоморфною вiльнiй топологiчнiй групi F.Y /,
i в якостi гомоморфiзму h2 можна взяти гомоморфiзм h5, за константу n2 —
константу n5.

Iмплiкацiї .5/) .6/ та .4/, .7/ очевиднi.

Будемо говорити, що пiдпростiр Y топологiчного простору X є обмежую-
чимL-ретрактом просторуX , якщо iснує таке лiнiйне вiдображення h W L.X/!
L.Y /, що h.y/ D y для всiх y 2 Y i h.X/ � L.Y /n для деякого n 2 N.

Твердження аналогiчне до теореми 2.1 справедливе також для абелевих то-
пологiчних груп та локально опуклих просторiв.

Наслiдок 2.2. Якщо простiр X є обмежуючим G-ретрактом простору Y , а про-
стiр Y є обмежуючим G-ретрактом простору Z, то простiр X є обмежуючим
G-ретрактом простору Z.

Доведення. Оскiльки простiр Y є обмежуючим G-ретрактом простору Z, то
iснує неперервне вiдображення f W Z � F.Y /n для деякого n 2 N, що продов-
жує тотожне вкладення Y � F.Y /1. Аналогiчно, для обмежуючого G-ретракту
X � Y iснує неперервне вiдображення g W Y ! F.X/m для деякого m 2 N.
За означенням вiльної топологiчної групи, вiдображення g єдиним чином про-
довжується для неперервноо групового гомоморфiзму Ng W F.Y / ! F.X/, для
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якого Ng.F.Y /n/ � F.X/nm. Тодi композицiя Ng ı f W Z ! F.X/n;m є шука-
ним вiдображенням, яке свiдчить, що X є обмежуючим G-ретрактом простору
Z.

Зауваження 2.3. Для кожного тихоновського простору X , для кожного нату-
рального n пiдпростiр є X обмежуючим G-ретрактом простору F.X/n.

Твердження 2.4. Якщо простiр X є псевдокомпактним, то кожен G-ретракт
цього простору буде обмежуючим G-ретрактом цього простору.

Доведення. Нехай Y — G-ретракт простору X . Тодi iснує неперервне вiдобра-
ження f W X ! F.Y / таке, що f .y/ D y для всiх y 2 Y . Оскiльки непе-
рервний образ псевдокомпактного простору є псевдокомпактним простором,
то простiр f .X/ є псевдокомпактним. Тому, за наслiдком 7.5.4 з [8], маємо, що
f .X/ � F.Y /n для деякого n 2 N. Таким чином, за теоремою 2.1, отримаємо,
що пiдпростiр Y є обмежуючим G-ретрактом в X .

Твердження 2.5. Якщо простiр Y є G-ретрактом псевдокомпактного простору
X , то простiр Y є псевдокомпактним.

Доведення. Нехай f W Y ! R — неперервна дiйснозначна функцiя. Оскiльки
R є топологiчною групою i Y єG-ретрактомX , то функцiя f продовжується до
неперервної функцiї Nf W X ! R, яка обмежена за псевдокомпактнiстю X . Тому
функцiя f також обмежена, що свiдчить про псевдокомпактнiсть простору Y .

Теорема 2.6. Нехай r1 W X ! K1 i r2 W X ! K2 — ретракцiї топологiчного про-
сторуX , такi, що r1ır2.X/ D r2ır1.X/. Тодi пiдпростiрK1[K2 є обмежуючим
G-ретрактом в X .

Доведення. Нехай f W K1 [ K2 ! G — неперервне вiдображення з тополо-
гiчного простору K1 [ K2 у топологiчну групу G . Розглянемо вiдображення
f1 W X ! G, означене формулою

f1.x/ D f .r1.x// � f .r2.r1.x///
�1
� f .r2.x//:

Нехай x 2 K1. Тодi r1.x/ D x i

f1.x/Df .r1.x// �f .r2 ı r1.x//
�1
�f .r2.x//Df .x/ �f .r2.x//

�1
�f .r2.x//Df .x/:

Нехай x 2 K2. Тодi r1.x/ D r1 ı r2.x/. Оскiльки r1 ı r2.X/ D r2 ı r1.X/, то
r1 ı r2.x/ 2 K2. Отже, r2 ı r1.x/ D r2 ı r1 ı r2.x/ D r1 ı r2.x/ D r1.x/, а тому

f1.x/Df .r1.x// �f .r2 ı r1.x//
�1
�f .r2.x//Df .r1.x// �f .r1.x//

�1
�f .x/Df .x/:
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Отже, f1.x/ D f .x/ для всiх x 2 K1 [K2. За побудовою

f1.X/ � .f .K1 [K2//
�1
� f .K1 [K2/ � .f .K1 [K2//

�1
� .f .K1 [K2//

˙3:

Тобто, K1 [K2 є обмежуючим G-ретрактом в X .

Наслiдок 2.7. Нехай X , Y — топологiчнi простори, x0 2 X , y0 2 Y . Тодi
операцiї проектування r1.x; y/ D .x0; y/ i r2.x; y/ D .x; y0/ є ретракцiями
простору X �Y такими, що r1 ı r2.X �Y / D r2 ı r1.X �Y / D f.x0; y0/g. Отже,
пiдпростiр .X � fy0g/ [ .fx0g � Y / є обмежуючим G-ретрактом топологiчного
простору X � Y .

Приклад 2.8. Iз наслiдку 2.7 випливає, що множина

K D .R � f0g/ [ .f0g �Q/

є обмежуючим G-ретрактом топологiчного простору R � Q. З iншого боку, iз
мiркувань зв’язностi випливає, що K не є ретрактом простору R �Q.

Для тихоновського простору X позначимо через C �p .X/ простiр неперерв-
них обмежених дiйснозначних функцiй, заданих на X , у топологiї поточкової
збiжностi.

Твердження 2.9. Якщо пiдпростiр Y є обмежуючимG-ретрактом тихоновсько-
го простору X , то iснує таке неперервне лiнiйне вiдображення ' W C �p .Y / !
C �p .X/, що '.f /jY D f для всiх f 2 C �p .Y /.

Доведення. Якщо пiдпростiр Y є обмежуючим G-ретрактом тихоновського
простору X , то iснує неперервне вiдображення h W X ! F.Y /n для деяко-
го натурального n. Розглянемо дуальний лiнiйний неперервний оператор h� W
C �p

�
F.Y /n

�
! C �p .X/, h

� W ' 7! ' ı h. За означенням вiльної топологiчної
групи, кожна неперервна обмежена функцiя ' W Y ! R продовжується до єди-
ного неперервного групового гомоморфiзму N' W F.Y / ! R. Вiдображення E W
C �p .Y / ! C �p .F.Y /n/, E W ' 7! N'jF.Y /n, є коректно визначеним неперервним
лiнiйним оператором продовження. Тодi композицiя h� ı E W C �p .Y /! C �.X/

є лiнiйним неперервним оператором, що продовжує функцiї з Y на X .

3. Обмежуючi G-ретракти та iзоморфiзми
вiльних топологiчних груп

Нехай пiдпростiр Y є обмежуючим G-ретрактом тихоновського простору
X . Тодi iснує неперервний гомоморфiзм h W F.X/! F.Y / такий, що h.y/ D y
для всiх y 2 Y i h.X/ � F.Y /n для деякого натурального n. Пiдгрупа FX .Y /
топологiчної групи F.X/ породжена множиною твiрних Y буде топологiчно iзо-
морфною F.Y /, а тому вiдображення h ми можемо також розглядати як гомо-
морфну ретракцiю h W F.X/! FX .Y /. В силу цього введемо наступне
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Означення 3.1. Скажемо що пiдпросториK1 iK2 є паралельними обмежую-
чимиG-ретрактами топологiчного просторуX , якщо iснують такi гомоморфi-
змиR1 W F.X/! F.K1/ iR2 W F.X/! F.K2/, щоR1 ıR2 D R1,R2 ıR1 D R2
i R1.X/ � F.K1/n, R2.X/ � F.K2/m для деяких n;m 2 N.

Аналогiчним чином можна означити поняття паралельних обмежуючих GA-
ретрактiв та паралельних обмежуючих L-ретрактiв.

Нагадаємо [9], що сюр’єктивне неперервне вiдображення f W X ! Y мiж
топологiчними просторами X; Y називається R-факторним, якщо для довiль-
ної функцiї ' W Y ! R з неперервностi композицiї ' ıf випливає неперервнiсть
'. Згiдно з [9] для довiльного сюр’єктивного вiдображення f W X ! Y з топо-
логiчного простору X у множину Y на множинi iснує єдина цiлком регулярна
топологiя, при якiй вiдображення f є R-факторним. Простiр Y надiлений цi-
єю топологiєю називається R-фактор-простором простору X при вiдображеннi.
Для пiдмножини K простору X через X=K позначатимемо R-фактор-простiр
множини при вiдображеннi q W X ! .X nK/ [ fKg D X=K, що склеює множи-
ну K в точку fKg.

Теорема 3.2. НехайK1 iK2 — паралельнi обмежуючi G-ретракти простору X .
Тодi R-факторнi простори X=K1 та X=K2 є сильно M -еквiвалентними.

Доведення. Розглянемо вiдображення i W X ! F.X/ означене як i.x/ D R1.x/�
x�1 � R2.x/, де R1; R2 – гомоморфiзми з Означення 3.1. Позначимо через
I W F.X/ ! F.X/ продовження вiдображення i до гомоморфiзму вiльних то-
пологiчних груп. Покажемо, що гомоморфiзм I є топологiчним iзоморфiзмом.
Нехай x 2 X , R1.x/ D z

"1

1 z
"2

2 � � � z
"n
n де zj 2 K1, R2.x/ D y

�1

1 y
�2

2 � � �y
�m
m де

yj 2 K2. Тодi i.x/ D R1.x/ � x
�1 � R2.x/ D z

"1

1 z
"2

2 � � � z
"n
n x
�1y

�1

1 y
�2

2 � � �y
�m
m .

Розглянемо композицiю

I ı i.x/ D I.z
"1

1 � � � z
"n
n x
�1y

�1

1 � � �y
�m
m / D

D I.z1/
"1 � � � I.zn/

"nI.x/�1I.y1/
�1 � � � I.ym/

�m :

Оскiльки I.zj / D R1.zj / � z�1j �R2.zj / D zj � z
�1
j �R2.zj / D R2.zj /, то

I.z
"1

1 � � � z
"n
n /DR2.z1/

"1 � � �R2.zn/
"n DR2.z

"1

1 � � � z
"n
n /DR2 ıR1.x/ D R2.x/:

Аналогiчно перевiряється, що I.y1/�1 � � � I.ym/
�m D R1 ıR2.x/ D R1.x/.

Тому I ı i.x/ D R2.x/ �R2.x/�1 � x �R1.x/�1 �R1.x/ D x для всiх x 2 X .
Таким чином I ı I D 1F.X/, тобто I.x/ є топологiчним iзоморфiзмом групи
F.X/.

Якщо x 2 K1, то

I.x/ D R1.x/ � x
�1
�R2.x/ D x � x

�1
�R2.x/ D R2.x/ 2 G.K2/:
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Аналогiчно для всiх x 2 K2 маємо, що I.x/ D R1.x/ 2 G.K1/.
Позначимо через pi W X ! X=Ki — R-факторнi вiдображення, та через

p�i W F.X/ ! F.X=Ki / — їхнi гомоморфнi продовження. За теоремою 1.10 та
лемою 2.3 з роботи [10] iснує iзоморфiзм j W F.X=K1/ ! F.X=K2/ такий, що
p�2 ı I D j ı p

�
1 .

Тодi j.X=K1/ D p�2 ı i.X/ � p
�
2 .F.X/n/ � F.X=K2/n для деякого n 2 N.

Аналогiчно доводиться, що j�1.X=K2/ � F.X=K1/m для деякого m 2 N.

Наслiдок 3.3. Нехай пiдпростiр Y є обмежуючим G-ретрактом топологiчного

простору X . Тодi XC
M
' Y ˚X=Y .

Наслiдок 3.4. Нехай пiдпростiр Y є обмежуючим G-ретрактом топологiчного

простору X . Тодi X
M
' Y _X=Y .

Теорема 3.2, а також її наслiдки будуть справедливими, якщо у їх форму-
люваннях усюди замiнити поняття обмежуючого G-ретракту на поняття обме-
жуючого GA-ретракту (обмежуючого L-ретракту), а вiдношення сильної M -
еквiвалентностi на вiдношення сильноїA-еквiвалентностi (сильноїL-еквiвалент-
ностi).

Твердження 3.5. Нехай P — топологiчна властивiсть, що зберiгається вiдноше-
нням M -еквiвалентностi та при переходi вiд букету двох просторiв до кожного
з його складникiв. Тодi топологiчна властивiсть P зберiгається при переходi вiд
тихоновського простору до його G-ретракту.

Доведення. Нехай пiдпростiр K є G-ретрактом тихоновського простору X ,
який володiє властивiстю P . Тодi властивiстю P володiє простiр K _ X=K,
який є M -еквiвалентним до простору X , а отже властивiстю P володiє простiр
K.

Наслiдок 3.6. Нехай Y є G-ретрактом тихоновського простору X , що має n
компонент зв’язностi. Тодi простiр має не бiльше нiж n компонент зв’язностi.

Цiлком аналогiчно доводяться наступнi твердження:

Твердження 3.7. Нехай P — топологiчна властивiсть, що зберiгається вiдноше-
нням A-еквiвалентностi та при переходi вiд букету двох просторiв до кожного з
його складникiв. Тодi топологiчна властивiсть P зберiгається при переходi вiд
тихоновського простору до його GA-ретракту.

Твердження 3.8. Нехай P — топологiчна властивiсть, що зберiгається вiдно-
шенням сильної M -еквiвалентностi та при переходi вiд букету двох просторiв
до кожного з його складникiв. Тодi топологiчна властивiсть P зберiгається при
переходi вiд тихоновського простору до його обмежуючого G-ретракту.
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Твердження 3.9. Нехай P — топологiчна властивiсть, що зберiгається вiдно-
шенням сильної A-еквiвалентностi та при переходi вiд букету двох просторiв
до кожного з його складникiв. Тодi топологiчна властивiсть P зберiгається при
переходi вiд тихоновського простору до його обмежуючого GA-ретракту.

Для топологiчного просторуX його числом Суслiна c.X/ називають нескiн-
ченний кардинал, який рiвний точнiй верхнiй гранi потужностей диз’юнктних
сiмей вiдкритих множин в X .

Наслiдок 3.10. Нехай Y є обмежуючим L-ретрактом тихоновського простору
X . Тодi c.Y / � c.X/.

Доведення. Як було встановлено у [6] число Суслiна зберiгається вiдношенням
сильної L-еквiвалентностi. Тому для довiльного тихоновського простору X та
його L-ретракту Y справджується нерiвнiсть c.Y / � c.Y _X=Y / D c.X/

Наведемо приклад тихоновського простору X та його G-ретракту Y , тако-
го, що Y не є обмежуючим L-ретрактом простору X .

Приклад 3.11. Нехай X — псевдокомпактний тихоновський простiр з незлi-
ченним числом Суслiна c.X/. Як було встановлено у [7] c.F.X// D !. От-
же, за наслiдком 3.10 пiдпростiр X не є обмежуючим G-ретрактом простору
F.X/. Як випливає з означення вiльної топологiчної групи, кожен тихоновський
простiр X є G-ретрактом своєї вiльної топологiчної групи F.X/. Тому X є G-
ретрактом, але не є обмежуючим L-ретрактом простору простору F.X/.

Твердження 3.12. Наступнi умови є еквiвалентними для тихоновського про-
стору X :

(1) простiр X є обмежуючим G-ретрактом деякої топологiчної групи;
(2) простiр X є обмежуючим G-ретрактом своєї топологiчної групи F.X/;
(3) X є обмежуючим G-ретрактом у кожному тихоновському просторi Y , що

мiстить X як G-ретракт.

Доведення. .2/) .1/: Очевидно.
.3/) .2/: Випливає з того, що кожен тихоновський простiрX єG-ретрактом

своєї вiльної топологiчної групи.
.1/) .3/: Нехай простiрX є обмежуючимG-ретрактом топологiчної групи

H . Нехай також f1 W X ! G1 — неперервне вiдображення з топологiчного про-
сторуX у топологiчну групуG1. Тодi iснує таке вiдображення f2 W H ! G1, що
f2.H/ � f1.X/

˙n для деякого натурального n. Нехай Y – тихоновський про-
стiр, що мiститьX якG-ретракт. Тодi тотожне вкладення t W X ! H продовжу-
ється до неперервного вiдображення T W Y ! H . Покладемо f3 D f2 ı T . Тодi
f3.x/ D f2.T .x// D f2.x/ D f1.x/ для кожного x 2 X i f3.Y / D f2.T .Y // D
f2.H/ � f1.X/

˙n.
Тобто, простiр X є обмежуючим G-ретрактом у Y .
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Кожен тихоновський простiр є G-ретрактом топологiчної групи (зокрема,
своєї вiльної топологiчної групи). Покажемо, що не кожен тихоновський проcтiр
вкладається як обмежуючий G-ретракт у деяку топологiчну групу.

Приклад 3.13. Як випливає з твердження 3.12 простiр X є обмежуючим G-
ретрактом деякої топологiчної групи тодi i тiльки тодi коли X є обмежуючим
G-ретрактом своєї вiльної топологiчної групи F.X/. Нехай X — псевдокомпа-
ктний простiр такий, що c.X/ > !. ТодiX не є обмежуючимG-ретрактом своєї
вiльної топологiчної групи, а отже X не є обмежуючим G-ретрактом жодної то-
пологiчної групи.

Тихоновський простiр X , що задовольняє умовам твердження 3.12 назвемо
b-ретральним. Як випливає з наслiдку 2.2, обмежуючий G-ретракт b-ретраль-
ного простору b-ретральним простором.

Узагальнюючи викладене у прикладi 3.13 сформулюємо наступне тверджен-
ня.

Твердження 3.14. Кожен псевдокомпактний b-ретральний простiр X має злi-
ченне число Суслiна.

Зауваження 3.15. Якщо X — незлiченний дискретний простiр, то його вiльна
топологiчна група F.X/ також дискретна i тому X є ретрактом у F.X/. Цей
приклад показує, що умова псевдокомпактностi є суттєвою в останньому твер-
дженнi.

Зауваження 3.16. Якщо для деякого натурального n пiдпростiр F.X/n є ретра-
ктом простору F.X/, то простiр X буде обмежуючим G-ретрактом вiльної то-
пологiчної групи F.X/. З прикладу 3.13 та наслiдкiв 2.2 та 3.10, отримаємо що
для псевдокомпактного простору X з незлiченним числом Суслiна пiдпростiр
F.X/n не є обмежуючим G-ретрактом простору F.X/ для жодного натураль-
ного n.

Приклад 3.17. Нехай K — топологiчний простiр, означений у прикладi 2.8.
Оскiльки простiр K є обмежуючим G-ретрактом топологiчної групи R � Q, то
за твердженням 3.12 простiр K є обмежуючим G-ретрактом своєї вiльної топо-
логiчної групи F.K/. Оскiльки K is G-ретрактом, але не ретрактом простору
R �Q, за твердженням 2 з [3], простiр K не є ретрактом своєї вiльної топологi-
чної групи F.K/.

Скажемо, що топологiчний простiр X є абсолютним обмежуючимG-рет-
рактом, якщо X є обмежуючим G-ретрактом довiльного тихоновського про-
стору Y , що мiстить X як замкнений пiдпростiр.

Теорема 3.18. Кожен абсолютний обмежуючийG-ретрактX має злiченне число
Суслiна.
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Доведення. Оскiльки простiр X є абсолютним обмежуючим G-ретрактом, то
простiр є абсолютним G-ретрактом, а тому є компактним (див. [4]), а тому
c.F.X// D !. Оскiльки простiрX є обмежуючим ретрактом в F.X/, то c.X/ �
c.F.X// D !.

Результати цiєї статтi анонсувалися на мiжнароднiй конференцiї [11].
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