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Встановлено умови збiжностi неперервного дробу Нерлунда до вiдношення значень
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Some conditions of convergence of continued Nörlund’s fraction to the ratio of hypergeo-
metric functions in the field of p-adic numbers are established.

1. Вступ. Формулювання основних результатiв

Неперервним дробом Нерлунда називається такий ланцюговий дрiб [1, 2]:

b0.z/C
1

D
nD1

an.z/

bn.z/
; z 2 C; (1)
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де

an.z/ D
.aC n/.b C n/

.c C n/.c C n � 1/
z.1 � z/; n � 1;

bn.z/ D 1 �
aC b C 2nC 1

c C n
z; n � 0;

(2)

a; b; c – довiльнi комплекснi числа, причому c … ZnN. Зауважимо, що якщо
хоча б одне з чисел a; b належить до множини ZnN, то дрiб (1) перетворюється
в частку многочленiв.

Дрiб (1) виникає при побудовi розвинення вiдношення гiпергеометричних
функцiй Гауса

F.a; b; cI z/

F.aC 1; b C 1; c C 1I z/
(3)

у ланцюговий дрiб [2]. Нагадаємо [3], що гiпергеометрична функцiя Гауса ви-
значається всерединi круга fz 2 C W jzj < 1g як сума гiпергеометричного ряду
Гауса

F.a; b; cI z/ D 2F1.a; b; cI z/ D

1X
nD0

.a/n.b/n

.c/n

zn

nŠ
; (4)

де a; b; c 2 C, c … ZnN, .�/n – символ Похгаммера:

.a/0 D 1; .a/n D a.aC 1/ : : : .aC n � 1/; n 2 N:

Для всiх z 2 C, jzj < 1, функцiя Гауса F.a; b; cI z/ є аналiтичним розв’язком
диференцiального рiвняння

z.1 � z/y00 C Œc � .aC b C 1/z� y0 � aby D 0 (5)

i справджує такi формули диференцiювання:

dnF.a; b; cI z/

dzn
D

.a/n.b/n

.c/n
F.aC n; b C n; c C nI z/; n 2 N; c … ZnN: (6)

При послiдовному диференцiюваннi рiвняння (5) на пiдставi формул (6) одер-
жуються наступнi рекурентнi спiввiдношення

wn.z/ D bn.z/C
anC1.z/

wnC1.z/
; n 2 N [ f0g; (7)

де функцiї an.z/, bn.z/, n 2 N, визначенi рiвностями (2), а

wn.z/ D
F.aC n; b C n; c C nI z/

F.aC nC 1; b C nC 1; c C nC 1I z/
; n 2 N [ f0g: (8)
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Тодi з рiвностей (7), (8) отримаємо, що

F.a; b; cI z/

F.aC 1; b C 1; c C 1I z/
D b0.z/C

a1.z/

b1.z/C
a2.z/

: : : C

: : :

bn�1.z/C
an.z/

wn.z/

; n � 2:

Таким чином, дiстаємо розвинення дробу (3) у неперервний дрiб Нерлунда
[2]

F.a; b; cI z/

F.aC 1; b C 1; c C 1I z/
∼ b0.z/C

1

D
nD1

an.z/

bn.z/
: (9)

Послiдовнiсть функцiй

f0.z/ D b0.z/; fn.z/ � b0.z/C
n

D
kD1

ak.z/

bk.z/
; n 2 N; (10)

називається послiдовнiстю пiдхiдних дробiв дробу Нерлунда (1). Кажуть, що не-
перервний дрiб (1) збiгається (рiвномiрно) до функцiї G.z/ на множинi M , якщо
послiдовнiсть пiдхiдних дробiв (10) збiгається (рiвномiрно) на M при n ! 1

до G.z/. Цiкавим є питання про те, для яких значень a; b; c; z дрiб (1) збiгається
до вiдношення (3).

У роботi [2] встановлено, що для a; b; c 2 C, c … ZnN, дрiб (1) збiгається до
вiдношення (3) на множинi fz 2 C W Re z < 1=2g, а також для z D 1=2, якщо
Im.aC b/ < Re.2c � a � b � 1/.

У цiй роботi результати робiт [2] вперше перенесено на випадок, коли пара-
метри a; b; c; z неперервного дробу (1) є p-адичними числами, а збiжнiсть по-
слiдовностi пiдхiдних дробiв (1) розглядається у p-адичнiй нормi. Основними
результатами цiєї роботи є наступнi твердження.

Теорема 1. Нехай a; b; c 2 Qp є такими, що

jajp ¤ jbjp; minfjajp; jbjpg > 1; jcjp > maxfjajp; jbjpg:

Тодi неперервний дрiб Нерлунда (1) рiвномiрно збiгається в p-адичному крузi
fz 2 Qp W jzjp < 1g.

Теорема 2. Нехай a; b; c 2 Qp є такими, що

jajp ¤ jbjp; minfjajp; jbjpg > 1; jcjp > maxfjajp; jbjp; jabjpg:

Тодi неперервний дрiб Нерлунда (1) рiвномiрно збiгається в p-адичному крузi
fz 2 Qp W jzjp < p1=.1�p/g до вiдношення (3).
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2. Основнi поняття p-адичних чисел

Для доведення теорем 1 та 2 нагадаємо деякi поняття теорiї p-адичних чи-
сел [4]. На множинi рацiональних чисел p-адична норма (p — просте число)
запроваджується за правилом

j0jp D 0; jxjp D
1

p ordpx
; x 2 Qnf0g;

де p-адичний ординал ord p x числа x 2 Qnf0g визначається рiвнiстю

ord p x D

(
maxfm 2 ZC W x � 0.mod pm/g; якщо x 2 Z; x ¤ 0;

ord p a � ord p b; якщо x D a
b

; a; b 2 Znf0g:

Поповнення поля Q за введеною p-адичною нормою називається полем p-адичних
чисел, це поле позначається символом Qp. Для p-адичної норми виконується
посилена нерiвнiсть трикутника, тобто

8 x; y 2 Qp jx C yjp � maxfjxjp; jyjpg:

З цiєї нерiвностi випливає принцип рiвнобедреного трикутника [4] для поля
Qp, який полягає у тому, що для будь-яких x; y 2 Qp виконується альтернати-
ва: або jxjp D jyjp, або

jx ˙ yjp D maxfjxjp; jyjpg; якщо jxjp ¤ jyjp:

3. Властивостi елементiв дробу Нерлунда

Встановимо властивостi функцiй an.z/, n � 1, bn.z/, n � 0, визначених
рiвностями (2). Позначимо: D.r/ D fz 2 Qp W jzjp < rg, r > 0.

Лема 1. Якщо jajp ¤ jbjp, minfjajp; jbjpg > 1, jcjp > maxfjajp; jbjpg, то для
всiх z 2 D.1/ виконуються рiвностi

jan.z/jp D jabc�2
jp � jzjp; n � 1; та jbn.z/jp D 1; n � 0:

Доведення. Оскiльки jnjp � 1 для довiльного n 2 Z, то з принципу рiвнобедре-
ного трикутника i умов леми випливають рiвностi

jaC njp D jajp; jb C njp D jbjp; jc C njp D jcjp; n 2 N;

jaC b C 2nC 1jp D jaC bjp D maxfjajp; jbjpg; n 2 N:
(11)
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Враховуючи, що jcjp > maxfjajp; jbjpg, з формул (2), (11) дiстаємо, що для всiх
z 2 D.1/ виконуються спiввiдношення

jan.z/jp D jabc�2
jp � jzjp � j1 � zjp D jabc�2

jp � jzjp; n 2 N;

jbn.z/jp D max
n
1;

maxfjajp; jbjpg

jcjp
� jzjp

o
D 1; n 2 N [ f0g:

Лему доведено.

4. Властивостi чисельникiв i знаменникiв пiдхiдних дробiв

Знайдемо тепер p-адичнi норми чисельникiв i знаменникiв пiдхiдних дробiв
(10). Для цього зауважимо, що рекурентнi послiдовностi функцiй fAn.z/g1nD0,
fBn.z/g1nD0, якi визначенi за допомогою рiвностей8<:A0.z/ D b0.z/; A1.z/ D a1.z/C b0.z/b1.z/;

B0.z/ D 1; B1.z/ D b1.z/;8<:An.z/ D bn.z/An�1.z/C an.z/An�2.z/; n � 2;

Bn.z/ D bn.z/Bn�1.z/C an.z/Bn�2.z/; n � 2;
(12)

є чисельниками та знаменниками пiдхiдних дробiв (10), тобто

fn.z/ D An.z/=Bn.z/; n 2 N:

Лема 2. Нехай jajp ¤ jbjp , minfjajp; jbjpg > 1, jcjp > maxfjajp; jbjpg. Якщо
z 2 D.1/, то

jAn.z/jp D 1; jBn.z/jp D 1; n 2 N [ f0g: (13)

Доведення. Використаємо метод математичної iндукцiї.
Рiвнiсть jB0.z/jp D 1 є очевидною. Оскiльки A0.z/ D b0.z/, B1.z/ D b1.z/,

то з леми 1 випливає, що jA0.z/jp D 1, jB1.z/jp D 1. З леми 1 для всiх z 2 D.1/

отримуємо, що ja1.z/jp D
ˇ̌
abc�2

ˇ̌
p
jzjp < 1 D jb0.z/b1.z/jp, тому, згiдно з

принципом рiвнобедреного трикутника, jA1.z/jp D jb0.z/jpjb1.z/jp D 1. Та-
ким чином, рiвностi (13) є iстинними для n D 0; 1 i базу iндукцiї встановлено.

Припустимо, що рiвностi (13) є iстинними для всiх n < k, де k � 3. Тодi з
леми 1 та припущення iндукцiї випливає, що для z 2 D.1/

jbk.z/Ak�1.z/jp D 1; jak.z/Ak�2.z/jp D
ˇ̌
abc�2

ˇ̌
p
jzjp < 1;

jbk.z/Bk�1.z/jp D 1; jak.z/Bk�2.z/jp D jak.z/jp D
ˇ̌
abc�2

ˇ̌
p
jzjp < 1:
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Враховуючи рекурентнi спiввiдношення (12), з отриманих спiввiдношень на пiд-
ставi принципу рiвнобедреного трикутника дiстаємо

jAk.z/jp D maxfjbk.z/Ak�1.z/jp; jak.z/Ak�2.z/jpg D 1;

jBk.z/jp D maxfjbk.z/Bk�1.z/jp; jak.z/Bk�2.z/jpg D 1;

тобто рiвностi (13) виконуються i для n D k. Отже, крок iндукцiї встановлено i
лему доведено.

5. Збiжнiсть послiдовностi пiдхiдних дробiв

Встановимо умови збiжностi послiдовностi ffn.z/g1nD0, визначеної форму-
лою (10).

Лема 3. Нехай jajp ¤ jbjp, minfjajp; jbjpg > 1, jcjp > maxfjajp; jbjpg: Якщо
z 2 D.1/, то для довiльного n 2 N

jfn.z/ � fn�1.z/jp D ja1.z/jp � : : : � jan.z/jp: (14)

Доведення. Використаємо метод математичної iндукцiї за n. За лемою 2,
jB0.z/B1.z/jp D 1, тому для n D 1 маємо

jf1.z/ � f0.z/jp D

ˇ̌̌̌
A1.z/

B1.z/
�

A0.z/

B0.z/

ˇ̌̌̌
p

D

ˇ̌̌̌
A1.z/B0.z/ � A0.z/B1.z/

B0.z/B1.z/

ˇ̌̌̌
p

D

D ja1.z/C b0.z/b1.z/ � b0.z/b1.z/jp D ja1.z/jp:

Припустимо, що формула (14) є правильною для n D k, k � 1. Доведемо її
iстиннiсть для n D k C 1. Дiйсно, оскiльки за лемою 2, jBn.z/jp D 1 для всiх
n 2 N, то

jfkC1.z/ � fk.z/jp D

ˇ̌̌̌
AkC1.z/

BkC1.z/
�

Ak.z/

Bk.z//

ˇ̌̌̌
p

D

D

ˇ̌̌̌
AkC1.z/Bk.z/ � Ak.z/BkC1.z/

Bk.z/BkC1.z/

ˇ̌̌̌
p

D

D jAkC1.z/Bk.z/ � Ak.z/BkC1.z/jp:

Застосовуючи для функцiй AkC1.z/, BkC1.z/ рекурентнi спiввiдношення (12),
згiдно з припущенням iндукцiї та лемами 1, 2, отримаємо, що

jfkC1.z/ � fk.z/jp D jbkC1.z/Ak.z/Bk.z/C akC1.z/Ak�1.z/Bk.z/�

� bkC1.z/Ak.z/Bk.z/ � akC1.z/Ak.z/Bk�1.z/jp D

D jakC1.z/.Ak�1.z/Bk.z/ � Ak.z/Bk�1.z//jp D

D jakC1.z/jpjfk.z/ � fk�1.z/jp D ja1.z/jp � : : : � jakC1.z/jp:
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Лему доведено.

Iз лем 1, 3 випливає доведення теореми 1. Дiйсно, з умов теореми 1 на пiд-
ставi лем 1, 3 отримуємо, що для довiльних m; n 2 N, m > n, i z 2 D.1/ вико-
нується оцiнка

jfn.z/�fm.z/jp � max
nC1�j�m

jfj .z/�fj�1.z/jp < .jabc�2
jpjzjp/n < jabc�2

j
n
p:

Оскiльки jabc�2jp < 1, то послiдовнiсть ffn.z/g1nD0 є фундаментальною, а от-
же, збiжною в Qp.

6. Збiжнiсть послiдовностi пiдхiдних дробiв до
вiдношення гiпергеометричних функцiй

Iз леми 3 випливає, що в крузi D.1/ iснує функцiя f W D.1/ ! Qp, яка є
поточковою границею послiдовностi ffn.z/g1nD0:

f .z/ D lim
n!1

fn.z/:

Iз леми 2 випливає, що насправдi образ вiдображення f є пiдмножиною оди-
ничного кола fz 2 Qp W jzjp D 1g. З’ясуємо, при яких вимогах на параметри
a; b; c 2 Qp функцiя f .z/ дорiвнює вiдношенню (3).

Лема 4. Нехай minfjajp; jbjpg > 1, jcjp > jabjp. Якщо z 2 D.p1=.1�p//, то

jF.a; b; cI z/jp D 1:

Доведення. Добре вiдомо [4], щоˇ̌̌̌
1

nŠ

ˇ̌̌̌
p

� pn=.p�1/; n 2 N: (15)

З формул (11), (15) отримаємо, що для всiх n � 1ˇ̌̌̌
.a/n.b/n

.c/nnŠ
zn

ˇ̌̌̌
p

�
jajnpjbj

n
ppn=.p�1/

jcjnp
jzjnp <

jajnpjbj
n
p

jcjnp
; z 2 D.p1=.1�p//: (16)

Оскiльки jcjp > jabjp, то з оцiнок (16) випливає збiжнiсть ряду (4), а з принципу
рiвнобедреного трикутника — рiвнiсть

jF.a; b; cI z/jp D max
n
1I sup

n�1

ˇ̌̌.a/n.b/n

.c/nnŠ
zn
ˇ̌̌
p

o
D 1:

Лему доведено.
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Лема 5. Нехай jajp ¤ jbjp, minfjajp; jbjpg > 1, jcjp > maxfjajp; jbjp; jabjpg.
Якщо z 2 D.p1=.1�p//, тоˇ̌̌̌

fn.z/ �
F.a; b; cI z/

F.aC 1; b C 1; c C 1I z/

ˇ̌̌̌
p

D ja1.z/jp � : : : � janC1.z/jp; n 2 N: (17)

Доведення. Встановимо, що для всiх n 2 N справедлива формула

F.a; b; cI z/

F.aC 1; b C 1; c C 1I z/
D

anC1.z/An�1.z/C wnC1.z/An.z/

anC1.z/Bn�1.z/C wnC1.z/Bn.z/
; (18)

де функцiї wn.z/ визначенi рiвностями (8). Використаємо метод математичної
iндукцiї за n. Для n D 1 маємо очевидну рiвнiсть

F.a; b; cI z/

F.aC 1; b C 1; c C 1I z/
D b0 C

a1.z/

w1.z/
:

Припустимо, що формула (18) є iстинною для n < k. Доведемо її iстиннiсть для
n D k. Оскiльки за припущенням iндукцiї

F.a; b; cI z/

F.aC 1; b C 1; c C 1I z/
D

ak.z/Ak�2.z/C wk.z/Ak�1.z/

ak.z/Bk�2.z/C wk.z/Bk�1.z/
;

а wk.z/ D bk.z/C
akC1.z/

wkC1.z/
(див. формулу (7)), то

F.a; b; cI z/

F.aC 1; b C 1; c C 1I z/
D

ak.z/Ak�2.z/C
�
bk.z/C

akC1.z/

wkC1.z/

�
Ak�1.z/

ak.z/Bk�2.z/C
�
bk.z/C

akC1.z/

wkC1.z/

�
Bk�1.z/

D

D
akC1.z/Ak�1.z/C wkC1.z/Ak.z/

akC1.z/Bk�1.z/C wkC1.z/Bk.z/
;

тобто формула (18) виконується i для n D k. Таким чином, формула (18) є
iстинною для кожного n 2 N.

Для доведення леми врахуємо, що з формули (18) випливає, щоˇ̌̌̌
fn.z/ �

F.a; b; cI z/

F.aC 1; b C 1; c C 1I z/

ˇ̌̌̌
p

D

D

ˇ̌̌̌
an.z/An�2.z/C bn.z/An�1.z/

an.z/Bn�2.z/C bn.z/Bn�1.z/
�

an.z/An�2.z/C wn.z/An�1.z/

an.z/Bn�1.z/C wn.z/Bn�1.z/

ˇ̌̌̌
p

D

D
jbn.z/ � wn.z/jpjfn�1.z/ � fn�2.z/jpjan.z/jp

jan.z/Bn�2.z/C bn.z/Bn�1.z/jpjan.z/Bn�2.z/C wn.z/Bn�1.z/jp
:

Оскiльки, з леми 4 та формули (8) випливає, що для довiльного n 2 N jwn.z/jp D

1, то з лем 2, 3 та формули (7) отримуємо рiвностi (17).
Лему доведено.
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Iз лем 1, 5 випливає доведення теореми 2, бо для довiльних n 2 N, z 2

D.p1=.1�p// виконуються спiввiдношенняˇ̌̌̌
fn.z/ �

F.a; b; cI z/

F.aC 1; b C 1; c C 1I z/

ˇ̌̌̌
p

D .jabc�2
jpjzjp/nC1 < jabc�2

j
nC1
p ;

з яких випливає рiвномiрна збiжнiсть послiдовностi функцiй (10) до вiдношення
(3), адже jabc�2jp < 1.
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