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Напiвтопологiчним векторним простором називається векторний простiр, надiле-
ний топологiєю, у якiй додавання – неперервне, а множення на скаляр – нарiзно непе-
рервне.

Вiдповiдаючи на три запитання другого автора, поставлених у 2011 роцi, ми дово-
димо, що (i) кожен метризовний напiвтопологiчний векторний простiр є топологiчним
векторним простором, (ii) iснує напiвтопологiчний векторний простiр, який не є тополо-
гiчним векторним простором, (iii) кожна компактна пiдмножина у напiвтопологiчному
векторному просторi обмежена.

T.O. Banakh, V.K. Maslyuchenko, O.V. Ravsky, Semitopological vector spaces, Math. Bull.
Shevchenko Sci. Soc. 13 (2016), 84–89.

A semitopological vector space is a vector space X endowed with a topology making the
addition X � X ! X , .x; y/ 7! x C y, continuous and the multiplication R � X ! X ,
.�; x/ 7! � � x, separately continuous.

Answering three problems posed by the second author in 2011, we prove that (i) each
metrizable semitopological vector space X is a topological vector space, (ii) there exists a
semitopological vector space which is not a topological vector space, (iii) each compact subset
of a semitopological vector space X is bounded in X .
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1. Вступ

Напiвтопологiчним векторним простором називається векторний простiр
X над топологiчним полем K, надiлений топологiєю, у якiй вiдображення дода-
вання X � X ! X , .x; y/ 7! x C y, неперервне, а вiдображення множення на
скаляр K � X ! X , .�; x/ 7! � � x, – нарiзно неперервне. Якщо вiдображен-
ня множення на скаляр сукупно неперервне, тодi напiвтопологiчний векторний
простiр називається топологiчним векторним простором. У цiй статтi ми роз-
глядаємо лише векторнi простори над топологiчним полем K дiйсних чи ком-
плексних чисел.

Напiвтопологiчним векторним просторам присвячена стаття В.К. Маслю-
ченка [2], у якiй такi простори називаються N -просторами. Напiвтопологi-
чнi векторнi простори розглядалися ще Стефаном Банахом, який означував F -
простори як напiвнопологiчнi векторнi простори, топологiя яких породжується
повною iнварiантною метрикою [1, c.30]. У 1933 роцi Мазур та Орлiч [5] довели,
що означенi таким чином F -простори є топологiчними векторними простора-
ми. Цей класичний результат Мазура та Орлiча спонукав В.К.Маслюченка [2]
поставити наступнi двi проблеми:

Проблема 1.1. Чи кожен метризовний напiвтопологiчний векторний простiр є
топологiчним векторним простором?

Проблема 1.2. Чи iснує напiвтопологiчний векторний простiр, що не є тополо-
гiчним векторним простором?

Пiдмножину B напiвтопологiчного векторного простору X назвемо
обмеженою в X , якщо для довiльного околу нуля U � X icнує такий окiл
нуля V � K, що V � B � U .

Iз доведеної в [2] теореми 3 випливає, що метризовний напiвтопологiчний
векторний простiрX є топологiчним векторним простором тодi i лише тодi, ко-
ли кожна збiжна послiдовнiсть в X обмежена. У зв’язку з цим В.К. Маслюченко
в [2] поставив ще одне запитання.

Проблема 1.3. Чи кожна збiжна послiдовнiсть в напiвтопологiчному векторно-
му просторi обмежена?

У цiй статтi ми дамо позитивнi вiдповiдi на усi три запитання В.К. Маслю-
ченка: у роздiлi 2 ми доведемо, що довiльна компактна пiдмножина напiвто-
пологiчного векторного простору обмежена, у роздiлi 3 ми застосуємо цей ре-
зультат для доведення неперервностi множення у кожному напiвтопологiчному
векторному k-просторi. Нарештi, у роздiлi 4 ми запропонуємо загальний метод
побудови напiвтопологiчних векторних просторiв, що не є топологiчними ве-
кторними просторами.
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2. Обмеженiсть компактних пiдмножин у
напiвтопологiчних векторних просторах

Основним результатом цього роздiлу є наступна теорема, що дає позитивну
вiдповiдь на проблему 1.3.

Теорема 2.1. Довiльна компактна пiдмножина K напiвтопологiчного
векторного простору X обмежена в X .

Доведення. Для заданого околу нуля U � X потрiбно знайти такий окiл нуля
V � K, що V �K � U . Використовуючи теорему Маркова [3, 3.3.9], можемо зна-
йти таку iнварiантну неперервну псевдометрику d W X �X ! Œ0; 1� на абелевiй
топологiчнiй групi X , що fx 2 X W d.x; 0/ < 1g � U .

Розглянемо нарiзно неперервне вiдображення

� W K �K ! X; � W .�; x/ 7! � � x;

у псевдометричний простiр .X; d/. Оскiльки топологiчне поле K (дiйсних або
комплексних чисел) – локально компактне, то можна застосувати класичну тео-
рему Намiоки [7] i знайти всюди щiльнуGı -пiдмножинуG в K, для якої добуток
G � K мiститься у множинi точок неперервностi вiдображення � W K � K !
.X; d/. Зафiксуємо довiльне число g 2 G i, використовуючи компактнiсть мно-
жини K i неперервнiсть функцiї � у точках множини fgg � K, знайдемо такий
окiл Og � K точки g в K, що d.�.�; x/; �.g; x// < 1 для довiльних x 2 K i
� 2 Og . За iнварiантнiстю псевдометрики,

d..� � g/ � x; 0/ D d.� � x; g � x/ D d.�.�; x/; �.g; x// < 1:

Вибiр псевдометрики d гарантує, що .�� g/ � x 2 U i, отже, .Og � g/ �K � U .
Тодi V D Og � g є шуканим околом нуля в K з властивiстю V �K � U .

3. Неперервнiсть множення у напiвтопологiчних
векторних просторах

У цьому роздiлi ми дамо позитивну вiдповiдь на проблему 1.1. Спершу до-
ведемо допомiжне

Твердження 3.1. Для кожної обмеженої пiдмножини B � X напiвтопологiчно-
го векторного простору X вiдображення множення K �B ! X , .�; x/ 7! � � x,
є неперервним.

Доведення. Зафiксуємо довiльну пару .�; b/ 2 K�B i довiльний окiлO�b � X
добутку � � b. За неперервнiстю додавання, iснує такий окiл нуля U � X , що
�b C U C U � O�b . Використовуючи обмеженiсть множини B в X , знайдемо
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такий окiл нуля V � K, що V �B � U . Використовуючи неперервнiсть вiдобра-
ження �� W B ! X , �� W x 7! � � x, знайдемо такий окiл Ob � B точки b, що
� � Ob � U C �b. Розглянемо окiл O� D V C � � K числа � i зауважимо, що
для довiльної пари .�0; x/ 2 O� �Ob

�0 � x D .�0 � �/ � x C � � x 2 V � B C � �Ob � U C U C �b � O�b;

звiдки випливає потрiбне нам включення O� � Ob � O�b , яке завершує доведе-
ння неперервностi множення K � B ! X .

Iз теореми 2.1 i твердження 3.1 випливає

Наслiдок 3.2. Для кожної компактної пiдмножини B � X напiвтопологiчного
векторного простору X вiдображення множення K � B ! X , .�; x/ 7! � � x, є
неперервним.

Нагадаємо [6, §3.3], що топологiчний простiр X називається k-простором,
якщо пiдмножина F � X є замкненою в X тодi i лише тодi, коли для кожної
компактної пiдмножини K � X перетин K \ F замкнений в K. Зрозумiло, що
кожен метризовний простiр є k-простором.

Тому наступна теорема дає позитивну вiдповiдь на проблему 1.1.

Теорема 3.3. Кожен напiвтопологiчний векторний k-простiр X є топологiчним
векторним простором.

Доведення. Теорема 3.3.27 [6] гарантує, що добуток K � X локально компа-
ктного простору K i k-простору X є k-простором. Тому неперервнiсть множен-
ня на скаляр K�X ! X випливає з неперервностi звужень цього вiдображення
на компактнi пiдмножини добутку K�X . У свою чергу, неперервнiсть звужень
випливає з наслiдку 3.2.

4. Борiвськi модифiкацiї напiвтопологiчних
векторних просторiв

У цьому роздiлi ми опишемо загальний метод побудови напiвтопологiчних
векторних просторiв, якi не є топологiчними векторними просторами. Цей ме-
тод ґрунтується на поняттi борiвської модифiкацiї топологiчної групи.

Борiвською модифiкацiєюG[ топологiчної групиG називаємо групуG, на-
дiлену найменшою топологiєю, при якiй усi неперервнi гомоморфiзми зG у ком-
пактнi топологiчнi групи залишаються неперервними. Ця топологiя породжує-
ться передбазою, що складається з прообразiв h�1.U / вiдкритих пiдмножин U
компактних гаусдорфових топологiчних груп K при неперервних групових го-
моморфiзмах h W G ! K.
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Топологiчна група G називається вiддiльною за Бором, якщо її борiвська
модифiкацiя G[ гаусдорфова.

Зауважимо, що борiвська модифiкацiя G[ довiльної топологiчної групи цiл-
ком обмежена у тому сенсi, що для довiльної непорожної вiдкритої множини
U � G[ iснує така скiнченна множина F � G, що F C U D G[.

Зауваження 4.1. З теореми Гана-Банаха випливає, що довiльний локально опу-
клий топологiчний векторний простiр є вiддiльним за Бором. Простори `p –
вiддiльнi за Бором для усiх p > 0. З iншого боку, простори Lp не є вiддiльними
за Бором при 0 < p < 1.

Теорема 4.2. Якщо X – нетривiальний вiддiльний за Бором напiвтопологiчний
векторний простiр, то його борiвська модифiкацiя X[ є напiвтопологiчним ве-
кторним простором, який не є топологiчним векторним простором.

Доведення. Неперервнiсть додавання C W X[ � X[ ! X[ випливає з того
факту, що X[ вкладається в тихоновський добуток компактних топологiчних
груп i тому є топологiчною групою. Залишилось перевiрити нарiзну неперерв-
нiсть множення K � X[ ! X[, .�; x/ 7! � � x. Для фiксованої точки x 2 X[

неперервнiсть вiдображення K ! X[, � 7! � � x, випливає з неперервностi
цього ж вiдображення у простiр X та неперервностi тотожного вiдображення
X ! X[. Для фiксованого числа � 2 K неперервнiсть вiдображення X[ ! X[,
x 7! � � x, випливає з неперервностi гомоморфiзму N� W X ! X , N� W x 7! � � x,
та означення топологiї X[. Дiйсно, для довiльного неперервного гомоморфiзму
h W X ! K в компактну гаусдорфову топологiчну групу i довiльної вiдкритої
множини U � K, композицiя h ı N� W X ! K є неперервним гомоморфiзмом i
тому прообраз .h ı N�/�1.U / D N��1.h�1.U // залишається вiдкритою множиною
в X[.

Тому X[ є напiвтопологiчним векторним простором. Щоб побачити, що X[

не є топологiчним векторним простором, використаємо добре вiдомий факт [4,
§I.2.2], який стверджує, що для довiльної ненульової точки y топологiчного ве-
кторного простору Y гомоморфiзм hy W K! Y , hy W � 7! � � y, є топологiчним
iзоморфiзмом нормованого поля K на одновимiрний тополоiгчний векторний
пiдпростiр K � y. Зафiксуємо довiльну ненульову точку x 2 X[ i розглянемо
гомоморфiзм hx W K ! X[, hx W � 7! � � x. Оскiльки X[ є цiлком обмеже-
ною топологiчною групою, пiдгрупа hx.K/ � X[ теж цiлком обмежена i тому
hx W K! K � x, не є топологiчним iзоморфiзмом. Як наслiдок, X[ не є тополо-
гiчним векторним простором.

Наслiдок 4.3. Борiвська модифiкацiя R[ прямої є напiвтопологiчним лiнiйним
простором, який не є топологiчним лiнiйним простором.
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