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Т.О. Банах, В.К. Маслюченко, О.I. Фiлiпчук. Приклади нарiзно неперервних вiдобра-
жень з суцiльними розривами на горизонталях // Мат. вiсник НТШ, 14 (2017) 52–63.

Побудованi приклади нарiзно неперервних вiдображень f W X � Y ! Z, якi скрiзь
розривнi чи розривнi у кожнiй точцi деякої горизонталi X � fbg i набувають значень у
� -метризовному просторi Z.

T.O. Banakh, V.K. Maslyuchenko, O.I. Filipchuk, Examples of separately continuous map-
pings with horizontals consisting of discontinuity points, Math. Bull. Shevchenko Sci. Soc. 14
(2017) 52–63.

We construct examples of separately continuous mappings f W X �Y ! Z with values in
a � -metrizable space Z, such that for some b 2 Y the whole horizontal line X � fbg consists
of discontinuity points of f .

1. Вступ

У працi [1] було встановлено, що для топологiчних просторiв X , Y i Z,
таких, що Y має злiченну псевдобазу, а Z – � -метризовний, у кожного гори-
зонтально квазiнеперервного вiдображення f W X � Y ! Z, яке неперервне
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вiдносно другої змiнної, множина C.f / його точок неперервностi є залишко-
вою в добутку X � Y , тобто множина D.f / його точок розриву є першої ка-
тегорiї в X � Y . У [2] було з’ясовано, що неперервнiсть вiдносно другої змiн-
ної у цiй теоремi можна замiнити на квазiнеперервнiсть. Коли ж простiр зна-
чень Z є сильно � -метризовним чи @0-простором, а простiр Y задовольняє пер-
шу аксiому злiченностi, то у таких вiдображень для кожного y 2 Y множина
Cy.f / D fx 2 X W .x; y/ 2 C.f /g буде залишковою в X (див. [1], [3]). Звичай-
но, всi цi властивостi за таких умов мають i нарiзно неперервнi вiдображення.

У працi [4] було доведено, що нарiзно неперервнi вiдображення
f W Œ0; 1�2 ! CpŒ0; 1� зi значеннями у просторi CpŒ0; 1� всiх неперервних
функцiй z W Œ0; 1� ! R з топологiєю поточкової збiжностi мають залишкову
множину точок неперервностi, i разом з тим у [5] був вказаний приклад
нарiзно неперервного вiдображення f0 W Œ0; 1�

2 ! CpŒ0; 1�, у якого D.f0/ D

.Œ0; 1� � f0g/ [ .f0g � Œ0; 1�/. Тому постало таке

Питання 1. Чи iснують такi непорожнi топологiчнi простори X , Y i Z i нарiзно
неперервне вiдображення f W X � Y ! Z, що Y задовольняє першу аксiому
злiченностi,Z – � -метризовний i на деякiй горизонталi X �fbg вiдображення f
не має точок неперервностi?

Вiдповiдь на це питання нескладно отримати. По-перше, її можна вивести
з одного результату Дж. Бреккенрiджа та Т. Нiшiури [6], з якого випливає, що
iснує нарiзно неперервна функцiя f W Q2 ! Q, у якої D.f / D Q2. Тут простiр
значень Z навiть метризовний.

Тому питання 1 варто уточнити. Справа в тому, що залишкова множина в
квадратi Œ0I 1�2, як i в кожному берiвському просторi, буде всюди щiльною, от-
же, у прикладi з працi [5] функцiя f0 буде мати всюди щiльну в Œ0I 1�2 множину
C.f0/ точок неперервностi. Тому точнiшим варiантом питання 1 буде

Питання 2. Чи iснують такi непорожнi топологiчнi простори X , Y i Z i нарiзно
неперервне вiдображення f W X � Y ! Z, що добуток X � Y – берiвський, Y
задовольняє першу аксiому злiченностi,Z – � -метризовний i на деякiй горизон-
талi X � fbg вiдображення f не має точок неперервностi?

Приклад з [5] тут не проходить, бо простiр CpŒ0; 1� не є � -метризовним [4].
Ясно, що простiрZ у такому прикладi має бути � -метризовним, але не силь-

но � -метризовним. Прикладом такого простору є площина Бiнґа B (див. [8]).
Отже, питання 2 можна конкретизувати, взявши в ньому Z D B. Оскiльки у [8]
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було з’ясовано, що для c-зв’язних просторiв X i Y кожне нарiзно неперервне
вiдображення f W X � Y ! B є сталим, то для побудови прикладу простори X
i Y слiд взяти дуже незв’язними. Так виникла кандидатура прямої Зорґенфрея
L [9, c. 47] i

Питання 3. Чи iснує нарiзно неперервне вiдображення f W L2 ! B, у якого
Cb.f / D ∅ для деякого b 2 L?

Зауважимо, що як сама пряма Зорґенфрея L, так i її квадрат – це берiвськi
простори з першою аксiомою злiченностi.

Тут ми дамо вiдповiдь на питання 2, навiвши приклад двох метризовних
компактiв X , Y , регулярного простору Z, який є об’єднанням зростаючої по-
слiдовностi своїх пiдпросторiв Zn, що є метризовними компактами, i нарiзно
неперервного вiдображення f W X � Y ! Z, яке скрiзь розривне на деякiй
горизонталi X � fbg.

Далi ми даємо позитивну вiдповiдь на питання 3, показавши, що для кожного
b 2 L iснує нарiзно неперервне вiдображення f W L2 ! B, у якого Cb.f / D ∅.
При цьому ми використовуємо те, що площина Бiнґа B – це нерегулярний про-
стiр з першою аксiомою злiченностi. Цю побудову ми узагальнюємо на випадок,
коли X i Y – нуль-вимiрнi T1-простори без iзольованих точок, причому X має
злiченний псевдохарактер, Y задовольняє першу аксiому злiченностi iZ – нере-
гулярний простiр з першою аксiомою злiченностi.

2. Приклад нарiзно неперервного вiдображення без точок непе-
рервностi на деякiй горизонталi

Нехай ! D N0 D f0; 1; 2; : : : g – перший нескiнченний ординал, який ми
ототожнюємо з множиною N0 D N [ f0g всiх натуральних чисел N D f1; 2; :::g,
об’єднаною з нульовим елементом. Розглянемо канторовий куб X D f0; 1g! ,
надiлений топологiєю тихоновського добутку дискретних двоточок [9, с. 137].
Добре вiдомо [12, c.124], що канторiв куб гомеоморфний канторовiй множинi

C � Œ0; 1�. Гомеоморфiзм ' W X ! C будується за правилом '.x/ D
1P

kD0

2x.k/

3kC1 .

Для елемента x 2 X i номера n 2 ! звуження xjf0;1;:::;n�1g ми називаємо зрiзкою
i позначаємо через xjn. Для точки a 2 X i номера n покладемо

Un.a/ D fx 2 X W xjn D ajng:

Множини Un.a/ є вiдкрито-замкненими в X i система U.a/ D fUn.a/gn2! –
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це база околiв точки a у просторi X . Простiр X ми будемо коротко позначати
символом 2! . Цей простiр є метризовним компактом.

Ототожнимо кожний номер n 2 ! з множиною f0; : : : ; n�1g, а множину
f0; 1gn всiх скiнченних послiдовностей .x.0/; :::; x.n � 1// з нулiв та одиниць

коротко позначимо через 2n. Нехай 2<! D

1S
nD1

2n – це сукупнiсть усiх скiнчен-

них послiдовностей з нулiв i одиниць. Введемо на множинiZ D 2![2<! D 2�!

топологiю T , вважаючи, що пiдмножина U простору .Z; T / є вiдкритою, якщо
перетин U \ 2! вiдкритий у 2! i для кожного x 2 U \ 2! iснує такий номер n,
залежний, взагалi кажучи, вiд x, що xjk 2 U як тiльки k � n. Ясно, що у вве-
деному топологiчному просторi Z для кожного x 2 2! послiдовнiсть зрiзок xjn
збiгається до x. Зауважимо, що для довiльного z 2 2<! одноточкова множина
U D fzg є вiдкритою вZ, адже U \2! D ∅. Таким чином, точки з 2<! є iзольо-
ваними у просторi Z. Крiм того, ясно, що простiр X D 2! зi своєю топологiєю
є пiдпростором простору Z.

Покладемо Zn D 2! [ 2�n, де 2�n D
S

k�n

2k . Пiдпростiр 2! простору Z

– це метризовний компакт, а пiдпростiр 2�n складається зi скiнченного числа
iзольованих точок, отже, теж є метризовним компактом. Пiдпростiр Zn є то-
пологiчною сумою просторiв 2! та 2�n, тому також є метризовним компактом.

При цьому Zn � ZnC1 для кожного n i Z D
1S

nD1

Zn. Простори Zn замкне-

нi в Z. Таким чином, Z – це � -метризовний i � -компактний простiр, який має
вичерпування .Zn/

1
nD1, що складається з метризовних компактiв.

Покажемо, що простiр Z регулярний, тобто T1- i T3-простiр. Замкненiсть
одноточкових пiдмножин простору Z очевидна для точок z 2 2! , адже множи-
на 2! замкнена в Z.

Нехай z 2 2<! . Покажемо, що множина W D Z n fzg є вiдкритою в Z.
Вiзьмемо такий номер m, що z 2 2m. Оскiльки W \ 2! D 2! , адже z 62 2! , то
множинаW \ 2! вiдкрита в 2! . Нехай w 2 W \ 2! D 2! i n – довiльний номер,
для якого n > m. Тодi при k � n рiвнiсть wjk D z неможлива, адже wjk 2 2k ,
а z 2 2m i k > m, отже, 2k \ 2m D ∅. Тому wjk 2 W при k � n. З означення
топологiї в Z випливає, що W 2 T , а значить fzg – замкнена множина.

Далi з’ясуємо, що у будь-якої точки z 2 Z i довiльного її околу Wz iснує
замкнений окiл V , такий, що V � Wz . У випадку, коли z 2 2<! , це зрозумiло,
оскiльки множина V D fzg – вiдкрито-замкнена, як ми з’ясували вище.

Нехай z 2 2! . Вiзьмемо вiдкритий окiл U точки z в Z, такий, що U � Wz .
Перетин U \ 2! – це вiдкритий у 2! окiл точки z. Тому iснує такий номер n,
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що Un.z/ � U \ 2
! . Далi для кожного x 2 U \ 2! iснує такий номер m.x/ > n,

що Vx D fxjk W k � m.x/g � U . Покладемо

V D Un.z/ [ B; де B D
[

x2Un.z/

Vx :

Ясно, що V � U . З означення топологiї T безпосередньо випливає, що V – це
окiл точки z у просторi Z. Залишилось довести, що множина V замкнена в Z.
Це негайно випливає з рiвностi B D V . Щоб її довести, зауважимо, що Un.z/ �

B , бо для довiльної точки x 2 Un.z/ послiдовнiсть зрiзок fxjkgk�n.x/ � B

збiгається до x. Тому V D Un.z/ [ B � B [ B � B .
Далi, нехай w 2 Z n V . Якщо w 2 2<! , то fwg є околом точки w, який не

перетинається з V , тому w 62 V , а V � B , бо B � V , отже, w 62 B . Припустимо,
що w 2 2! . Оскiльки w 62 V , то w 62 Un.z/. Множина Un.z/ замкнена у 2! .
Тому множина eU D 2! n Un.z/ буде вiдкритою в 2! i w 2 eU . Множина

O D eU [ [
u2eU
fujk W k 2 Ng

буде, очевидно, вiдкритою в Z, w 2 O i O \ V D ∅. Справдi, eU \ V D ∅,
бо eU \ Un.z/ D ∅ i eU \ B D ∅. Якби для деякого u 2 eU iснували такi
елемент x 2 Un.x/ i номер k � m.x/, що ujk D xjk, то i ujn D xjn, оскiльки
n < m.x/, але xjn D zjn, тому i ujn D zjn, а значить u 2 Un.z/, що приводить до
суперечностi. Таким чином, виходить, що i в цьому випадку w 62 V , а значить
w 62 B . Отже, i B � V , що разом з попереднiм дає нам рiвнiсть B D V i
замкненiсть V .

Тому топологiчний простiр Z є нуль-вимiрним i, отже, регулярним. Оскiль-
ки Z є злiченним об’єднанням метризовних компактiв, то Z має злiченну сiтку
топологiї i, отже, є космiчним простором. Нагадаємо, що космiчним називає-
ться регулярний топологiчний простiр зi злiченною сiткою топологiї.

Теорема 1. Нехай X D 2! – канторовий куб, Y D Œ0; !� – простiр ординалiв
вiд 0 до !, надiлений своєю природною порядковою топологiєю, Z D 2�! i
f W X � Y ! Z – вiдображення, що задається правилом:

f .x; y/ D xjy:

Тодi f – нарiзно неперервне вiдображення, причому D.f / D X � f!g.

Доведення. При y D ! звуження f .x; !/ D xj! D x, тобто f! W X ! Z є
тотожнiм вкладенням, яке є неперервним згiдно з означенням топологiї на Z.
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Якщо ж y 2 Y i y ¤ !, то y D n для деякого n 2 ! i fy.x/ D xjn. Для
фiксованого a 2 X точка ajn буде iзольованою в Z, а її прообраз

f �1
y .ajn/ D fx 2 X W xjn D ajng D Un.a/

– окiл точки a в X . Це показує, що fy неперервне в точцi a. Таким чином, y-
розрiзи fy W X ! Z – неперервнi вiдображення.

Для фiксованого x 2 X послiдовнiсть f x.n/ D xjn збiгається до x D
f x.!/ в Z, що дає нам неперервнiсть f x W Y ! Z у точцi !. Неперервнiсть
f x в iнших точках з Y випливає з того, що вони iзольованi в Y .

Таким чином, f – нарiзно неперервне вiдображення.
Доведемо тепер, що D.f / D X � f!g. Нехай p0 D .a; b/ 2 X � Y i y0 ¤ !.

Оскiльки fbg – вiдкрита множина у просторi Y , а звуження f jX�fbg на вiдкриту
пiдмножину X � fbg добутку X � Y задається формулою g D f .x; b/ D fb.x/

для кожного x 2 X , де функцiя fb W X ! Z неперервна, то неперервним буде i
звуження g, а з ним i функцiя f у точцi p0.

Нехай p0 D .a; !/ 2 X � f!g. Доведемо, що p0 2 D.f /. За означенням
f .p0/ D f .a; !/ D aj! D a. Для кожного номера n 2 ! iснує єдина точка
xn 2 2

nC1, для якої xnjn D ajn i xn.n/ ¤ a.n/. Розглянемо множину W0 D

Z n fxn W n 2 !g. Ясно, що xn ¤ a для кожного n, тому p0 2 W0. Покажемо,
що W0 – вiдкрита множина у просторi Z. Справдi, W0 \ X D X , отже, перетин
W0 \X вiдкритий в X . Нехай x 2 W0 \X D X . Якщо x D a, то xjn D ajn для
кожного n. Вiзьмемо m D 1 i доведемо, що ajn 2 W0 для кожного n � m, тобто
ajn ¤ xk для кожного n � m i довiльного k 2 !. Оскiльки ajn 2 2n i xk 2 2

kC1,
то ajn ¤ xk при n ¤ k C 1, адже тодi 2n \ 2kC1 D ∅. Нехай n D k C 1. Тодi за
побудовою .ajn/.k/ D a.k/ ¤ xk.k/, отже, ajn ¤ xk . Якщо ж x ¤ a, то iснує
такий номер m, що x.m/ ¤ a.m/. Вiзьмемо n > mC 1 i доведемо, що xk ¤ xjn

для довiльного k. Знову це достатньо перевiрити для n D k C 1. Тодi k > m

i xk.m/ D a.m/ ¤ x.m/, звiдки xk ¤ xjn. Таким чином, W0 – вiдкритий окiл
точки p0 в Z.

Нехай U – окiл точки a в X i V – окiл точки ! в Y . Покажемо, що f .U �
V / 6� W0. Iснує такий номер m, що Um.a/ � U i .m; !� � V . Нехай n > m.
Тодi xnjn D ajn, зокрема xnjm D ajm. Розглянемо довiльну точку un 2 X ,
таку, що unj.nC 1/ D xn. Тодi i unjm D xnjm D ajm, тому un 2 Um.a/. Точка
vn D n C 1 2 V , отже, .un; vn/ 2 U � V . Але f .un; vn/ D f .un; n C 1/ D

unj.nC 1/ D xn 62 W0. Отже, f .U � V / 6� W0, що i доводить розривнiсть f у
точцi p0.
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Зауваження 1. Згiдно з недавнiм результатом першого автора [3], для довiльно-
го нарiзно неперервного вiдображення f W X �Y ! Z на добутку двох просто-
рiв X; Y з першою аксiомою злiченностi зi значеннями у регулярному просторi
Z, що має злiченну k-сiтку, множина fx 2 X W .x; y/ 2 C.f /g є залишковою в
X для довiльної точки y 2 Y . Злiченнiсть k-сiтки просторуZ у цьому результа-
тi не можна послабити до злiченностi сiтки, що показує приклад вiдображення,
побудований у теоремi 1.

3. Функцiї на квадратi прямої Зорґенфрея зi значеннями у пло-
щинi Бiнґа

Нехай L – пряма Зорґенфрея [9, с. 47], а B – площина Бiнґа [8], [9, с. 518],
[13]. Промiжки Œa; b/ є вiдкрито-замкненими множинами в L, а B – злiченний
гаусдорфовий i не регулярний простiр. Обидва простори задовольняють першу
аксiому злiченностi i є сепарабельними, зокрема, в L множина Q всiх рацiональ-
них чисел буде злiченною i всюди щiльною.

Теорема 2. Для кожного b 2 L iснує нарiзно неперервне вiдображення f W
L2 ! B, у якого D.f / D L � fbg.

Доведення. З нерегулярностi простору B випливає, що iснує така точка z0 в B i
такий її окiл W0, в якому не мiститься жодного замкненого околу точки z0 в B.
Оскiльки простiр B задовольняє першу аксiому злiченностi, то iснує така спадна
послiдовнiсть околiвWn точки z0 у просторi B, що система fWn W n 2 Ng є базою
околiв точки z0 в B. Ясно, що W n 6� W0 для кожного n, тому для кожного n
iснує точка zn 2 W n n W0. Оскiльки z 2 W n i площина Бiнґа B задовольняє
першу аксiому злiченностi, то iснує послiдовнiсть zn;k 2 Wn, яка збiгається до
zn.

Нехай n 7! an – деяка перенумерацiя множини Q, для якої an ¤ am при
n ¤ m. Тодi Q D fan W n 2 Ng, причому Q D L. Введемо для довiльних
n 2 N i k 2 N числа an;k D an C

1
k

i bn D b C 1
n

. Розглянемо промiжки
In;k D Œan;kC1; an;k/ та Jn D ŒbnC1; bn/ i прямокутники Pn;k D In;k � Jn.
Ясно, що прямокутники Pn;k – це вiдкрито-замкненi множини в квадратi L2

прямої Зорґенфрея, якi попарно не перетинаються. Визначимо тепер функцiю
f W L2 ! B, покладаючи f .p/ D zn;k , якщо p 2 Pn;k , f .an; y/ D zn при
y 2 Jn i f .p/ D z0 в iншому випадку. Покажемо, що f W L2 ! B – шукана
функцiя.

Множини Pn;k вiдкритi в L2 i звуження f jPn;k
стале i дорiвнює zn;k , тому
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f неперервне у всiх точках з Pn;k . Множини L� Œb1;C1/, .�1; an/�Jn, ŒanC

1;C1/�Jn i L�.�1; b/ теж вiдкритi в L2 i f .p/ D z0 на цих множинах. Тому
i на них функцiя f неперервна.

Нехай p0 D .an; y0/, де bnC1 � y0 < bn. Тодi f .p0/ D zn. Покажемо, що
f неперервна в точцi p0. Нехай W – окiл точки zn. Оскiльки zn;k ! zn в B, то
iснує такий номер K, що zn;k 2 W при k � K. Прямокутник Q D Œan; an C

1
k
/�Jn є околом точки p0 в L2. Якщо p D .x; y/ 2 Q, то x 2 Œan;kC1; an;k/ для

деякого k � K i y 2 Jn. В такому разi f .p/ D zn;k 2 W , отже, f .Q/ � W , що
i дає нам неперервнiсть f у точцi p0.

Таким чином, ми бачимо, що f неперервна у кожнiй точцi з множини L2 n

.L � fbg/. Оскiльки fb.x/ D f .x; b/ D z0 для кожного x 2 L, то fy W L ! B
буде неперервною функцiєю для кожного y 2 L. Нехай x 2 L. Доведемо, що
функцiя f x W L ! B також неперервна. Для цього досить довести її неперерв-
нiсть у точцi b. НехайW – окiл точки f x.b/ D z0 у просторi B. Тодi iснує такий
номер N , що WN � W , а значить Wn � W при n � N , бо Wn � WN . В такому
разi zn;k 2 W при n � N i довiльному k. Крiм того, очевидно, що i z0 2 W .

Припустимо, що x ¤ an для кожного n. Множина V D Œb; bN / – це окiл
точки b в L. Якщо y 2 V , то точка p D .x; y/ належить одному з прямокутникiв
Pn;k або однiй з пiвсмуг .�1; an/�Jn чи ŒanC1;C1/�Jn для деякого n � N .
Тому f x.y/ D f .p/ D zn;k або z0, а значить f x.y/ 2 W , тобто f x.V / � W ,
що показує неперервнiсть f x у точцi b.

Нехай x D am для деякого m. Вiзьмемо c D minfbN ; bmC1g i розглянемо
тепер окiл V D Œb; c/ точки b в L. Зрозумiло, що при y 2 V у точцi p D .x; y/

функцiя f може набувати лише значень zn;k з n � N або z0. I в цьому випадку
f x.y/ D f .p/ 2 W , отже, i тут розрiз f x неперервний у точцi b.

Таким чином, ми встановили, що f W L2 ! B – нарiзно неперервна функцiя,
у якої L2 n .L � fbg/ � C.f /. Залишилося перевiрити, що L � fbg � D.f /.
Нехай p0 D .x; b/ 2 L � fbg. Тодi f .p0/ D z0. За побудовою W0 – окiл точки
z0 D f .p0/. Розглянемо довiльний окiлO точки p0 в L2 i доведемо, що f .O/ 6�
W0. Iснують такi околи U D Œx0; x0 C ı/ i V D Œb; b C ı/ в L точок x0 i b
вiдповiдно, що U � V � O . Оскiльки limn!1 bn D b, то iснує такий номер N ,
що bn < bC ı при n � N . Множина Qn fa1; : : : ; aN�1g буде всюди щiльною в L
разом з множиною Q. Тому iснує такий номер m, що m � N i am 2 U . Вiдрiзок
famg � Jm мiститься у прямокутнику U � V , а значить i в околi O . Оскiльки
f .am; y/ D zm 62 W0 для кожного y 2 Jm, то f .O/ 6� W0, звiдки випливає, що
p0 2 D.f /.
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4. Функцiї на добутках нульвимiрних просторiв зi значеннями у
нерегулярних просторах

Нагадаємо [9, с. 529], що топологiчний T1 простiр X називається нульви-
мiрним, якщо вiн має базу з вiдкрито-замкнених множин. Зрозумiло, що тодi
i кожна точка x 2 X має базу з вiдкрито-замкнених околiв. Якщо нульвимрi-
ний T1-простiр X задовольняє першу аксiому злiченностi, то для кожної точки
x 2 X iснує така спадна послiдовнiсть її вiдкрито-замкнених околiв Un, яка

утворює базу околiв точки x i для неї
1T

nD1

Un D fxg. Наприклад, пряма Зор-

ґенфрея L – це нульвимiрний простiр з першою аксiомою злiченностi, i для неї
Un D Œx; x C

1
n
/.

Ми будемо розглядати компактифiкацiю Александрова ˛X D X [ f1g га-
усдорфового локально компактного простору X [9, с. 261]. Для дискретного
простору ! D N0 його компактифiкацiя Александрова ˛! гомеоморфна про-
стору Œ0; !�, що розглядається в теоремi 2.

Побудову, що запропонована в доведеннi теореми 2, можна узагальнити на
випадок добутку нульвимiрних просторiв.

Теорема 3. Нехай на топологiчному просторi X iснує така послiдовнiсть непе-
рервних функцiй hn W X ! ˛!, що послiдовнiсть прообразiв

�
h�1

n .1/
�1
nD1

є
точково скiнченною i для кожної непорожньої вiдкритої в X множини U мно-
жина fn 2 N W h�1

n .1/ \ U ¤ ∅g нескiнченна, Y – нульвимiрний T1-простiр з
першою аксiомою злiченностi у деякiй неiзольованiй точцi b 2 Y i Z – простiр з
першою аксiомою злiченностi, який не задовольняє аксiому T3. Тодi iснує таке
нарiзно неперервне вiдображення f W X � Y ! Z, що X � fbg � D.f /.

Доведення. З умов, накладених на простiр Y , випливає, що iснує така спадна
послiдовнiсть .Vn/

1
nD0 вiдкрито-замкнених околiв точки b, що V0 D Y , Vn n

VnC1 ¤ ∅ i fVng
1
nD0 – база околiв точки b в Y .

Оскiльки простiр Z не задовольняє аксiому T3, то iснують точка z0 2 Z i її
окiлW0, такi, щоW 6� W0 для кожного околуW точки z0. Виберемо у просторi
Z спадну базу околiв Wn точки z0, де n 2 N. Ясно, що для кожного номера n
iснує точка zn 2 W n n W0. Оскiльки zn 2 W n i простiр Z задовольняє першу
аксiому злiченностi, то для кожного n iснує така послiдовнiсть точок zn;k 2 Wn,
k 2 !, що zn;k ! zn при k ! 1. Покладаючи gn.k/ D zn;k при k 2 ! i
gn.1/ D zn, ми отримуємо неперервне вiдображення gn W ˛! ! Z, для якого
gn.!/ � Wn i gn.1/ D zn для кожного n.
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Визначимо вiдображення f W X � Y ! Z формулою

f .x; y/ D

8<:z0; якщо x 2 X i y D bI

gn.hn.x//; якщо x 2 X i y 2 Vn�1 n Vn для деякого n 2 N;

i покажемо, що воно шукане.
Перевiримо, що вiдображення f нарiзно неперервне. Зафiксуємо y 2 Y .

Якщо y D b, то fy.x/ D z0 на X , отже, fy неперервне як стале вiдображення.

Нехай y ¤ b. Оскiльки
1S

nD1

.Vn�1 n Vn/ D Y n fbg, то iснує такий номер n, що

y 2 Vn�1 n Vn. Тодi fy D gn ı hn, тому i y-розрiзи fy будуть неперервними як
композицiї неперервних вiдображень. Зафiксуємо тепер x 2 X . За побудовою
вiдображення f x W Y ! Z буде сталим на кожнiй вiдкрито-замкненiй множинi
Vn�1 n Vn, отже, i неперервним у кожнiй з її точок, а тому i у кожнiй точцi
множини Y n fbg. Доведемо, що воно буде неперервним i в точцi b. Нехай W –
довiльний окiл точки f x.b/ D z0 у просторi Z. Знайдемо такий номер N0, що
WN � W , тодi i Wn � W при n � N0. За умовою I D fn 2 N W hn.x/ D 1g

скiнченна. Розглянемо номер N D maxfN0;max I g C 1 i окiл V D VN точки b.
Оскiльки N 62 I , то hN .x/ ¤ 1. Якщо y 2 V i y ¤ b, то y 2 Vn�1 n Vn для
деякого n > N i

f x.y/ D gn.hn.x// 2 gn.!/ � Wn � W:

Якщо ж y D b, то f x.b/ D z0 2 W , таким чином, f x.V / � W , що i доводить
неперервнiсть вiдображення f x W Y ! Z у точцi b.

Залишилося довести, що X � fbg � D.f /. Нехай a 2 X . Доведемо, що
вiдображення f розривне у точцi c D .a; b/. Розглянемо довiльний окiлO точки
c в добутку X � Y . Знайдемо такi вiдкритi околи U i V точок a i b у просторах
X i Y вiдповiдно, що U � V � O . Iснує такий номер m, що Vm � V . За умовою
множина fn 2 N W h�1

n .1/ \ U ¤ ∅g – нескiнченна. Тому iснує такий номер
n, що n > m i h�1

n .1/ \ U ¤ ∅. Вiзьмемо якi-небудь точки u 2 h�1
n .1/ \ U i

v 2 Vn�1 n Vn. Ясно, що u 2 U i v 2 Vn�1 � Vm � V , тому q D .u; v/ 2 O . Але
f .q/ D f .u; v/ D gn.hn.u// D gn.1/ D zn 62 W0: Таким чином, f .O/ 6� W0,
що i завершує доведення теореми.

Приклад 1. Покажемо, що на сепарабельному нульвимiрному T1-просторi X
без iзольованих точок, що задовольняє першу аксiому злiченностi, iснує послi-
довнiсть функцiй hn W X ! ˛!, така, як у формулюваннi теореми 3.
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Нехай .an/
1
nD1 – послiдовнiсть точок з X , така, що an ¤ am при n ¤ m, i

множина A D fan W n 2 Ng всюди щiльна в X . Iснування такої послiдовностi
випливає з сепарабельностi простору X i того, що X є T1-простором без iзольо-
ваних точок. Для кожного n iснує така спадна база вiдкрито-замкнених околiв

.Un;k/k2! точки an, що Un;0 D X i
1T

kD0

Un;k D fang. Введемо для кожного

номера n функцiю

hn.x/ D

8<:1; якщо x D an;

k; якщо x 2 Un;k n Un;kC1 для деякого k 2 !.

Оскiльки множини Un;k n Un;kC1 вiдкритi i звуження hnjUn;knUn;kC1
стале, то

функцiя hn неперервна в кожнiй точцi рiзницi Un;k n Un;kC1, а значить, i в ко-

жнiй точцi об’єднання
1S

kD0

.Un;k nUn;kC1/, яке збiгається з множиною X n fang.

Неперервнiсть hn у точцi an випливає з того, що hn.Un;m/ � Œm;1� для ко-
жного m i система всiх промiжкiв Œm;1� є базою околiв точки 1 у просторi
˛!.

Перевiримо, що послiдовнiсть функцiй hn задовольняє умови з теореми 6.
Оскiльки прообраз an ¤ am при n ¤ m, то послiдовнiсть множин h�1

n .1/ D

fang точково скiнченна. Нехай U – непорожня вiдкрита множина в X . Вiзьме-
мо якусь точку a 2 U . Оскiльки точка a не є iзольованою в X , а простiр X
нульвимiрний, то iснує така спадна база з вiдкрито-замкнених околiв Uj точки
a, що Uj n UjC1 ¤ ∅ для кожного j i U1 � U . Множини Uj n UjC1 вiдкри-
тi, а A D X , тому для кожного j iснує такий номер nj , що anj

2 Uj n UjC1.
Зрозумiло, що anj

¤ ani
, а значить nj ¤ ni при j ¤ i . Оскiльки anj

2 U

i hnj
.anj

/ D 1, то anj
2 h�1

n .1/ \ U для кожного j 2 N, отже множина
E D fn W h�1

n .1/ \ U ¤ ∅g � fnj W j 2 Ng нескiнченна.

Тому з теореми 3 випливає такий

Наслiдок 1. Нехай X – сепарабельний нульвимiрний T1-простiр без iзольова-
них точок, який задовольняє першу аксiому злiченностi, Y – нульвимiрний T1-
простiр з першою аксiомою злiченностi у деякiй неiзольованiй точцi b 2 Y i Z
– простiр з першою аксiомою злiченностi, який не задовольняє аксiому T3. Тодi
iснує таке нарiзно неперервне вiдображення f W X�Y ! Z, щоX�fbg � D.f /.

Зрозумiло, що теорему 2 можна вивести з цього наслiдку.
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