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Вступ 

Актуальними задачами в наш час є задачі 
локалізації на зображеннях центрально-симет-
ричних об’єктів, які мають важливе прикладне 
значення. У статті запропоновано метод для 
розв’язання таких задач. Розроблений метод по-
рівняно з іншими відомими і показано, що він 
працює швидше та дає більш точний результат. 

Наприклад, за методом, описаним у статті 
[1], проводиться аналіз вектора-градієнта яск-
равості в точках зображення. Знаходяться пари 
точок, де вектори градієнта протилежно на-
прямлені та застосовуються як граничні. Метод 
не використовує внутрішніх точок та має похиб-
ку, більшу за розміри пікселя, але дає можли-
вість знаходити об’єкти при наявності на зо-
браженні кількох кіл. Класичним є метод, ос-
нований на узагальненому перетворенні Хафа 
[2], що дає можливість знайти кілька кіл за їх 
границями, але час його роботи становить 5( )O n  
(де n — розмір зображення в пікселях). Він та-
кож не враховує внутрішності кола. В [3] опи-
сано метод визначення параметричних об’єк-
тів, який можна застосовувати до знаходження 
кіл. В [4] запропоновано використання генетич-
ного алгоритму для отримання кіл за їх грани-
цею. Недоліком знову є недостатня точність 
результату. У статті [5] пропонується знаход-
ження і підрахунок кіл за їх границями. Запро-
поновано досить швидкий алгоритм при умові 
близьких значень радіусів кіл. Загалом, за всіма 
існуючими методами спочатку визначаються 
границі кіл. Для цього застосовуються різ-
номанітні фільтри, оператори диференціювання 
різного порядку. Прикладами такого підходу є 
методи, запропоновані в [6]. Існують також різ-
ні модифікації для алгоритму Хафа, наприклад 
у праці [7] запропоновано шукати кола, вико-
ристовуючи властивість серединних перпенди-
кулярів хорд перетинатися в центрі, а у [8] — 
метод для оцінювання кривизни елементів ко-
ла для знаходження викривлень лінзи. Всі ві-
домі підходи до отримання центра кола на зо-

браженні дають точність, не більшу за піксель 
(крім методу [9], швидкість роботи якого є не-
задовільною). 

Постановка задачі 

Метою даної статті є розробка методу для 
оцінювання параметрів кола (центра, радіуса) з 
точністю, вищою за розміри одного пікселя 
(субпіксельне оцінювання), тобто за цифровим 
зображенням, отриманим за допомогою косміч-
ної зйомки, потрібно відтворити справжні па-
раметри об’єктів (просторова прив’язка). Крім 
того, важливо розробити метод оцінювання 
помилки та впливу шумів на точність розрахун-
ків, що дають можливість вибрати розмір світ-
лочутливого елемента матриці фотокамери (пік-
селя), при якому оцінювання відбувається мак-
симально точно. Треба враховувати, що вибрав-
ши розмір пікселя малим, маємо проблеми за-
ниження відношення сигнал/шум. Якщо ж ви-
брати піксель великим, то втрачається просто-
рова деталізація. Відтак, при зніманні зіркового 
неба, якщо піксель — малих розмірів, спотво-
рюється значення яскравості точкового об’єкта 
через вплив шумів, а при великому розмірі пік-
селя втрачаємо просторове розрізнення. 

У результаті проектування симетричного 
об’єкта на зображенні існує яскрава область 
(коло або еліпс) з центрально-симетричним 
відносно центра області розподілом яскравості. 
Еліпс описується окремо, оскільки в подаль-
шому увага буде зосереджена на колі. Коло або 
фігура, наближена до кола, частіше виникає в 
прикладних задачах, пов’язаних з обробкою 
зображень, отриманих за допомогою космічної 
зйомки. Метод для знаходження параметрів 
кола не є загальним (використовується симет-
рія), проте має більшу точність визначення па-
раметрів та менший час роботи алгоритму. 

Математична постановка задачі 

Математична модель вхідного зображення. 
Дано цифрове зображення круглого (еліптич-
ного) об’єкта. Уточнення: внаслідок оберталь-
ної симетрії об’єкта, середовища поширення 
випромінювання, оптичної системи камери всі 
викривлення, що мають місце при формуванні 
зображення, не зміщують центр об’єкта. Але 
найбільше спотворення виникає внаслідок 
просторового квантування (дискретизації), ко-
ли яскравість пікселя пропорційна площі час-
тини кола, що покриває цей піксель. 
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Постановка задачі оцінювання параметрів 
об’єктів. Розглянемо зображення, на якому є 
лише один об’єкт. Виникає задача пошуку та-
ких параметрів об’єкта, що згенероване за ни-
ми зображення найближче до пред’явленого 
(відстань від згенерованого до пред’явленого 
зображення найменша). Нехай вхідне зобра-
ження має розміри m × n пікселів. У множину 
U увійдуть зображення кіл, центр яких ( )c cx , y  

лежить в області [0 ] [0 ],; m d ; n d⋅ × ⋅  де d  — роз-
мір пікселя, а їх радіуси такі, що забезпечується 
перетин кола з пікселями ненульової яскравос-
ті. Оскільки зображення дискретне, то U — скін-
ченна множина. 

Зображення 

 Г —m nf : B ⋅→  (1) 

це функція, де Г — поле зору (множина піксе-
лів); В — скінченна множина значень яскравос-
тей, яких набувають пікселі. 

У праці [8] запропоновано визначати від-
стань між зображеннями, користуючись метри-
кою Хаусдорфа, але при наявності шумів вона 
не є задовільною. Тому використовується ев-
клідова відстань між елементами множини U 
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Отже, задача полягає в знаходженні таких 
параметрів об’єкта 1( ,. . ., )na a (для кола — радіу-

са і центра), що зображення 1( ,.. ., ):nf a a  
m nГ B ⋅→  з множини U, згенероване за описа-

ними правилами та цими параметрами, буде 
найближчим у розумінні відстані (2) до вхідно-

го зображення ,f  тобто 1( ,. . ., ): ( , )nf a a f  fρ →  

min.→  

Субпіксельне оцінювання центра і радіуса 
об’єкта 

При заданій постановці задачі можна дуже 
швидко провести оцінювання положення центра 
та значення радіуса для кола за його зображен-
ням. Основою процедури є метод центра мас. 

Знаходження положення центра. Метод 
центра мас адаптований таким чином: у ролі 
маси виступають значення яскравостей піксе-
лів. У випадку кола центром мас є його центр. 
Саме такий метод задовольняє постановку за-
дачі та дає змогу швидко (час пропорційний 
кількості пікселів) визначити положення цен-

тра кола. Отже, положення центра обчислю-
ється за формулою 
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де m n×  — розмір зображення в пікселях; 
( , )b i j  — яскравість пікселя з індексами ( , );i j  d  — 

розмір пікселя (піксель вважається квадрат-
ним). Цей метод підходить для визначення 
центра еліпса та є стійким до наведених вище 
викривлень. 

Оцінювання радіуса кола. Пропонуються 
два методи для оцінювання радіуса кола. Пер-
ший базується на тому, що в чотирьох напрям-
ках від знайденого центра кола (вгору, вниз, 
вправо та вліво) його границя проходить на 
однакових відстанях. Знаходиться такий радіус, 
який найкраще задовольняє цю умову. Але та-
кий підхід нестійкий до шумів, що можуть змі-
нити положення перепадів або додати ще кіль-
ка “хибних” перепадів. Розв’язувати цю про-
блему можна, розглядаючи більше ніж чотири 
напрямки, але тоді збільшується час на вико-
нання алгоритму. Тому було розроблено ін-
ший, стійкий до шумів, алгоритм підрахунку 
радіуса. Оцінка проводиться за таким співвід-
ношенням: 
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де r  — радіус кола; maxb  — максимальне зна-

чення яскравості пікселя. Обчислення радіуса і 
центра кола ведуться одночасно, що приско-
рює процедуру. 

Всі методи було реалізовано програмно та 
досліджено на прикладах. 

Визначення похибки оцінювання 

Похибкою оцінювання ε  є величина, яка 
дорівнює абсолютному значенню відхилення | |:е  

 2 2( ) ( ) ,c c c cx x y yε = − + −  (5) 

де ( , )с с сx y=r  — оцінка вектора центра кола; 

( , )c с с= x yr  — дійсне положення центра кола. 
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Даний метод дає можливість отримати по-
хибку ,ε  меншу за d, тобто меншу за розміри 
пікселя (субпіксельне оцінювання). 

Механізми виникнення помилок при оцінюван-
ні. Основними причинами виникнення похибки 
є наявність шумів та дискретизація  зображення. 
Основними факторами при оцінюванні похибки 
є розмір пікселя (просторове квантування) та 
глибина кольору (квантування сигналу за рів-
нем). При нескінченній точності передачі яскра-
вості пікселя та нескінченно малому розмірі пік-
селя похибка, що задається формулою (5), пря-
мує до нуля. Оцінити розмір помилки аналітично 
досить складно, тому було розроблено метод для 
чисельної оцінки описаної помилки. 

Формування статистичної вибірки. Для 
оцінювання похибки потрібно згенерувати по-
слідовність зображень із заданими значеннями 
радіуса і глибини кольору та з різними коор-
динатами центра, а також визначити описаним 
методом центр кола на згенерованому зобра-
женні та обчислити похибку (5) явно. При та-
кому підході доцільно генерувати вибірку із зо-
бражень з центром, що лежить тільки в 1/4 час-
тині пікселя та надається генератором випад-
кових чисел (на похибку впливають також “хиб-
ні” перепади). Адже дзеркальні відображення 
відносно осей симетрії пікселя не змінюють 
похибку (тому при центрі кола в точках O1—O3 
похибка така ж, як і в точці O). При зсуві на 
піксель вздовж осей зображення похибка також 
не змінюється (тому при центрі кола в точках 
O4—O8 похибка така ж, як і в точці O) (рис. 1). 
Отже, вказана вибірка є показовою. 

Визначення яскравості пікселів. При гене-
руванні цифрового зображення яскравість пік-
селя ( , )i j  обчислюється за формулою 

 max 2( ) ,
S

b i, j b
d

=  (6) 

де maxb  визначається глибиною кольору на зо-

браженні; S  — площа пікселя, що покрита ко-
лом (рис. 2). 

Площа S  обчислюється за формулою 

 { }( )
Г

,
x,y A

S = І dxdy∈∫∫  (7) 

де Г ( ) ( ) ( , ( 1)) ( , ( 1))x, y | x, y di d i dj d j= { ∈ + × + }  — 

область, що задає внутрішність пікселя з індек-
сами ( , );i j  d  — розміри пікселя; A  — область, 

що задає фігуру, зображення якої генерується; 

у випадку кола { 2 2( , ) ( ) ( )c cA x y | x x y y= − + − ≤  

}r≤ де ( , )c cx y  — центр кола; r  — радіус кола. 

На рис. 3 наведено приклад згенерованого 
зображення для радіуса і глибини кольору, де 
число означає яскравість відповідного пікселя. 
Для цього зображення значення помилок, отри-
мані за допомогою розробленого методу, такі: 
мінімальна — 0 розмірів пікселя, максимальна — 
0,0042 розмірів пікселя, середня — 0,0022 роз-
мірів пікселя. 

Для статистичної оцінки похибки, що ви-
никає при визначенні центра кола заданого ра-
діуса, треба згенерувати близько 100 зображень 
з різними положеннями центра в області D 
(див. рис. 1). Для прискорення генерування зо-
бражень розроблений метод базується на вра-
хуванні дискретності зображень та кількох не-
складних міркуваннях. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 2. Частина пікселя, покрита колом (пропорційна пло-

щі S ), визначає його яскравість 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 1. Область для значень координат центра згенеровано-

го кола при визначенні похибки оцінювання при 
фіксованих радіусі та глибині кольору; O — центр 
згенерованого кола; O1—O8 — точки, для яких по-
хибка оцінювання така ж, як і для точки O; D — об-
ласть, з якої беруться координати центра кола 
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По-перше, пікселі ( , ),i j  центр яких знахо-

диться не далі від центра кола, ніж 2 ,r d−  

мають максимальну яскравість за формулою 
(10), бо повністю покриті колом (рис. 4). 

На рис. 4 пікселі ( , ),i j  центр яких знахо-

диться не далі від центра кола, ніж 2 ,r d−  

мають максимальну яскравість за формулою, 
бо повністю покриті колом. Пікселі, центр 
яких знаходиться далі від центра кола, ніж 

2 ,r d+  мають яскравість 0, бо зовсім не по-

криті колом. Яскравість в інших пікселях треба 
обчислити. 

Отже, при генеруванні зображення зали-
шається обчислити яскравість для пікселів 
( , ),i j  які задовольняють умову 
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де ( , )i j  — індекси пікселя; d  — розміри піксе-
ля (вважається, що піксель квадратний); 
( )c cx , y  — положення центра кола на зобра-

женні; r  — радіус кола. 

При обчисленні площі фігури, що накри-
ває піксель з індексами ( , ),i j  використовується 

дискретність зображення. Нехай зображення є 
градаціями сірого і на один піксель виділяється 
n біт. У цьому випадку значення яскравості пік-
селя може набувати значень від 0 до 2 1n −  за-
лежно від частини пікселя, що накрита фігу-
рою. Тому вираз для чисельного підрахунку 
накритої фігурою площі для пікселя з індекса-
ми ( , )i j  можна оцінити сумою Дарбу: 
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Оцінкою для яскравості пікселя із враху-
ванням дискретності є такий вираз: 
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Ця величина набуває значення, яке дорівнює 
кількості квадратиків, на центр яких попадає 
фігура (рис. 5). Кожен такий піксель розбива-
ється на n × n однакових квадратиків. 

Похибка знаходження положення центра 
кола визначається статистичною обробкою ви-
бірки. Середньою похибкою для даного радіуса 
вважаємо середню за вибіркою, максимальною 
і мінімальною — відповідно максимальну та 
мінімальну вибіркову. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 3. Приклад згенерованого зображення для радіуса, що 

дорівнює 5,0 пікселів, і глибини кольору 1 байт 
(максимальне значення яскравості пікселя 255) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4. Відповідність яскравості пікселів і їх розміщення 
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Результати обчислень і порівняння із стохас-
тичною похибкою 

На основі розроблених алгоритмів було 
написано “Програмне забезпечення”, яке про-
тестовано на багатьох прикладах. Час роботи 
розробленого алгоритму О(n). Результати моде-
лювання наведено на рис. 6. 

У праці [9] на основі стохастичної моделі 
формування зображення (без врахування ефек-
тів квантування) отримано формулу для похиб-
ки оцінювання положення центра кола: 
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де xm  і ym  — розміри світлочутливого елемен-

та матриці (пікселя) по осях x і y, відповідно; 

um  — величина граничної освітленості; ix  і iy  — 

координати i-го елемента матриці; iu  — яскра-

вість, зафіксована в i-му елементі матриці зні-

мальної камери; i
i

i
i

u
p

u
=
∑

 — відносна освіт-

леність i-го елемента; u i

u i
i

m

m∑
 — відношення 

шум/сигнал. 
Для порівняння побудовано за наведеною 

формулою графік залежності похибки від раді-
уса в пікселях (відношення радіуса до розмірів 
пікселя) та графік похибки, розрахованої за 
розробленим у статті методом (див. рис. 6). 
Початкова точка вимірювання — 1 (розміри од-
ного пікселя). З графіка видно, що “фактична” 
похибка набагато менша за теоретичну похибку, 
а отже, розроблений метод є більш точним. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 5. Чисельний підрахунок площі частини кола, що на-

криває піксель; − — даний квадратик вважається не 
накритим, + — накритим 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                             а                                                                                     б  

Рис. 6. Порівняльні графіки для обчислення похибок теоретичним і розробленим методами (а): × — лінія похибки оціню-
вання, що виникає при обчисленні параметрів об’єктів за методом, розробленим у даній статті; • — теоретична по-
хибка; б — збільшений фрагмент з а 
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Висновки 

Розроблений метод визначення центра і 
радіуса симетричних об’єктів за зображеннями, 
отриманими космічною зйомкою, дав можли-
вість вперше врахувати вплив просторового 
квантування при формуванні цифрового зо-
браження. За цим методом отримано результа-
ти, які мають похибку оцінювання, меншу за 
розміри одного пікселя (субпіксельне оціню-
вання). Програмна реалізація і порівняння з 
відомими підходами показали, що даний метод 
є не лише точнішим, але теоретично та прак-

тично швидшим. Дослідження похибки оціню-
вання також засвідчили, що вона залежить від 
параметрів зйомки та об’єктів. 

Задача визначення центра кола є актуаль-
ною і має своє продовження: необхідно буде 
повністю врахувати вплив шумів, для чого по-
винна проводитись характеризація та оціню-
вання оптичних викривлень (підрахунок оп-
тичної передатної функції (ОПФ)) при форму-
ванні зображення. Ці алгоритми допоможуть 
значно спростити та прискорити процес оброб-
ки цифрових зображень. 

 

 

И.Л. Макеенко, С.А. Смирнов, А.В. Сидоренко 

СУБПИКСЕЛЬНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ 
ОБЪЕКТОВ ПО АЭРОКОСМИЧЕСКИМ СНИМКАМ 

Исследован метод центра тяжести для нахожде-
ния характеристик симметричных объектов на 
цифровых изображениях. Оценки имеют ошибку, 
меньшую, чем размеры пикселя (субпиксельная 
точность). Показано, что метод является не толь-
ко более точным, чем аналоги, но и более быст-
рым. Полученные результаты дают возможность 
оценить оптимальные размеры тест-объектов 
для калибровки космических сканеров, а также 
параметры дефокусировки для перспективных 
звездных камер. 

I.L. Makeyenko, S.A. Smirnov, A.V. Sidorenko  

ESTIMATION OF SUBPIXEL OBJECT’S PA-
RAMETERS USING THE DIGITAL SPACE IM-
AGES 

In this paper, we study the method of center gravity 
for determining the characteristics of symmetric ob-
jects on digital images. Moreover, an estimate error 
is less than the size of one pixel (subpixel accu-
racy). We show that this method is not only more 
precise, but also more rapid than other methods. 
Specifically, the research results allow estimating 
an optimum size of the test objects for calibration of 
space scanners and parameters of defocusing for 
the star chambers of orientation sensors. 
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