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УДК 517.98 

М.О. Качановський 

ФОРМУЛИ ТИПУ КЛАРКА—ОКОНА В МАЙКСНЕРІВСЬКОМУ АНАЛІЗІ БІЛОГО ШУМУ 
ДЛЯ НЕДИФЕРЕНЦІЙОВНИХ ЗА ХІДОЮ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН 

Clark—Ocone type formulas allow presenting square integrable and differentiable by Hida chance quantities as sto-
chastic integrals of some random processes as well as reconstructing a chance quantity by its Hida derivative. These 
formulas can be used in the stochastic analysis and in the financial mathematics. This paper aims to significantly ex-
tend a class of chance quantities, for which the Clark—Ocone type formulas in the Meixner white noise analysis can 
be applied. To this end, by employing the methods of the infinite-dimensional analysis as well as the theory of gener-
alized functions, we show that the condition of differentiability by Hida in the classical sense when building the 
Clark—Ocone type formulas is actually not necessary at all. Hence applying Clark—Ocone type formulas is possible 
for square integrable by the generalized Meixner measure, but not differentiable by Hida chance quantities. 

Вступ 

Формула Кларка—Окона [1, 2] для подан-
ня випадкової величини через стохастичні інтег-
рали та її узагальнення, які ми будемо називати 
формулами типу Кларка—Окона, застосовуються 
у стохастичному аналізі та фінансовій матема-
тиці [3—7]. Незважаючи на те, що на сьогодні 
побудовано різного роду варіанти таких фор-
мул на різноманітних просторах з використан-
ням неоднакових стохастичних похідних та ін-
тегралів по різних випадкових процесах і мірах 
[3—11], задача побудови формул такого типу з 
метою задовольнити вимоги застосувань зали-
шається важливою та актуальною. 

Опишемо кілька типових прикладів. У [10] 
отримано формулу типу Кларка—Окона, яка 
пов’язана з процесом Леві та містить стохастич-
ні інтеграли по вінерівському процесу і за 
компенсованою пуассонівською випадковою 
мірою. У [6] запропоновано інший підхід до 
побудови такої формули. Він базується на роз-
кладі Нуаларта—Скоутенса [12]. Зараз формула 
містить стохастичні інтеграли по спеціальних 
випадкових процесах. В [11] автор отримав фор-
мули типу Кларка—Окона, пов’язані з так зва-
ним узагальненим процесом Майкснера [13], 
який залежно від параметрів може ставати ві-
нерівським, пуассонівським, гамма-процесом 
тощо і за певних умов є процесом Леві (заува-
жимо, що в [11] використовуються лише без-
посередні узагальнення класичних стохастич-
них похідної та інтеграла, а запропонований 
підхід, відповідно, істотно відрізняється від 
підходів у [6, 10]). При цьому однією з умов 
для випадкової величини, для якої будуються 
формули типу Кларка—Окона, є природна, але 
доволі обмежувальна диференційовність за Хі-

дою у класичному розумінні. Отже, важливим 
завданням є модифікація схеми [11], яка дасть 
можливість відмовитися від цієї умови. 

Постановка задачі 

Метою роботи є модифікація запропоно-
ваної автором в [11] схеми побудови формул 
типу Кларка—Окона для квадратично інтегров-
них випадкових величин у майкснерівському 
аналізі білого шуму, яка дасть змогу застосову-
вати ці формули до недиференційовних за Хі-
дою випадкових величин. 

Попередні відомості 

Спочатку нагадаємо вигляд класичної фор-
мули Кларка—Окона. Позначимо через D  прос-
тір Шварца нескінченно диференційовних дійс-
но-значних функцій на : [0, )R+ = +∞  з компакт-

ними носіями; через D′  дуальний до D  прос-
тір узагальнених функцій; через ,R  C  та N  
відповідно позначатимемо множини дійсних, 
комплексних і натуральних чисел, покладемо 
також : {0}.Z N+ = ∪  Нехай μ  — стандартна гаус-

сівська міра на ( , ( ))D C D′ ′  (тут і нижче ( )C D′  — 

породжена циліндричними множинами σ-ал-
гебра на D′ ). Добре відомо (див., наприклад, 
[1, 2]), що будь-яка квадратично інтегровна за μ 
та диференційовна за Хідою комплексно-знач-
на функція F  на D′  може бути подана у виг-
ляді 

 ,t t tF EF E FdW= + ∂∫  (1) 

де E  позначає математичне сподівання; tE  — 

умовне математичне сподівання відносно пов-
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ної σ-алгебри, породженої вінерівським проце-
сом W  до моменту часу ;t  .F∂  — похідна Хіди 

;F  ( ) tt dWο∫  — стохастичний інтеграл Іто по 

.W  Формула (1) називається формулою Клар-
ка—Окона. Як відомо [3, 4], вона зберігається 
(з точністю до зрозумілих модифікацій) у ви-
падку, коли замість гауссівської міри викорис-
товується пуассонівська. 

Визначення узагальненої міри Майкснера μ, 
яка є мірою майкснерівського білого шуму 
(похідної узагальненого процесу Майкснера у 
сенсі узагальнених функцій), наведене з деталь-
ними поясненнями в [13] (див. також [14]). 
Оскільки воно є громіздким і не буде безпосе-
редньо використовуватись у цій статті, обмежи-
мось зауваженням, що μ — ймовірнісна міра на 
( , ( )),D C D′ ′  яка залежить від двох параметрів — 

комплексно-значних функцій на ,R+  добуток 

яких є обмеженою функцією : .R R+ +η →  За-

лежно від параметрів μ  може ставати гауссів-

ською чи пуассонівською мірою ( 0),η =  гамма-

мірою ( 1)η =  тощо. 

Нехай 2 2( ) : ( , )L L D′= μ  — простір комплекс-

но-значних квадратично інтегровних за μ функ-
цій на .D′  Позначимо через ⊗  симетричний 
тензорний добуток; через нижній індекс C  — 
комплексифікації просторів; через ,〈⋅ ⋅ 〉  — спа-

рювання між елементами D′  і ,D  породжене 

скалярним добутком у просторі 2( )L R+  квадра-

тично інтегровних за мірою Лебега функцій (це 
позначення буде збережене для тензорних до-
бутків і комплексифікацій просторів). У [13] 
показано, що в 2( )L  є ортогональними певні 

узагальнені поліноми Аппеля (тобто поліноми 
з твірною функцією вигляду ( )exp{ , ( ) })xγ λ 〈 α λ 〉  

( )( ), ,n
nP x f〈 〉  ,x D′∈  ( ) ,nnP x D ⊗′∈  ( ) ,n n

Cf D⊗∈  

.n Z +∈  Визначимо (дійсні, тобто білінійні) ска-

лярні добутки на ,nCD⊗  поклавши для ( ),nf  

( )n n
Cg D⊗∈  

( ) ( ) ( ) ( )1
, : ( ), ( ), ( ).

!
n n n n

ext n nD
f g P x f P x g dx

n ′
〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 μ∫   

З результатів [13] випливає, що 
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1
1 2

1 1

...1 1 1

1 1

1 1

1

, , : 1,.. ., , . . . , 1 1

.. .

( )
1 1

... .. .

( )
1 1

!

. . . !. . . !

( ,. . . , ,. . . , ,. . ., ,. . . ,

,. . . , )

( ,. . . , ,. . .,

k
j j k

k k

s sk

k k

k

s s
k l s N j k l l l k k

l s l s n

n
s sR

l l

s s s s

l

n

l

n

l l s s

f t t t t

t t

g t t

+ +
+

∈ = > > >

+ + =

+ + + +

= ×

×

×

×

∑

∫

1 1

1

1 1

1 1 2 2

1 1 1 2

1 1 1 1

... . . .

1 1 1 1
1 1

1 1
... 1 ... 1 .. .

,. . . , ,. . . ,

,. . ., )

( ). .. ( ) ( ). .. ( ). ..

( ). .. ( ) . ..

k k

k

k k

k k k

s s

l

s s s s

l

l l l l
s s s s

l l
s s s s s s

t t

t t

t t t t

t t dt dt
−

+ + + +

− − − −
+ +

− −
+ + + + + + +

×

× η η η η ×

× η η

 
(2) 

Таким чином, наприклад, для 2n =  (2),f〈  
(2) (2) (2) (2) (2), ( , ) ( , ) ( ) .ext R

g f g f t t g t t t dt
+

〉 = 〈 〉 + η∫  

Нехай | |ext⋅  є нормою на ,nCD⊗  що відпові-

дає скалярному добутку , ,ext〈 ⋅ ⋅ 〉  тобто | |ext⋅ =  

, .ext= 〈 ⋅ ⋅ 〉  Позначимо через ( )n
extH  гільбертів 

простір, який є класичним поповненням n
CD⊗  

за цією нормою (зокрема, (0) ,extH C=  (1)
extH =  

2( ) ).CL R H+= ≡  Зауважимо, що простір ,nH ⊗  

\ {1}n N∈  можна розуміти як власний підпрос-

тір ( )n
extH  [14]. Якщо 0η =  (гауссівський та пуас-

сонівський випадки), ( ).n n
extH H⊗ =  

Для ( ) ( ),n n
extF H∈  n Z +∈  визначимо (уза-

гальнений) поліном ( ) ( ) 2( ), , ( )n n
n nP F P F L〈 ⋅ 〉 ≡ 〈 〉 ∈  

таким чином: ( ) 2 ( ), : ( ) l im , ,n n
n n kk

P F L P f
→∞

〈 〉 = − 〈 〉  де 

( )n n
k Cf D⊗∈  та ( ) ( )n n

k k
f F

→∞
→  в ( ).n

extH  Неважко по-

бачити [13], що поліноми ( ), ,n
nP F〈 〉  ( ) ( ),n n

extF H∈  

n Z +∈  утворюють ортогональний базис в 2( ):L  

будь-яке 2( )F L∈  можна подати у вигляді 

 ( ) ( ) ( )

0

, , ,n n n
n ext

n

F P F F H
∞

=
= 〈 〉 ∈∑  (3) 
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з нормою 2
2 ( ) 2

0( )
|| || ! | | .n

extnL
F n F

∞
=

= < ∞∑  

За аналогією із гауссівським аналізом ви-
значимо узагальнений процес Майкснера на 
( , ( ), ),D C D′ ′ μ  поклавши для кожного t R+∈  

2
1 [0, ): ,1 ( ),t tM P L= 〈 〉 ∈  тут 1 ( )B y  є індикатором 

події { }.y B∈  Коротко нагадаємо визначення 

розширеного стохастичного інтеграла по M  
(див. детальніше в [14]). Нехай 2( ) .G L H∈ ⊗  З 

наведеного вище випливає, що G  можна наве-
сти у вигляді 

 ( ) ( ) ( )

0

() , , ,n n n
n ext

n

G P G G H H
∞

⋅ ⋅
=

⋅ = 〈 〉 ∈ ⊗∑  (4) 

з нормою 2 ( )
2 ( ) 2

0( )
|| || ! | | .n

ext

n
nL H H H

G n G
∞

⋅=⊗ ⊗
= < ∞∑  

Для кожного ядра ( )nG⋅  визначимо елемент 
( ) ( 1)n n

extG H +∈  таким чином. Розглянемо представ-

ника (функцію) ( ) ( )n ng G⋅ ⋅∈  такого, що 
( )

1( ,.. ., ) 0,n
t ng t t =  якщо існує {1,.. ., }j n∈  таке, 

що .jt t=  Нехай ( )nG  — клас еквівалентності 

в ( 1),n
extH +  породжений симетризацією ( )ng⋅  за 

1n +  змінною. У [14] доведено коректність 

цього визначення та оцінку ( )| |n
extG ≤  

( )
( )| | .n

ext

n
H H

G⋅ ⊗
≤  

Для 2( )G L H∈ ⊗  з ( ) 2
0
( 1)! | |n

extn
n G

∞
=

+ < ∞∑  

визначимо розширений стохастичний інтеграл 
по M  

 ( ) 2
1

0

( ) : , ( ).n
t n

n

G t dM P G L
∞

+
=

= 〈 〉 ∈∑∫  (5) 

У [14] встановлено, що він є розширенням сто-
хастичного інтеграла Іто по .M  У випадках, 
коли μ є гауссівською чи пуассонівською мі-
рою, інтеграл (5) збігається з класичним роз-
ширеним стохастичним інтегралом Скорохода. 

Насамкінець нагадаємо поняття стохастич-
ної похідної Хіди в аналізі, пов’язаному із уза-
гальненою мірою Майкснера (див. детальніше в 
[14, 15]). Спочатку зауважимо, що будь-яке 

( ) ( ),n n
extF H∈  n N∈  можна розглядати як еле-

мент ( )( )nF ⋅  простору ( 1) ,n
extH H− ⊗  при цьому 

( 1)
( ) ( )| ( )| | |n

ext

n n
extH H

F F− ⊗
⋅ ≤  [14]. Нехай 2( )F L∈  виг-

ляду (3) є такою, що ( 1)
( ) 2

0
! | ( )| n

ext

n
n H H

n n F −

∞
= ⊗

⋅ <∑  

.< ∞  Визначимо стохастичну похідну Хіди 
( ) 2

11
: , () ( ) .n

nn
F n P F L H

∞
⋅ −=
∂ = 〈 ⋅ 〉 ∈ ⊗∑  

Також з [14] відомо, що розширений сто-
хастичний інтеграл та стохастична похідна Хіди 
є спряженими один до одного і, зокрема, замк-
неними операторами. 

Формули типу Кларка—Окона 

Нехай 2( )F L∈  диференційовна за Хідою і 

така, що ядра ( )nF  з розкладу (3) належать 

просторам ( ).n n
extH H⊗ ⊂  Неважко зрозуміти 

[11], що формула Кларка—Окона в цьому ви-
падку має вигляд (1) (інтегрування здійснюєть-
ся по узагальненому процесу Майкснера M ). 
Загальний випадок (ядра ( ) ( )n n

extF H∈ ) є значно 

складнішим. Справді, як показано в [11], 
2( )F L∈  можна подати у вигляді F EF= +  

( ) tG t dM+ ∫  з 2( ) ,G L H∈ ⊗  лише якщо 

∗ для кожного \ {1}n N∈  ядро ( ) ( )n n
extF H∈  

з розкладу (3) для F  має представника ( )nf ∈ 
( )nF∈  з такою властивістю: ( )

1( ,. . . , ) 0,n
nf t t =  

якщо для кожного {1,.. ., }i n∈  існує {1,.. .,j ∈  

} \ { }n i  таке, що .i jt t=  

Але навіть коли ця умова виконана для 
диференційовної за Хідою 2( ),F L∈  формула 

(1) узагалі не може бути отримана. Одним із 
можливих шляхів одержання аналогу цієї фор-
мули є такий. Нехай для \ {1}n N∈  1( ,.. ., ),n nh t t  

1,.. . ,t  nt R+∈  є симетризацією 
1 2 1{ , ,. . ., }1

n n n nt t t t t t−≠ ≠ ≠  

за всіма t⋅  (тут 1B  — індикатор події B), 

: ,n nh nh=  1 1.h ≡  Для ( ) ( ) ,n n
extG H H⋅ ∈ ⊗  ,n Z +∈  

нехай 
( )

( ) 1
1

1 1

( ,. . . , )
( ,. . . , ) : ,

( ,. . . , , )

n
n n

n
n n

G
G

h
⋅

⋅
+

⋅ ⋅
⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ ⋅
 якщо для 

цього набору аргументів 1 1( ,..., , ) 0n nh + ⋅ ⋅ ⋅ ≠  і 
( )

1( ,..., ) 0n
nG⋅ ⋅ ⋅ =   в іншому випадку. Далі визна-

чимо лінійний неперервний оператор A  в 
2( ) ,L H⊗  поклавши для 2( )G L H∈ ⊗  вигляду (4) 

 ( )

0

( )() : , .n
n

n

AG P G
∞

⋅
=

⋅ = 〈 〉∑  (6) 
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В [11] доведено, що якщо 2( ),F L∈  дифе-

ренційовна за Хідою та задовольняє умову (*), 
виконується подання 

 ( )( ) ,t t tF EF A FdM EF A F t dM⋅= + ∂ ≡ + ∂∫ ∫  (7) 

яке є формулою типу Кларка—Окона. 
Розглянемо ще один варіант формули типу 

Кларка—Окона, який, на відміну від (7), є пря-
мим узагальненням класичної формули (1). 
Для n N∈  і 1, ,. . . , nt t t R+∈  покладемо , 1( ,. . . ,n t tχ  

) 1,nt =  якщо всі однократні ,it  {1,.. ., }i n∈  

(тобто такі, для яких не існує j it t=  з 

{1,. . . , } \ { }),j n i∈  менші за ,t  і , 1( ,. . . , ) 0n t nt tχ =  

в іншому випадку; 0, 1.tχ ≡  Для кожного t R+∈  

визначимо лінійний неперервний оператор tE  

в 2( ),L  поклавши для 2( )F L∈  вигляду (3) 

 ( )
,

0

: , .n
t n n t

n

E F P F
∞

=
= 〈 χ 〉∑  (8) 

Також в [11] доведено, що якщо 2( ),F L∈  

диференційовна за Хідою та задовольняє умову 
(*), отримуємо рівність 

 ,t t tF EF E FdM= + ∂∫  (9) 

яка є формулою типу Кларка—Окона. У гауссів-

ському та пуассонівському випадках tE  є опе-

ратором умовного математичного сподівання 
відносно повної σ-алгебри, породженої відпо-
відно вінерівським і пуассонівським процесами 
до моменту часу ,t  і, таким чином, (9) є кла-
сичною формулою Кларка—Окона (1). 

З метою позбутися умови диференційов-
ності за Хідою F  у (7) і (9) зручно використа-
ти найпростіший варіант так званого регуляр-
ного параметризованого оснащення 2( )L  [16]. 

Визначимо простір основних функцій 2
1( )L ⊂  

2( )L⊂  як гільбертів простір (класів) функцій 

:F D C′ →  вигляду (3), для яких 2
1

2
( )

|| ||
L

F =  

( ) 2
0

!2 | | .n n
extn

n F
∞
=

= < ∞∑  Нехай 2
1( )L −  — спря-

жений до 2
1( )L  відносно 2( )L  гільбертів прос-

тір узагальнених функцій, він складається з 
формальних рядів вигляду (3) з нормами

2
1

2 ( ) 2
0( )

|| || !2 | | .n n
extnL

F n F
−

∞ −
=

= < ∞∑  Відомо [15], 

що похідну Хіди ⋅∂  можна продовжити до лі-

нійного неперервного оператора, що діє з 2( )L  

у 2
1( ) .L H− ⊗  Далі легко помітити, що A  мож-

на визначити за формулою (6) як лінійний не-
перервний оператор у 2

1( ) ;L H− ⊗  і для кожно-

го t R+∈  tE  можна визначити за формулою (8) 

як лінійний неперервний оператор в 2
1( ) .L −  

Лема  1.  Нехай 2( ).F L∈  Тоді A F⋅∂ ∈  
2( ) .L H∈ ⊗  

Використовуючи визначення стохастичної 
похідної, операції  та формулу (2), безпосеред-
нім підрахунком можна встановити оцінки 

( 1)
( ) 2 ( ) 2| ( ) | | | ,n

ext

n n
extH H

nF n F− ⊗
⋅ ≤  ,n N∈  за допомо-

гою яких отримуємо 2 2( ) ( )
|| || || || ,

L H L
A F F⋅ ⊗
∂ ≤ < ∞  

звідки і випливає потрібне. 

Лема  2.  Нехай 2( ).F L∈  Тоді E F⋅ ⋅∂ ∈  
2( ) .L H∈ ⊗  

Використовуючи визначення стохастичної 
похідної, визначення , ,n tχ  формулу (2) та той 

факт, що для симетричної інтегровної функції 

: ,kg R R+ →  маємо 1 2 10 0 0
... ( ,..., )k kdt dt dt g t t

∞ ∞ ∞
=∫ ∫ ∫   

1 1

1 2 10 0 0
. . . ( ,. . . , ),

t t

k kk dt dt dt g t t
∞

= ∫ ∫ ∫  безпосереднім 

підрахунком можна встановити оцінки 

( )
( 1) 2 ( 1) 2

,( 1) | ( ) | | | ,n
ext

n n
n extH H

n F F+ +
⋅ ⊗

+ ⋅ χ ≤  n Z +∈  (як-

що F  задовольняє умову (*), у цих виразах 
виконуються рівності). За допомогою цих оці-

нок отримуємо 2 2( ) ( )
|| || || || ,

L H L
E F F⋅ ⋅ ⊗
∂ ≤ < ∞  звід-

ки і випливає потрібне. 
Наслідком цих лем та результатів [11] є 
Теорема. Нехай 2( )F L∈  та задовольняє 

умову (*). Тоді справедливі формули типу Клар-
ка—Окона (7) і (9), підінтегральний процес в 

яких є елементом 2( ) .L H⊗  Більше того, нехай 

замість умови (*) F  задовольняє таку умову: 
для кожного \ {1}n N∈  ядро ( ) ( )n n

extF H∈  з роз-

кладу (3) для F  має представника ( ) ( )n nf F∈  з 

такою властивістю: ( )
1( ,. . ., ) 0,n

nf t t =  якщо існу-

ють , {1,.. . , },i j n∈  i j≠  такі, що 1max{ ,..., }nt t =  
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.i jt t= =  Тоді ,E F E F⋅ ⋅ ⋅ ⋅∂ = ∂  де E⋅  є оператором 

умовного математичного сподівання відносно 
повної σ-алгебри, породженої узагальненим 
процесом Майкснера M  до моменту часу ,⋅  
тобто формула (9) набуває класичного вигляду 

 t t tF EF E FdM= + ∂∫  (10) 

(властивості E⋅  дають змогу використати сто-

хастичний інтеграл Іто по M ). І навпаки, як-
що 2( )F L∈  можна подати у вигляді (10), то F  

задовольняє наведену умову. 

Висновки 

У статті виконано модифікацію запропо-
нованої в [11] схеми побудови формул типу 
Кларка—Окона, яка дає можливість застосову-
вати ці формули до недиференційовних за Хі-
дою у класичному сенсі квадратично інтегров-
них випадкових величин у майкснерівському 
аналізі білого шуму. Це дало змогу значно 
розширити клас випадкових величин, до яких 
можна застосувати згадані формули. Формули 
типу Кларка—Окона на загальних параметризо-
ваних просторах основних та узагальнених функ-
цій будуть розглянуті в наступній статті. 
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