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УДК 539.3 + 534.1 

В.П. Легеза, Д.В. Легеза 

ОБҐРУНТУВАННЯ ЗАСТОСУВАННЯ КОТКОВИХ ГАСНИКІВ  
У РОЗШИРЕНОМУ ДІАПАЗОНІ ЧАСТОТ 

The paper defines constraints in the form of inequalities for the minimal value of the coefficient of sliding friction f  
between the interacting elements of roller dampers, which set the boundaries, where pure rolling of roller or ball in 
the spherical cavities of their bodies can be implemented. We analytically justify the use of roller dampers in a wide 
frequency range both at 

0
0 1,6< ω ≤  rad/s, and at 

0
1,6ω >  rad/s using as an example of roller and ball absorbers. 

Using the motion equations of the working bodies of absorbers under study and the kinematic response of the tie, we 
discover conditions for implementing the motion roller elements of damper without sliding. In addition, we define 
that these conditions are related to the coefficient of dry friction f  between the roller and spherical surface of the 

working body absorber and do not impose restrictions on the value of natural frequency 
0

ω  of the carrier body. 

Вступ 

У попередніх статтях [1—4] було побудова-
но теорію коткових гасників, які попередньо 
розроблені та нині застосовуються для віброза-
хисту гнучких конструкцій і висотних об’єктів 
(телевеж, радіощогл, витяжних труб, несучих 
стояків вітроелектростанцій тощо) у низькочас-
тотному діапазоні 0( 1,6 рад /с)ω <  та з велики-
ми амплітудами вимушених коливань (один—
три метри) [5—9]. Як з’ясувалося, їх практичне 
застосування є ефективним і в інших частотних 
діапазонах, а саме при 0 1,6 рад /сω >  (напри-

клад, при амортизації і поглинанні поздовжніх 
ударів окремих залізничних платформ та їх зче-
пів, облаштованих такими пристроями [10—16]). 

У запропонованій статті наведено обґрун-
тування використання коткових віброгасників 
та амортизаторів у розширеному діапазоні час-
тот. Як раніше вже було наголошено в [1, 2], 
функціонування вказаних гасників є ефектив-
ним при непроковзуванні їхніх коткових еле-
ментів відносно відповідних робочих повер-
хонь. У цьому випадку гасники підтримують 
потрібну частоту настроювання та повертають-
ся у вихідне до віброзбурення положення. 

У працях [1, 2] було виведено рівняння 
динаміки двох віброзахисних систем із котко-
вими гасниками: одна — з роликовим віброгас-
ником, друга — з кульовим. Використовуючи ці 
рівняння, можна визначити умови, які впли-
вають на реалізацію руху коткових елементів 
гасників без ковзання. А на основі цих умов 
показати, що такі гасники можна успішно за-
стосовувати і при 0 1,6 рад /с.ω >  

Постановка задачі 

Мета дослідження — визначити обмеження 
у вигляді нерівностей для величини мінімального 
коефіцієнта тертя ковзання f  між взаємодійни-

ми елементами коткових гасників, при якому 
можлива реалізація чистого кочення ролика або 
кулі по сферичних виїмках їхніх робочих тіл. 

Умови реалізації руху ролика без ковзання в 
роликовому гаснику 

Для віброзахисної системи із роликовим 
гасником (рис. 1) запишемо рівняння її руху 
під дією зовнішнього силового періодичного 
збурення 0( ) sin( )BF t F t= ω  із урахуванням дії 

сил в’язкого опору руху робочого тіла [1, 4]: 
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 1cos 2 (sin sign ).x R n R gηη = η + η + η + μ η  (2) 

Запишемо векторне рівняння руху робочо-
го тіла, в яке входить реакція кінематичної 
в’язі ( ; 0; ):X Z

B B BR R=R  

 3 3 3 3 3 1( ),Bm m g C= − − −V R k V V  (3) 

де 1 1 1( ;0; )x z=V  — лінійна швидкість центра 

мас несучого тіла; 3 3 3( ;0; )x z=V  — лінійна 

швидкість центра мас робочого тіла. 
Враховуючи роботу сил в’язкого опору демп-

фера 3,C  запишемо вираз 3 3 1( )C −V V  через не-
залежну координату η  (див. [1, 2, 5]): 
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 3 3 1 3 3( ) ( cos ;0; sin ).C C R C R− = − η η η ηV V   

На основі цього визначимо проекції реак-
ції кінематичної в’язі BR  на координатні осі 

OX  та OZ відповідно: 

 2
3 1 3[ ( cos sin )] cos ,X

BR m x R C R= − η η − η η − η η (4) 

 2
3 3 3( sin cos ) sin .Z

BR m R m g C R= η η + η η + + η η (5) 

Із використанням співвідношень (4) і (5) 
знайдемо вирази для проекцій реакції BR  в’язі 

на нормаль ( )sin ;0;cos= η ηn  та на дотичну 

( )cos ;0; sin= − η ητ  до сферичної поверхні ви-

їмки робочого тіла в точці .B  Після деяких пе-
ретворень дістанемо 

 2
3 1( ) ( cos sin ),N

B BR m g x R= = η + η + ηR n  (6) 

 
3 1

( )

( sin 2 cos ).
B BR

m g R n R x

τ

η

= =

= η + η + η − η

R τ
 

(7)
 

Запишемо умову непроковзування ролика 
відносно сферичної поверхні виїмки робочого 
тіла гасника: 

 | | | |,N
B BR f Rτ <  (8) 

де f  — коефіцієнт тертя ковзання в точці доти-

ку ролика та сферичної поверхні робочого тіла 
гасника. 

Підставивши вирази (6) 
і (7) у нерівність (8) та вра-
хувавши рівняння (2), вста-
новимо формулу для визна-
чення мінімально необхід-
ного коефіцієнта сухого тер-
тя f  ковзання, при якому 

забезпечується чисте кочен-
ня ролика по сферичній 
поверхні робочого тіла: 

   
| cos |

,
( , , , , )

g
f

z R nη

μ η
>

η η μ
    (9) 

де z — | (1 sin sign )g + μ η η +  
2( co s s inR+ η η + η η +

 2 sin ) |,nη+ η η  μ — коефі-

цієнт тертя у сферичному 
шарнірі ролика. 

Виконаємо числову 
оцінку величини коефіцієнта сухого тертя f  

для частоти власних коливань 0 2,5ω =  рад/с 
робочого тіла гасника із діапазону частот більш 
високих, ніж 0 1,6 рад /с.ω =  Інші параметри 

системи для числового експерименту було виб-

рано такими: 2,65 м;R =  10,26 с ;n −
η =  0,05;ν =  

10,03 с ;Xn −=  0,05;μ =  0 0,05 .F g=  

Із графіка на рис. 2 видно, що для 

0 1,6 рад /сω >  мінімальна величина коефіцієн-

та сухого тертя f  ковзання, яка необхідна для 

забезпечення чистого кочення ролика, дорів-
нює f =  0,071 і практично не відрізняється від 

величини коефіцієнта сухого тертя у сферич-
ному шарнірі ролика ( 0,05).μ =  Єдиною умо-

вою при цьому є така: .f > μ  Тому для цього 

гасника реалізація чистого кочення ролика ви-

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. Залежність величини коефіцієнта тертя ковзання f  

від часу , сT  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Принципова схема віброзахисної системи із роликовим гасником 
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значається тільки величиною коефіцієнта сухо-
го тертя μ  у сферичному шарнірі ролика, що і 

було очікуваним результатом. За рахунок його 
зменшення можна досягти зовсім незначних 
величин коефіцієнта тертя ковзання ,f  які за-

безпечують реалізацію чистого кочення ролика 
по сферичній виїмці робочого тіла гасника. 

Якщо не враховувати тертя у сферичному 
шарнірі ролика (тобто знизити його до нуля 

0),μ =  нерівність (9) перетвориться на таку: 

0.f >  У цьому випадку чисте кочення ролика 

по криволінійній поверхні робочого тіла гасни-
ка здійснюється при найменшому коефіцієнті 
тертя f  і не залежить від величини частоти 

власних коливань 0ω  несучого тіла. Це, в свою 

чергу, означає, що роликові гасники можна за-
стосовувати для віброзахисту несучих об’єктів 
не тільки у низькочастотному діапазоні, а і в 
інших діапазонах частот 0( 1,6 рад /с).ω >  

Умови реалізації руху кулі без ковзання у 
кульовому гаснику 

Запишемо рівняння руху віброзахисної си-
стеми із кульовим гасником (рис. 3) під дією 
зовнішнього силового періодичного збурення 

( )F t  із врахуванням сил в’язкого опору [2]: 
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При цьому частота власних коливань ро-
бочого тіла кульового гасника визначається та-

кою формулою: 0 ,
2

g

R
ω =  де ;R R r= −  R  — 

радіус сферичної виїмки; r  — радіус кулі. 
Визначимо формулу для величини міні-

мально необхідного коефіцієнта тертя ковзан-
ня, при якому можлива реалізація чистого ко-
чення кулі у сферичній виїмці несучого тіла у 
точці .D  При цьому врахуємо дію в’язких сил 
опору, які реалізуються повітряним демпфером 

3( 0).C ≠  

Запишемо векторне рівняння руху робочо-
го тіла, в яке входить реакція кінематичної 
в’язі :DR  

 3 3 3 3 3 1( ),Dm m g C= − − −V R k V V  (12) 

де 1V  — лінійна швидкість центра мас несучого 

тіла; 3V  — лінійна швидкість центра мас робо-

чого тіла. 
З рівняння (12) визначимо проекції реак-

ції кінематичної в’язі DR  на координатні осі 

OX  і OZ  відповідно: 
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Із використанням ви-
разів (13) і (14) знайдемо 
проекції реакції DR  в’язі 

на нормаль n  і на дотич-
ну τ  до сферичної поверх-
ні виїмки несучого тіла у 
точці .D  Після деяких пе-
ретворень отримаємо 
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Рис. 3. Принципова схема віброзахисної системи із кульовим  гасником 
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Запишемо умову непроковзування кулі від-
носно сферичної поверхні: 

 | | | |.N
D DR f Rτ <  (17) 

Підставимо вирази (15) і (16) у нерівність 
(17) та врахуємо рівняння (11). У результаті 
встановлюємо, що 0.DR τ =  Тоді формула для 

визначення мінімально необхідного коефіцієн-
та тертя, при якому забезпечується чисте ко-
чення кулі по сферичній поверхні несучого ті-
ла, буде мати такий вигляд: 

 0.f >  (18) 

Отже, при зроблених припущеннях 

2

1

0
m

m

⎛
→⎜⎜

⎝
 та 2

3

0 ,
m

m

⎞
→ ⎟⎟

⎠
 які мають місце в реаль-

них віброзахисних системах, чисте кочення кулі 
реалізується при довільному малому коефіцієнті 
сухого тертя 0f >  і не залежить від частоти 

власних коливань несучого тіла 0.ω  Це означає, 

що кульові гасники можна використовувати для 
віброзахисту несучих об’єктів не тільки у низь-
кочастотному діапазоні 0( 1,6 рад /с),ω <  а і в 

інших діапазонах частот 0( 1,6 рад /с).ω >  

Висновки 

У запропонованій статті на прикладі роли-
кових і кульових гасників аналітично обґрунто-
вано можливість використання коткових вібро-
гасників у широкому діапазоні частот як при 

00 1,6< ω ≤  рад/с, так і при 0 1,6ω >  рад/с. 
Ця можливість випливає із основної вимо-

ги, яка висувається при функціонуванні таких 
гасників: їхні коткові елементи мають рухатись 
відносно робочих тіл без ковзання. 

З використанням рівнянь руху робочих тіл 
досліджуваних гасників з реакцією кінематич-
ної в’язі знайдено зазначені умови реалізації 
руху коткових елементів гасників без ковзання. 
Як з’ясувалось, вони пов’язані з величиною 
коефіцієнта тертя ковзання f  між взаємодію-

чими тілами (котком і робочим тілом). Для ро-
ликового гасника ця умова зводиться до зрозу-
мілого й очікуваного обмеження на величину 
коефіцієнта тертя μ  у його шарнірі: .f > μ  Для 

кульового гасника зазначена умова є зовсім 
простою: 0.f >  При цьому знайдені умови не 

залежать від величини частоти власних коли-
вань 0ω  несучого тіла. 

Визначена величина коефіцієнта сухого 
тертя f  цілком може бути забезпечена виготов-

ленням котків із наявних недорогих матеріалів, 
а саме зі сталі, чавуну, залізобетону. 

Наступні наукові розвідки будуть направ-
лені на дослідження динамічної поведінки ре-
альних віброзахисних систем з котковими гас-
никами у розширеному діапазоні частот. 
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