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УДК 519.21 

 Б.М. Жураковський, О.В. Іванов 

ВЛАСТИВОСТІ ПЕРІОДОГРАМНИХ ОЦІНОК ПАРАМЕТРІВ ГАРМОНІЙНОГО                    
КОЛИВАННЯ В МОДЕЛЯХ РЕГРЕСІЇ З СИЛЬНОЗАЛЕЖНИМ ШУМОМ 

The problem of detection of  hidden periodicities is considered in the paper. In the capacity of useful signal model 
the harmonic oscillation observed on the background of random noise, that is a local functional of Gaussian strongly 
dependent stationary process is taken. For estimation of  unknown angular frequency and amplitude of harmonic 
oscillation periodogram estimator is chosen, for which sufficient conditions of asymptotic normality are obtained and 
limit normal distribution is found. To obtain the main result there were used limit theorems of random processes, 
weak convergence of a family of  measures to the spectral  measure of a regression function, etc. The novelty, com-
pared with the known results in the theory of  periodogram estimator in observation models on weakly dependent 
noise, is assuming that the random noise is a local functional of Gaussian strongly dependent stationary process. 

Вступ 

Виявлення прихованих періодичностей — 
це задача, яка має довгу історію, розпочату Ла-
гранжем у XVIII ст. [1]. 

У сучасному статистичному розумінні ви-
явлення прихованих періодичностей — це оці-
нювання невідомих амплітуд і кутових частот, 
взагалі кажучи, суми гармонічних коливань, 
що спостерігаються на фоні випадкового шуму, 
який маскує ці коливання. 

Існує велика бібліографія з цього питання, 
зокрема праці [2—7] та ін. До того ж з’яв-
ляються нові публікації на тему виявлення 
прихованих періодичностей, які стосуються 
різноманітних галузей знань, зокрема астроно-
мії [8, 9], фізики та геофізики [10—12], біології 
[13], кліматології [14] тощо. 

У статті задача виявлення прихованих пе-
ріодичностей розв’язується у випадку, коли 
одне гармонічне коливання спостерігається на 
фоні випадкового шуму, який є локальним  
функціоналом від гауссового стаціонарного 
процесу з сильною залежністю, а як оцінки 
невідомих параметрів вибрані періодограмні 
оцінки.  

У доведеннях використаний підхід статті [7], 
де розглядався випадок слабкої залежності ви-
падкового шуму. 

Постановка задачі  

Мета статті полягає в наведені достатніх 
умов асимптотичної нормальності консистент-
них періодограмних оцінок амплітуди та куто-
вої частоти гармонічного коливання в моделі 
спостереження із сильнозалежним випадковим 
шумом. 

Вихідні дані 

Нехай спостерігається випадковий процес 

 cos0 0( ) ( ),X t A t t= ϕ + ε   (1) 

де 0 00, ( , ), 0A > ϕ ∈ ϕ ϕ < ϕ < ϕ < ∞ , а відносно 

шуму ( )tε  припустимо таке: 

А1. 
1( ),t tε ∈R  є локальним функціоналом 

від гауссового стаціонарного процесу ( )tξ , тоб-

то 1( ) ( ( )), ( ),t G t G x xε = ξ ∈R  — борелева функ-

ція, причому 2(0) 0, (0)E Eε = ε < ∞ . 

А2. 
1( ),t tξ ∈R  є дійсним неперервним в 

середньому квадратичному вимірним стаціона-
рним гауссовим процесом із сильною залежніс-
тю, який визначено на ймовірнісному просторі 
( , , ), (0) 0F P EΩ ξ = . Припустимо також, що ви-

конується одна з двох умов: 
А3. Коваріаційна функція (к.ф.) процесу 

( )tξ  має вигляд ( ) (0) ( ) ( | | ) | | ,E t B t L t t −αξ ξ = =  
(0,1) ,α ∈  де ( ), 0L t t ≥ , — неспадна повільно-

змінна на нескінченності функція, 2 0( )E ξ =  
(0) 1.B= =  

A4. К.ф. процесу ( )tξ  має вигляд ( )B t =  
2 / 2co ,s (1 ) (0,1) , 0t t −α= ψ + α ∈ ψ >  — деяке чис-

ло, 0ϕ ≠ ψ . 

Припустимо, що для функції ( )G x ∈  
21 1/2 /2

2 , ( )( ), ( (2) ,) xxL x dx e− −ϕ∈ ϕ π=R  величини 

1( ) 0C G ≠  або 1 1 0, (( ) ) 0( ,)m mC G C G C G−= … = = ≠  

де ( ) ( ) ( ) , 0.( )k kC G G x H x x dx k
+∞

−∞

= ϕ ≥∫  Тоді число 

1m ≥  називають ермітовим рангом G. 
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Стосовно функції ()G ⋅  з умови А1 припус-

тимо, що  
В1. Виконано нерівність 1,mα >  де α — 

параметр к.ф. процесу ξ. 
Нам знадобиться результат, доведений у 

[15]. 
Лема 1. Якщо виконуються умови А1, А2, 

а також А3 або А4, то  

1

2

0

1
sup ( ) 0

T
i tE e t dt

T
− λ

λ∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟ε →
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
R

, .T → ∞  

Розглянемо функціонал  

 

2

0

2
(( ) ) .

T
i t

T
Q X t e dt

T
ϕϕ = ∫  (2) 

Періодограмною оцінкою частоти 0ϕ  назве-

мо таку випадкову величину (в.в.) [ , ]Tϕ ∈ ϕ ϕ , 

для якої 
[ , ]

ma( ) ( )xTT T
Q Q

ϕ∈ ϕ ϕ
ϕ = ϕ . 

Теорема 1. За умов леми 1 0

P

Tϕ →ϕ , .T → ∞  

При фіксованому ϕ  розглянемо поведінку 

при T → ∞  величини 

 

2

0

2
( ) ( )

T
i t

T
Q X t e dt

T
ϕϕ = =∫  

 cos
2 2

2
0 02

0 0

4
( )

T T
i t i tA te dt t e dt

T
ϕ ϕ

⎛
⎜= ϕ + ε +
⎜
⎝

∫ ∫
 

 cos0 0
0 0

2 ( ) .
T T

i t i tA Re te dt t e dtϕ − ϕ
⎞⎧ ⎫⎪ ⎪⎟+ ϕ ε⎨ ⎬⎟⎪ ⎪⎩ ⎭⎠

∫ ∫
 

(3) 

Оскільки cos 0
0

1
1

T
i tte dt

T
ϕϕ ≤∫ , то (в силу 

леми 1) 2 і 3-й доданки в правій частині (3) 
прямують до 0 при T → ∞  за ймовірністю. Має-
мо далі, при [ , ]ϕ∈ ϕ ϕ : 

 0
0

2
cos

T
i tte dt

T
ϕϕ =∫  

 

0 0

0

( ( )

0
0 0

0

)

0

,
)

1 1
,

( ( )

1
1, .

2

i T i T

i T

e e
i T i T

e
i T

ϕ−ϕ ϕ+ϕ

ϕ

⎧ − −+ ϕ ≠ ϕ⎪
ϕ − ϕ ϕ + ϕ⎪⎪= ⎨

⎪ − + ϕ = ϕ⎪
ϕ⎪⎩

 (4) 

З (3) і (4) випливає, що  

 2
0 0( ) , ,

P

T
Q A Tϕ → → ∞   (5) 

 ) ,( 0
P

T
Q Tϕ → → ∞   (6) 

рівномірно на будь-якій множині  

 0{ [ , ] : | | }δΦ = ϕ∈ ϕ ϕ ϕ − ϕ ≥ δ  з 0 .δ >  

За означенням оцінки 
T

ϕ  

 0 0( | | | (( )) | , T TP P Qϕ − ϕ ≥ δ = ϕ − ϕ ≥ δ ϕ ≥  

 0 0
Φ

) sup( ) ( ) ( ,) 0  ,
δϕ∈

⎛ ⎞
≥ ϕ ≤ ϕ ≥ ϕ → →∞⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
T T TQ P Q Q T  

згідно з (5) і (6). 
Оцінку амплітуди 0A  шукатимемо як зна-

чення 1/2 ( )T TT
A Q= ϕ . 

Лема 2. За умов леми 1 2
0( ) ,

P

TT
Q Aϕ →  

.T → ∞  
Використовуючи (3), запишемо  

 cos
22

0
0 02

0

0 (
4

( ) ) T

T
i t

TT T

A
Q Q te dt

T
ϕ≤ ϕ − ϕ = ϕ −∫  

 cos 0

22
0

02
0

4
, 0, .

T Pi t
T T

A
te dt T

T
ϕ− ϕ + η η → → ∞∫  (7) 

Оскільки з (4) маємо 0
[ , ] 0

1
sup cos

T
i tte dt

T
ϕ

ϕ∈ ϕ ϕ
ϕ ≤∫

 

1≤ , а 0
0

0

1
lim cos 1

T
i t

T
t e dt

T
ϕ

→∞
ϕ =∫ , то  

 

22
0

02
[ , ] 0

4
l im sup cos

T
i t

T

A
te dt

T
ϕ

→∞ ϕ∈ ϕ ϕ

⎧
ϕ⎪ −⎨

⎪⎩
∫  

 0

2
2
0

02
0

4
cos 0.

T
i tA

te dt
T

ϕ
⎫
⎪− ϕ ≤⎬
⎪⎭

∫  (8) 

Беручи до уваги цю нерівність і (7), (8), 
отримуємо 

 0( ) ,( ) 0 .
P

TT T
Q Q Tϕ − ϕ → → ∞  
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А оскільки згідно з (5) 2
0 0( ) ,

P

TQ Aϕ →  

T → ∞ , то і 2
0( )

P

TT
Q Aϕ → , T → ∞ .  

Теорема 2. За умов леми 1 0( ) 0,
P

TT ϕ − ϕ →  

.T → ∞  
З леми 2 і (7) випливає, що  

0

2 2

02 2
0 0

2 2
cos cos 0,T

T T P
i t i t

T te dt te dt
T T

ϕ ϕϕ − ϕ →∫ ∫ (9) 

 .T → ∞    

Для того щоб виконувалось (9), необхідно 
і достатньо, щоб при T → ∞  (див. (4)) 

0 0
2( ) ( )

0 0

1 1
( ) ( )

T Ti T i T

T T

e e
i T i T

ϕ −ϕ ϕ +ϕ− −+ −
ϕ − ϕ ϕ + ϕ

 

 
0

2

0

1
1 0

2

i T Pe
i T

ϕ −− + →
ϕ

  (10) 

або 
0

0

1
s in ( )

2 1, .
1

( )
2

PT

T

T
T

T

ϕ − ϕ
→ → ∞

ϕ − ϕ
 Але останнє 

можливе (див. [15]) тоді і лише тоді, коли  

0( ) 0, .
P

T Tϕ − ϕ → → ∞  

Розглянемо вектор функцій  

 1 2( ) ( )( ) ( , , , ( ) , ,) 0qa t a t a t a t t′= … ≥  (11) 

і сім’ю матричних мір ( )T dμ λ  на 1 1( , )ΒR  з мат-

ричними щільностями , 1( ( ))j l q
T j ld =μ λ , 

1 / 2 1 / 2

2 2

( ( ))

| (

( ) (

) | | ( )

)

| ,

jl j l
T T T

j l
T T

d a a

a d a d

− −+∞ +∞

−∞ −∞

μ λ = λ λ ×

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
× λ λ λ λ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫

 

0

( ,( ))
T

j i t
T ja e a t dtλλ = ∫  , 1, .j l q=  

Припустимо, що сім’я мір ( )
T

dμ λ  слабко збіга-

ється, при T → ∞ , до матричної міри ( )dμ λ , 

тобто для будь-якої неперервної обмеженої 
функції ( )b λ , 1λ ∈R , маємо 

 ( ) ( ) ( ) ( ), .Tb d b d T
+∞ +∞

−∞ −∞

λ μ λ → λ μ λ → ∞∫ ∫  

Тоді міра ( )dμ λ  називається спектральною мі-

рою вектора (11).  
Визначимо спектральну міру вектора 

 0 0( ) (sin( ), sin ( )).a t t t t= ϕ ϕ  

Компоненти ( )i j dμ λ  матриці ( )dμ λ  знаходимо 

із співвідношень 

1 1

0

l im ( ) ( ) ,

, 1,

( )

2,

T
i s

iT jT i j i jT
d d a t s a t dt e d

i j

+∞
− − λ

→∞
−∞

+ = μ λ

=

∫ ∫  

де 2 2

0

( ) , 1,2,
T

iT id a t dt i= =∫  1 0s in( ,( ))a t t= ϕ  2( )a t =  

0s in( )t t= ϕ . 

Провівши необхідні обчислення, знаходимо 

 

3
2

( ) ,
3
2

d

⎛ ⎞
α α⎜ ⎟
⎜ ⎟μ λ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟α α⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

де α  — міра, зосереджена в точках 0± ϕ , при-

чому 0
1

( ) .
2

α ±ϕ =  

Нехай для j m≥  
1

*
2(( )

j

jf f
−

λ = λ − λ −…−∫
R  

2
2

) ( )
j

j i j
i

f d d
=

− λ λ λ … λ∏  — j -та згортка спект-

ральної щільності ( )f λ .  

Зауважимо, що 1
1() ( ),kB L k m⋅ ∈ ≥R , тому 

всі * ( ), ,jf k mλ ≥  — неперервні обмежені функ-
ції. 

Нам знадобиться такий результат [16]. 
Теорема′. Нехай виконуються умови леми 1, 

а також умова В1. Тоді випадковий вектор 

1 1
1 0 2 0

0 0

( )s in( ) , ( ) sin( )
T T

T Td t t dt d t t t dt− −
′⎛ ⎞

ϕ ε ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  

є асимптотично при T → ∞  нормальним 

1(0, )N K , де  

2
*

1 0( )

3
1

2
2

! 3
1

2

j j

j m

C
K f

j

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= π ϕ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ . 

Звідси знаходимо, що вектор 
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1/2 3/2
0 0

0 0

( ) sin( ) , ( ) s in( )
T T

T t t dt T t t t d t− −
′⎛ ⎞

ϕ ε ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  (12) 

асимптотично нормальний, при T →∞ , 1(0, )N K ,  

 
2

*
2 0( )

1 1
2 4

2 .
! 1 1

4 2

j j

j m

C
K f

j

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= π ϕ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

Аналогічно можна отримати асимптотичну нор-
мальність вектора 

1/2 3/2
0 0

0 0

( )cos( ) , ( ) cos( ) ,
TT

T t t dt T t t t dt− −
′⎛ ⎞

⎜ ⎟ϕ ε ϕ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫  (13) 

причому з такою ж матрицею коваріацій 2 .K  

Лема 3. Нехай виконуються умови леми 1,            
а також умова В1. Тоді величина 1/2

0( )TT Q− ′ ϕ  

асимптотично нормальна, при T → ∞ , (0, )N K , 
де  

 

2
2 *
0 0( ).

4
3 !

j j

j m

C
K A f

j

∞

=
= π ϕ∑

 
Запишемо функціонал ( )

T
Q ϕ  у вигляді  

2 2

2 2
0 0

4 4
( )cos ( )sin( ) .

T T

TQ X t tdt X t tdt
T T

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
ϕ = ϕ + ϕ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫  

Тоді  

cos sin

1/2
0

0 05/2
0 0

8
( )

( )

( )

T

T T

T Q

X t tdt X t t t d t
T

− ′ ϕ =

= − ϕ ϕ +∫ ∫
 

 sin cos0 05/2
0 0

8
( ) ( )

T T

X t tdt X t t t d t
T

+ ϕ ϕ =∫ ∫  

 cos sin2
0 0 0 05/2

0 0

8 1
2

2

T T

A t dt A t td t
T

⎡
= − ϕ ϕ +⎢

⎢⎣
∫ ∫  

 cos sin2
0 0 0

0 0

( )
T T

A t dt t t td t+ ϕ ε ϕ +∫ ∫  

 sin cos0 0 0
0 0

1
2 ( )

2

T T

A t tdt t td t+ ϕ ε ϕ +∫ ∫  

 cos s in0 0
0 0

( ) ( )
T T

t td t t t td t
⎤

+ ε ϕ ε ϕ +⎥
⎥⎦

∫ ∫  

sin cos2
0 0 0 05/2

0 0

8 1
2

2

T T

A tdt A t td t
T

⎡
+ ϕ ϕ +⎢

⎢⎣
∫ ∫  

sin cos0 0 0
0 0

1
2 ( )

2

T T

A tdt t t td t+ ϕ ε ϕ +∫ ∫  

 cos s in2
0 0 0

0 0

( )
T T

A t t dt t td t+ ϕ ε ϕ +∫ ∫  

 

s in cos
8

0 0
10 0

( ) ( ) .
T T

i
i

t t d t t t td t S
=

⎤
+ ε ϕ ε ϕ =⎥

⎥⎦
∑∫ ∫

 
Очевидно, 1 5, 0, .S S T→ →∞  Використову-

ючи лему 1, бачимо, що 3 0
P

S → , .T → ∞  Збіж-

ність до 0 за ймовірністю доданків 4 6,S S  і 8S  

отримуємо, врахувавши асимптотичну нормаль-
ність величин 

3 / 2
0

0

( ) sin( )
T

T t t t d t− ε ϕ∫  і  3 / 2
0

0

( ) cos( ) ,
T

T t t t dt− ε ϕ∫  

що випливає із асимптотичної нормальності 
векторів (12) і (13). Отже,  

1/2 (2) (2)
0 2 7 , 0, .( )

P

T T TT Q S S T− ′ ϕ = + +η η → →∞  

Остаточно отримуємо 

1/2 1/2
0 0 0

0

3/2 (3)
0 0

0

(3) (3)
1 2

2 ( ) s in( )

4 ( ) s in( )

2 4 , 0,

( )

.

T

T

T

T

P

T T T T

T Q A T t t dt

A T t t t dt

b b T

− −

−

′ ϕ = ε ϕ −

− ε ϕ +η =

= − + η η → → ∞

∫

∫  

Використовуючи асимптотичну нормаль-
ність вектора (12), знайдемо дисперсію 

1/2 2
0 0 1 2( ) 4 ( 2( ) ).T T TD T Q A D b b− ′ ϕ = −  Нехай λ =  

1 2( , )= λ λ , 1 2( , ).T T Tb b b=  Ми довели, що для 

будь-яких 1 2( , )λ = λ λ  exp,
2

1
, .

2
Ti bEe K〈λ 〉 ⎧ ⎫→ − 〈 λ λ〉⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

Візьмемо ( , 2 ).λ = τ − τ  Тоді  

1 2

2
( 2 ) 11 12 22

2 2 2exp ( 4 4 ) ,
2

T Ti b bEe K K Kτ − ⎧ ⎫τ⎪ ⎪→ − − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

тобто в.в. 1 22T Tb b−  асимптотично нормальна 
11 12 22
2 2 2(0, 4 4 )N K K K− + . Отже, 1/2

0( )TT Q− ′ ϕ  

асимптотично, при ,T → ∞  нормальна (0, )N K . 
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Лема 4. Нехай виконуються умови леми 1, а 
також умова В1. Тоді для будь-якої в.в. Tϕ% , що 

задовольняє нерівність 0 0| | | |ϕ −ϕ ≤ ϕ −ϕ% T T  з імо-
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Теорема 3. Нехай виконуються умови леми 1, 
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Твердження теореми тепер є наслідком 
лем 3 і 4. 
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За лемою 2 маємо 
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тому що 1-й інтеграл асимптотично нормаль-
ний, а 2-й збігається до 0 за ймовірністю. 
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Теорема 5. Нехай виконуються умови леми 1, 
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Знову використаємо частковий випадок 
теореми [16]. 

Теорема′′. Нехай виконуються умови леми 1, 
а також умова В1. Тоді випадковий вектор  
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Використовуючи цей результат, зображен-
ня (18), (19) та результат теорем 3 і 4, отриму-
ємо твердження теореми.  
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