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УДК 517.98 

А.А. Кириченко, О.В. Стрілець 

СТРУКТУРА НАБОРУ ОРТОПРОЕКТОРІВ, ПОВ’ЯЗАНИХ З ЦИКЛОМ І АНТЕНОЮ 

In this paper we study algebras of Temperley—Lieb type generated by orthogonal projections related with unicyclic 
graph is a cycle with the antenna. The goal of the paper is to study representations in a Hilbert space of such algebras 
in the simplest case and find a complete description of the set parameters when such representations exist. Simplest 
algebra corresponds to unicyclic connected graph that is a cycle connected by an edge by one separate vertex.           
Parameters of such algebras are the set of angles between pairs of subspaces that are images of orthogonal projections 
corresponding to points in the graph, connected by edge. For every non-trivial irreducible representation, images of 
all orthogonal projections are one-dimensional. Depending on angles: a) the problem has a tame type (irreducible 
representations parametrized by the circle or closed circular arc); b) a single irreducible representation exists;                  
c) nonzero representations does not exist. The results is recieved due to Gram matrices technic using. 

Вступ 

Класифікація наборів ортопроекторів є 
класичною задачею теорії зображень. Розв’язок 
цієї задачі для пари ортопроекторів добре відо-
мий (див., наприклад, [1]). Задача опису трійки 
ортопроекторів, навіть якщо два з них комуту-
ють, є *-дикою задачею (див. [2]). Тому для  
вивчення наборів ортопроекторів доцільно ввес-
ти додаткові обмеження на них. Праця [3] при-
свячена наборам ортопроекторів, таким, що 
для кожної пари P  і Q , 2 * 2,P P P Q= = =  

*Q Q= = , між ними заданий кут 0,
2
⎤π⎛ϕ∈ ⎜ ⎥

⎝ ⎦
, тобто 

або виконується співвідношення ,PQP P= τ  

QPQ Q= τ , 2cosτ = ϕ , 0
2
π< ϕ < , або ортопро-

ектори ортогональні: 
2
πϕ =  і 0PQ QP= = . 

З набором ортопроекторів зручно пов’яза-
ти помічені графи. Вершини графа відповіда-
ють ортопроекторам. Якщо між двома ортопро-
екторами задано кут, то на відповідному ребрі 
пишемо τ , якщо ж ортопроектори ортогональ-
ні, то ребро у графі відсутнє.  

Більш детально. Нехай Γ  — неорієнтова-
ний зв’язний скінченний граф з множиною вер-
шин {1,2,..., }V n=  і множиною ребер E . Роз-

глянемо алгебру  
2

, , 1,..., : , 1,..., ,n i i iTL C p p p p p i n∗
Γ τ ⊥ = 〈 = = =  

, ( , ) , 0,( , )i j i i i i jp p p p i j E p p i j E= τ ∈ = ∉ 〉 . 

де τ  — функція на ребрах графа Γ  із значен-
нями ijτ , 0 1ij< τ < . Зображення такої алгебри 

задає набір ортопроекторів з відповідними ку-
тами між підпросторами, на які проектують ор-
топроектори.  

Узагальненою розмірністю скінченновимір-
ного зображення : H Hπ →  алгебри , ,TLΓ τ ⊥  на-

зивають вектор 1(dim ;dim ( ),..., dim ( ))nH p pπ π . 

На випадок, коли Γ  — дерево, ненульове 
незвідне зображення єдине і скінченновимірне 
(див. [4]).  

У [5, 6] вивчався випадок, коли Γ  — цикл. 
Тут також виникають скінченновимірні зобра-
ження, але їх кількість залежить від параметра. 

Алгебри, пов’язані з уніциклічними гра-
фами, вивчались у працях [3, 4]. Було показа-
но, що за досить малих значень τ  множина 
зображень таких алгебр параметризується ку-
том ( , ]ϕ∈ −π π . При збільшенні значень τ  мно-

жина кутів може, взагалі кажучи, зменшува-
тись. Так, за однакових значень параметра τ  
для циклу є повна відповідь (див. [6]): 

1) при 
1
4

τ ≤  зображення існують для всіх 

( , ]ϕ∈ −π π ; 

2) існує число 1 (0,1]τ ∈ , яке залежить від 

кількості вершин циклу, таке, що: а) при 

1
1
4
< τ < τ  зображення існують для всіх ϕ  з 

деякого замкненого інтервалу, що залежить від 
τ ; б) при 1τ = τ  ненульове зображення єдине; 

в) при 1τ > τ  ненульових зображень взагалі не 

існує. 
Якщо граф містить два і більше циклів, то 

задача опису зображень за малих τ  стає *-ди-
кою (див. [2]). 
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Постановка задачі 

У статті за допомогою відповідних мат-
риць Грама (див. [3, 7] та ін.) досліджується 
приклад алгебри , ,TLΓ τ ⊥ , коли уніциклічний граф 

не є циклом. Ми описуємо множину параметрів, 
за яких існують незвідні зображення, а також             
їх кількість і структуру залежно від параметрів.  

Опис зображень алгебр, пов’язаних з уніцик-
лічними графами 

Наведемо потрібні визначення і тверджен-
ня з праці [3] у термінах теорії зображень.  

Нехай 1( ; ,..., )m mCΓ = Γ Γ  — зв’язний уні-

циклічний граф, де 0 0( , )mC V R=  — цикл: 

0 {1,..., }V m= , 0 | | 1 (mod )ij R i j mγ ∈ ⇔ − = , а 

( , ), 1,...,k k kV R k mΓ = =  — дерева, причому їх 

множини вершин попарно не перетинаються і 
, 1,...,kk V k m∈ = . Тоді множина вершин графа 

1 ... mV V V= U U , а множина ребер R =
 

0 1 ... mR R R= U U U . Визначимо матрицю , ,B Γ τ ϕ =  
( ), [0,2 )ijb= ϕ∈ π , що складається з елементів 

1

1

1

, ,1,

, \ { },,

, 1, ,

, 1,,

, .0,

kj mkj

i
mkj

i
m

kj

k j k V

k j R

eb k j m

k m je

k j R

ϕ

− ϕ

= ∈⎧
⎪

≠ γ ∈ γ⎪ τ
⎪⎪ τ= = =⎨
⎪

= =⎪ τ
⎪
⎪ ≠ γ ∉⎩

 

Розглянемо лінійний простір L , породже-
ний векторами 1,..., ne e . Визначимо ( , )i jB e e =

 
ijb=  і довизначимо B  до напівлінійної форми 

на L .  
Нехай [0,2 )τΦ ⊂ π  — множина тих ϕ , для 

яких матриця , ,B Γ τ ϕ  невід’ємно визначена. Для 

тих τϕ∈Φ , для яких , ,B Γ τ ϕ  додатно визначена, 

введемо скалярний добуток , ( , )x y B x y〈 〉 = . Отри-

маний гільбертів простір позначимо ,H τ ϕ . Для 

тих τϕ∈Φ , для яких матриця , ,B Γ τ ϕ  не є до-

датно визначеною, візьмемо за ,H τ ϕ  
фактор-

простір простору L  по ядру форми B . Таким 
чином, гільбертів простір ,H τ ϕ  породжений 

множиною векторів 1,..., ne e , кожен з яких має 

одиничну норму, і матриця , ,B Γ τ ϕ  є матрицею 

Грама цієї множини векторів.  
Нехай iP  — ортогональний проектор на 

одновимірний підпростір простору ,H τ ϕ , по-

роджений вектором ie . Визначимо відобра-

ження , , ,: ( ) : i iTL B H p Pϕ Γ τ ⊥ τ ϕπ → → . 

Теорема 1. Нехай Γ  — уніциклічний граф, 

τΦ  — множина всіх [0,2 ),ϕ∈ π  таких, що мат-

риця , ,B Γ τ ϕ  невід’ємно визначена. 

Тоді незвідне зображення алгебри , ,TLΓ τ ⊥  

існує тоді і тільки тоді, коли множина τΦ  не 

порожня, при цьому з точністю до унітарної 
еквівалентності для кожного τϕ∈Φ  існує єди-

не незвідне зображення ϕπ  і всі вони не екві-

валентні між собою. 
Для узагальненої розмірності зображення 

ϕπ  справедлива рівність dim ( ;1,...,1)nϕ ′π = , де 

n n′ = , якщо матриця , ,B Γ τ ϕ  додатно визначена, 

і 1n n′ = −  або 2n n′ = −  у протилежному ви-
падку. 

Зображення алгебри, пов’язаної з циклом і 
антеною 

Нехай Γ  — цикл з трьома вершинами і ан-
теною, тобто граф, який отримується з циклу 

3 {1,2,3}C =  додаванням вершини 4 і ребра 

(3, 4) . Ми розглядаємо випадок, коли значен-

ня міток-параметрів на циклі збігаються: 

12 13 23τ = τ = τ = τ, 34τ = δ . Оскільки функція на 

ребрах графа набуває лише двох значень τ  і δ , 
то далі в індексах замість функції (.)τ = τ  бу-
демо записувати значення параметрів τ  і δ . 

У цьому випадку матриця , , ,BΓ τ δ ϕ  набуде 

вигляду 

, , ,

1 0

1 0
.

1

0 0 1

i

i

e

B
e

− ϕ

Γ τ δ ϕ ϕ

⎛ ⎞τ τ
⎜ ⎟
⎜ ⎟τ τ
⎜ ⎟=
⎜ ⎟τ τ δ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟δ⎝ ⎠

 

Діагональні мінори матриці , , ,B Γ τ δ ϕ : 

12 13 23 1 ,M M M= = = − τ  14 24 1,M M= =  



84 Наукові вісті НТУУ "КПІ" 2012 / 4 

 

34 1M = − δ , 

124 134 2341 , 1 ,M M M= − τ = = − τ − δ

3
123 1 3 2 cosM = − τ + τ ϕ ,

3
1234 123 12 1 3 2 cos (1 )M M M= − δ = − τ + τ ϕ − δ − τ . 

При 1τ ≤ − δ виконуються нерівності 
0i jM > , 124 134 2340, 0, 0M M M≥ ≥ ≥ . Умова 

123 0M >  випливає з умов 12 0M >  і 1234 0M ≥ . 

Умова 1234 0M ≥
 
рівносильна 

 
3

1 3 (1 )
cos

2

− τ − δ − τϕ ≥ λ = −
τ

.  (1) 

Зауважимо:  
1) при 1λ ≤ −  нерівність (1) виконується 

для будь-якого ( , ]ϕ∈ −π π ;  

2) при ( 1,1)λ∈ −  нерівність виконується 

для всіх 0 0 0[ , ], arccosϕ∈ −ϕ ϕ ϕ = λ ;  

3) при 1λ =  нерівність виконується тільки 
для 0ϕ = ;  

4) при 1λ >  нерівність не виконується. 
Знайдемо ,τ δ  такі, що 1λ ≤ − . Позначимо 

s = τ , тоді 

2 2

3

1 3 (1 )
1,

2

s s

s

− − δ −− ≤ −
 

3 22 ( 3) (1 ) 0,s s− δ − − − δ ≤  
2( 1)(2 (1 ) ( 1)) 0,s s s+ + − δ + δ − ≤  

(9 )(1 ) (1 )
( 1)

4
s s

⎛ ⎞− δ − δ − − δ
+ − ×⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

(9 )(1 ) (1 )
0

4
s
⎛ ⎞− δ − δ + − δ× + ≤⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Оскільки (0,1)s ∈ , то умова 1λ ≤ −  рівно-

сильна 0(0, )s s∈ , де 0
(9 )(1 ) (1 )

4
s

− δ − δ − − δ= , 

тобто 
2

0
(1 )( 9 1 )

.
16

− δ − δ − − δτ =  

Оскільки 2( 9 1 ) ( 9− δ − − δ ≤ − δ +  
21 ) 16+ − δ <  при 0 1< δ < , то 0 1τ < − δ . 

Знайдемо ,τ δ  такі, що 1λ ≤ : 

2 2

3

1 3 (1 )
1,

2

s s

s

− − δ −− <
 

3 22 (3 ) (1 ) 0,s s− − δ + − δ >  
2( 1)(2 (1 ) ( 1)) 0,s s s− + − δ + δ − >  

(9 )(1 ) (1 )
( 1)

4
s s

⎛ ⎞− δ − δ − − δ− − ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(9 )(1 ) (1 )
0

4
s
⎛ ⎞− δ − δ + − δ× + >⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Оскільки (0,1)s ∈ , то умова 1λ <  рівносиль-

на 1(0, )s s∈ , де 1
(9 )(1 ) (1 )

,
4

s
− δ − δ + − δ=  тобто 

2

1
(1 )( 9 1 )

,
16

− δ − δ + − δτ =  при цьому 1 1τ < − δ . 

Оскільки для зображення ϕπ  ранг матриці 

, , ,BΓ τ δ ϕ  дорівнює розмірності зображення, то з 

124 1 0M = − τ >  випливає, що розмірність зоб-

раження не менша 3, а з 1234 0M >  випливає, 

що розмірність зображення дорівнює 4. 
Отже, ми довели теорему. 
Теорема 2. Для будь-якого (0,1)δ∈  всі 

незвідні зображення з точністю до унітарної 
еквівалентності описуються таким чином: 

1) при 0(0, ]τ∈ τ  для будь-якого ( , ]ϕ∈ −π π  

існує єдине зображення ϕπ  і його узагальнена 

розмірність dim (4;1,1,1,1)ϕπ = ; 

2) при 0 1( , )τ∈ τ τ  для будь-якого ϕ∈  

0 0[ , ]∈ −ϕ ϕ , 0 arccosϕ = λ , існує єдине зобра-

ження ϕπ . При цьому dim (4;1,1,1,1),ϕπ =  якщо 

0 0( , )ϕ∈ −ϕ ϕ , і dim (3;1,1,1,1)ϕπ =  у випадку 

0ϕ = ϕ ; 

3) при 1τ = τ  зображення ϕπ  існує тільки 

при 0ϕ =  і 0dim (3;1,1,1,1)π = ; 

4) при 1τ > τ  ненульових зображень вза-

галі не існує. 

Висновки 

У статті описані зображення, їх структура 
та множина параметрів, за яких зображення 
існують, для одного класу алгебр типу Тем-
перлі—Ліба, пов’язаного з циклом і антеною. 
Отримані результати можуть бути застосовані 
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при подальших дослідженнях зображень ал-
гебр, породжених проекторами, та для опису 
наборів підпросторів гільбертового простору. 

* * * 
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