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УДК 517.581 

Н.О. Вірченко, О.В. Дідиченко 

r-КОНФЛЮЕНТНІ ГІПЕРГЕОМЕТРИЧНІ ФУНКЦІЇ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ 

The new properties of the r -generalized confluent hypergeometric functions are investigated. The integral representa-
tions, the representation by series are constructed. Applications of these functions to the calculation of integrals         
absent in cash scientific and reference mathematical literature are given. Applications of the r -confluent hyper-
geometric functions in the theory of the special functions are considered, in partial, the r -generalized gamma-
functions, incomplete gamma-functions, the r -generalized beta-functions, the r -generalized ζ-functions, Volterra 
functions and contiguous to them are introduced, their basic properties are investigated. The theorems of addition, 
multiplication for r -generalized hypergeometric function are proved. The interesting generalization of Ramanujan 
formula involving r -generalized confluent hypergeometric function and r -generalized beta-function. This formula 
gives the possibility to calculate the new complicated improper integrals. 

Вступ 

Останніми роками посилився інтерес до 
теорії спеціальних функцій, оскільки ці функ-
ції відіграють важливу роль у різноманітних га-
лузях природничих, технічних наук, зокрема 
при розв’язанні складніших задач математичної 
фізики, атомної фізики, астрофізики, акусти-
ки, квантової теорії поля, теорії імовірностей 
та математичної статистики, хімії, біомедицини 
тощо. Серед спеціальних функцій особливо ви-
діляються гіпергеометричні функції, із них — 
узагальнені та частинні випадки гіпергеометри-
чних функцій, як от: функції Бесселя, функції 
Лежандра, функції Матьє, ортогональні много-
члени та ін. 

Як відомо, гіпергеометричні функції були 
запроваджені ще Л. Ейлером, і з часом їх ви-
вченням, дослідженням, узагальненням займа-
лись багато вітчизняних і зарубіжних учених. 
Тепер особливо цінними для практики вияви-
лись узагальнені вироджені (конфлюентні) гіпер-
геометричні функції. Ці функції вже отримали 
застосування в теорії імовірностей та матема-
тичній статистиці, теорії кодування, інтеграль-
ному численні, а іноді — і несподівані застосу-
вання, наприклад в атомній фізиці. Цікавий  
підхід до узагальнення гіпергеометричних функ-
цій подав Е. Райт. 

Теоретична та практична вагомість уза-
гальнених вироджених гіпергеометричних функ-
цій викликає необхідність і доцільність глиб-
шого вивчення, дослідження, застосувань їх. 

Постановка задачі 

Мета статті — дослідження нових власти-
востей r-узагальнених конфлюентних гіпергео-

метричних функцій, інтегральних зображень, 
зображень рядами. Подано застосування цих 
функцій до обчислення інтегралів, які відсутні 
в наявній науковій та довідковій математичній 
літературі. Розглянуто застосування r-конфлю-
ентних гіпергеометричних функцій у теорії спе-
ціальних функцій, зокрема, запроваджено нові 
узагальнення Γ-функції, Β -функції, ζ -функ-

ції, функцій Вольтерра, досліджено їх основні 
властивості. 

r-конфлюентна гіпергеометрична функція, 
основні її властивості 

Розглянемо r-узагальнену конфлюентну (ви-
роджену) гіпергеометричну функцію у вигляді [1]  
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де 1 1 [...]Ψ  — узагальнена функція Фокса—
Райта [4]. 
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Зауважимо, що при β = τ  в (2) маємо функ-

цію 1 1
τΦ  [3], водночас із (1) — функцію 1 1

r τΦ ; 

при 1, 0rτ = β = =  (1) дає класичну конфлюент-

ну гіпергеометричну функцію 1 1 ( ; ; )a c xΦ  [2], 

яку називають першою функцією Куммера. 
Другу функцію Куммера узагальнюємо у 

такому вигляді: 
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де Re Re 0,{ , } ; 0, 1;{ , }a c R a c> > τ β ⊂ τ > τ − β < ⊂  
; 0, 0,Re Re 0; ( )C r a⊂ δ > > α > γ > Γ  — класична 

гамма-функція [2], ,
1 1 (...) ( , )τ βΦ − τ β  — узагаль-

нена конфлюентна гіпергеометрична функція (2). 
Лема 1. Якщо Re Re 0,{ , } ,c a R> > τ β ⊂   

0; 1, 0,{ , } ,Re Re 0,r Rτ > τ − β < > α γ ⊂ γ > α >  то 

справедливі такі формули диференціювання: 
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Доведення  формул (4)—(7) виконується 
за допомогою безпосереднього диференціюван-
ня виразу (1) з використанням функціонально-
го рівняння, якому справджує ( )zΓ  [2]. На-

приклад, доведемо (6): 
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Теорема 1 (про зображення функції 
,

1 1 ( ; ; )r a c xτ βΦ  рядом). Якщо виконуються умови 
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де 1 1 (...)Φ  — класична вироджена гіпергеомет-

рична функція. 
До в е д е н н я. Використавши зображення 
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1 1 (...)r τ βΦ  

,
1 1

0

; ;
(1 )

(1 )( ) ( )
,

( ) ( ) !

r

n

n

r
t t

r
t tn

n n

τ β

∞

=

⎛ ⎞
Φ α γ − =⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞−⎜ ⎟−Γ γ Γ α + τ ⎝ ⎠=
Γ α Γ γ + β∑

 

помінявши місцями операції інтегрування та 
підсумовування, що законно згідно з рівномір-
ною збіжністю інтеграла та абсолютною збіж-
ністю ряду, матимемо 
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Врахувавши значення інтеграла [5] 
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де Re 0, Re 0, ( , )μ > ν > Β μ ν  — класична бета-

функція, 1 1 (...)Φ  — класична вироджена гіпер-

геометрична функція, після перетворень одер-
жуємо (8). 

Лема 2. За умов існування r-конфлюентної 

гіпергеометричної функції ,
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де ( )tβ — неповна бета-функція [2]. Тут врахо-
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де 0 (...)K  — циліндрична функція уявного ар-

гументу. 
Теорема 2 (теорема додавання для 

,
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До в е д е н н я  випливає із відповідних фор-
мул диференціювання (5), (7) і теореми Тейло-

ра для | 1| Re
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Застосування функції ,
1 1 ( ; ; )r a c xτ βΦ  в теорії 

спеціальних функцій 

Подамо застосування r-узагальненої конф-
люентної гіпергеометричної функції до запровад-
ження нових узагальнень Γ-функції, Β -функції, 
ζ -функції, функцій Вольтерра. 
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,
1 1
r τ βΦ ) та відповідних підстановок. 

2. r-узагальнену бета-функцію , ( , ; )r c
a rτ βΒ α μ  

визначимо таким виразом: 

, ( , ; )r c
a rτ βΒ α μ =  

 
1

,1 1
1 1

0

(1 ) ; ; ,
(1 )

r r
t t a c dt

t t
τ βα− μ− ⎛ ⎞= − Φ −⎜ ⎟−⎝ ⎠

∫   (25) 
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де Re 0,Re Re 0,Re 0,Re 0,r c a> > > α > μ >  
,

1 1{ , } , (...)rR τ βτ β ⊂ Φ  — функція (1). Зауважимо, 

що при , 0a c r= =  в (25) одержимо класичну 
бета-функцію [2]. 

Теорема 6. Для r-узагальненої бета-функції 
(25) справедливі такі інтегральні зображення: 

, ( , ; )r c
a rτ βΒ α μ =  

 
1

, 1
1 1

0

( ; ; ( 2)) ,
(1 )

rt
a c r t t dt

t

∞ α−
τ β −

α+μ
= Φ − + +

+∫  (26) 

, ( , ; )r c
a rτ βΒ α μ =  

   
1 1 1

, 1
1 1

0

( ; ; ( 2)) ,
(1 )

rt t
a c r t t dt

t

α− μ−
τ β −

α+μ
+= Φ − + +

+∫  (27) 

Теорема 7 (узагальнення формули Рамануд-
жана). Якщо Re Re 0,Re 0,Re 0,c a> > α > μ >  

{ , } , |Im | ,
2

R z
πτ β ⊂ <

 
то справедлива формула 

, 2
1 1

0

cos(2 )
( ; ; 4 ch ( ))

ch( )
rzt

a c r t dt
t

∞
τ βΦ − π =

π∫  

 ,
1 1 1

, ; .
2 2 2 2 2

r c
a

iz iz
rτ β

⎛ ⎞= Β + −⎜ ⎟π ⎝ ⎠
  (28) 

До в е д е н н я .  Покладемо у формулі (27) 

, ,
x x

y y
p p

α = + μ = −  

тоді матимемо 

,

1 1 1
2

0

, 1 1
1 1

, ;

(1 )

( ; ; ( 2)) 4

r c
a

x x
y y

yp p

r y

x x
y y r

p p

t t t

a c r t t dt p

τ β

+ − − −
−

τ β − −

⎛ ⎞Β + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + + ×
⎜ ⎟
⎝ ⎠

× Φ − + + = ×

∫  

[ ]
, 2

1 12
0

ch (2 )
( ; ; 4 ch ( )) .

ch( )

r
y

xt
a c r pt dt

pt

∞
τ β× Φ −∫  

Далі нехай 
1

, , ,
2

x iz y p= = = π  і після пере-

творень одержимо формулу (28). 

3. r-узагальнену ζ-функцію Гурвіца 

, , ; , ; ,r q a cτ βζ (α δ ω )  

визначимо так: 

, , ; , ; ,r q a cτ β ζ (α δ ω ) =  

 
1

,
1 1

0

1
( ; ; ) ,

( ) (1 )

q t
r

t

t e
a c rt dt

e

∞ α− −
τ β − δ

− ω
= Φ −
Γ α −∫   (29) 

де Re Re 0,Re 0,Re 0,{ , } ,c a q R> > α > > τ β ⊂  
,

1 10, 1,Re 0, (...)rr τ βδ > ω ≥ > Φ  — функція (1). 

Очевидно, що при 0, 1,r q= = ω = δ =  

, 1a c= β = τ =  матимемо класичну функцію Рі-

мана ζ (α )  [2], а при 0, 1, ,r a c= ω = δ = =  

1τ = β =  — дзета-функцію Гурвіца ,qζ (α )  [2]. 
Примітка. r-узагальнені функції гіпергео-

метричного типу можна застосувати і для уза-
гальнення функцій Вольтерра [2] та споріднених 
до них. 

Наприклад: 

 ,
0 ,

( ; ) ,
( 1; )

t
r c

a r c
a

x
b x dt

t b

∞

τ β
τ β

ν =
Γ +∫  (30) 

 ,
0 ,

; ; .
( 1) ( 1; )

t
r

r c
a

x t
b x y dt

t b

∞ γ

τ β
τ β

μ( ) =
Γ γ + Γ +∫   (31) 

Висновки 

Нове узагальнення вироджених (конфлю-
ентних) гіпергеометричних функцій становить 
певний вклад у подальший розвиток теорії 
спеціальних функцій, зокрема, воно дало змогу 
запровадити r -узагальнені гамма-, бета-, дзета-
функції, функції Вольтерра. Досліджені власти-
вості r -конфлюентних гіпергеометричних функ-
цій дали змогу обчислити велику низку інтег-
ралів, які відсутні в наявній науковій та довід-
ковій літературі. 

Беручи до уваги перспективність одержа-
них наукових результатів, плануємо в майбут-
ньому значно збільшити кількість нових обчис-
лених інтегралів, розширити область практич-
ного застосування r -конфлюентних гіпергео-
метричних функцій. 
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