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УДК 519.21 

Л.П. Голубовська, О.В. Іванов, І.В. Орловський 

АСИМПТОТИЧНІ ВЛАСТИВОСТІ ОЦІНКИ ПАРАМЕТРІВ ЛІНІЙНОЇ РЕГРЕСІЇ                          
У ВИПАДКУ СИЛЬНОЗАЛЕЖНИХ РЕГРЕСОРІВ 

The paper considers linear regression model with long-range/weak dependent random noise and time dependent 
regressors which are observed with long-range dependent errors. Parameter estimation of these models is an 
important problem of statistics of random processes. We choose widely used least squares estimator for the 
estimation. The aim of this work is to prove consistency and asymptotic normality of least squares estimator of the 
regression model. Theory of stationary Gaussian random processes with long-range and weak dependence, properties 
of slowly varying functions and Hцlder—Young—Brascamp—Lieb inequality are used to derive the results. In this 
paper, we obtain sufficient conditions for consistency and asymptotic normality of least squares estimator of 
regression parameters. 

Вступ 

Оцінювання параметрів лінійної та нелі-
нійної регресій є важливою задачею статистики 
випадкових процесів. Однією з важливих ліній-
них моделей регресії є класична модель типу 
“сигнал + шум”, але з регресорами, які спосте-
рігаються з помилками. Для оцінювання пара-
метрів таких моделей виберемо оцінку наймен-
ших квадратів (о.н.к.) — одну з найважливіших 
та широко використовуваних оцінок парамет-
рів регресійних моделей. 

При оцінюванні параметрів моделей рег-
ресії дуже важливу роль відіграють асимптотич-
ні властивості використовуваних оцінок. Кон-
систентність та асимптотична нормальність — 
це перші дві властивості, які потрібно дослід-
жувати, оскільки вони є необхідними для по-
дальшого детальнішого вивчення асимптотич-
ної поведінки оцінок. 

Асимптотичні властивості о.н.к. парамет-
рів лінійних моделей з регресорами, які спо-
стерігаються з помилками, розглядались у кни-
зі А.Я. Дороговцева [1]. Дана стаття продовжує 
ці дослідження, розширюючи їх на випадок, 
коли помилки у спостереженнях і випадковий 
шум можуть бути як слабко-, так і сильно- 
залежними. 

Постановка задачі 

Розглянемо модель регресії 
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де θ = θ θ ∈ R*
1( ,..., ) q
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метрів ( * означає транспонування), ∞ →: [0, )ia  
→ =R1 , 1,i q  — деякі невипадкові неперервні 

функції і  
1) ∈ =R1( ), , 1, ,iy t t i q  — незалежні, непе-

рервні у середньоквадратичному, вимірні 
стаціонарні гауссові процеси, =(0) 0iEy ; 
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У статті увагу зосереджено на отриманні 
сильної консистентності та асимптотичної 
нормальності о.н.к. θ

)
T . 

Допоміжні твердження 

Розглянемо деякі твердження, необхідні 
для отримання основних результатів роботи. 

Нехай для процесів додатково виконується 
припущення 

3) ∈ =R1( ), , 1,iy t t i q , — процеси, що задо-

вольняють умову сильної залежності, тобто ко-
варіаційні функції (к.ф.) = =( ) (0) ( )i i iB t Ey y t  
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Сформулюємо одну властивість п.з.ф., яка 
буде використовуватися далі і є узагальненням 
теореми 2.7 з [2, с. 65—67]. 

Лема 1. Нехай число η ≥ 0  та вимірна 

функція ( , )f t s , визначена на ∞ × ∞(0, ) (0, ),  
такі, що інтеграл  
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збігається при деякому < β < ∞0 . Нехай п.з.ф. 

L  обмежена на кожному скінченному інтерва-
лі з +R . Тоді при η > 0  виконується співвідно-
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У випадку η = 0  для виконання цього 
співвідношення достатньо неспадання на півосі 

∞(0, )  функції L .  

Літерами k  будемо позначати додатні 
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Введемо додаткові умови на функції ( ),ia t  
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датно визначена матриця. 
Введемо також позначення  

=Λ = + = 1(0) , (0) diag( (0)) .q
i iR J R B  

Дослідимо асимптотичну поведінку ΛT .  
Лема 2. Якщо виконано умови  1, 3—6, то  

 
→∞
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Дове дення. Для фіксованих ,i l  розгля-
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вольняє умови леми завдяки тому, що 
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Розглянемо другий доданок (5):  
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випливає, що 
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Подальше доведення (8) є аналогічним до 
(7). 
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Подальше доведення (9) проводиться ана-
логічно до (7). 

Тоді з умови  6, (8) і (9) випливає, що  
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і лему 2 доведено. 
З доведеної леми випливає таке твердження.  
Наслідок. Якщо виконано умови  1, 3—6, 

то для майже всіх ω∈Ω  існує таке 0 0 ( )T T= ω , 

що для всіх 0T T>  о.н.к. Tθ
)

, яку задано (2), є 

визначеною.  
Сформулюємо частинний випадок одно-

рідної нерівності Гельдера—Юнга—Браскампа—
Ліба для простору 1R  (більш детально див. [4, 
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Зробимо додаткове припущення стосовно 

процесу 1( ),t tε ∈R . 

7) Випадковий процес 1( ),t tε ∈R , має ін-

тегровну к.ф. ( ) = (0) ( )B t E tε ε . 

Теорема 1. Якщо виконано умови  1—7, то 

о.н.к. Tθ
)

 є сильно консистентною оцінкою 

параметра θ , тобто T
T →∞

θ → θ
)

 м.н.  

До в е д е н н я. З леми 2 та подання о.н.к. 
у вигляді (2) випливає, що для доведення 
теореми достатньо показати, що  

 
0

1
( ) ( ) 0

T

T
Z t t dt

T →∞
ε →∫   м.н. (10) 

Для фіксованого i   

0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

T T

i iz t t dt a t t dt
T T

ε = ε +∫ ∫  

 7 8
0

1
( ) ( ) ( ) ( ).

T

iy t t dt I T I T
T

+ ε = +∫  (11) 

Очевидно,  

8 ( ) 0,EI T =  

2
8 2

0 0

1
( ) ( ) ( ) ,

T T

iE I T B t s B t s dtds
T

= − −∫ ∫  

1
1( ) ( ) ( )iB t B t L∈ R , і за теоремою Лебега про 

можаровану збіжність  

0 0

1
( ) ( )

T T

iB t s B t s dtds
T

− − =∫ ∫  

| |
1 ( ) ( ) ( ) ( ) .

T

i i i
T

T

t
B t B t dt B t B t dt b

T

∞

→∞
− −∞

⎛ ⎞= − → =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  

Тоді для довільного 0ε >  і для T >  

0 ( ) 0T> ε >  

 
2 1
8 ( ) ( ) .iEI T b T −< + ε  

Покладемо 1 , 0nT n +ν= ν >  — деяке число. 

Тоді 2
8

=1

( )n
n

EI T
∞

< +∞∑  і, відповідно, 

2
8 ( ) 0n

n
I T

→∞
→  м.н. 

Подальше доведення є аналогічним до 
доведення (7) з леми 2. 

Нехай замість умови 7 виконано умову 
8) випадковий шум 1( ),t tε ∈R , має к.ф. 

( | |)
( )

| |

L t
B t

t α
= , ( ), 0L t t > , — п.з.ф., яка обме-

жена на кожному скінченному інтервалі з 

(0, )∞ , 
1

0,
2

⎛ ⎞α ∈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Теорема 2. Якщо виконано умови  1—6  і  
8, то T

T →∞
θ → θ
)

 м.н.  

До в е д е нн я. Аналогічно до доведення 
теореми 1 нам достатньо показати, що за умов 
теореми виконується (10). 

Для фіксованого i  розглянемо подання 
(11). Доведення того, що 7 ( ) 0

T
I T

→∞
→  м.н. та 

8( ) 0
T

I T
→∞
→  м.н. повторює доведення збіжності 

до нуля м.н. ( )l
i TΔ  і ( )i l TΔ  з леми 2 

відповідно. 
Зауважимо, що для випадку, коли деякі з 

ik = ∞ , можна довести аналогічні результати. В 
цьому випадку умови 4—6 переформулюються 
таким чином: 

4′) 1 2lim = , 0 , =1, ,iT i i
T

T d k k i q−

→∞
< ≤ ∞  якщо 

для деякого i , =ik ∞ , то існує таке 0iμ > , що 
2 = ( )iiTTd o T −μ− . 
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 5′) 
1

2

[0, ]

| ( ) |
sup , 1, .i

i
t T iT

a t
k T i q

d

−

∈
≤ =
(

 

Запишемо  

1 1
, 1

0

( ) , ( ) ( ) .
T

qil il
T T T iT lT i li lJ J J d d a t a t dt− −

== = ∫% % %  

 6′) lim T
T

J J
→∞

=% % , де =1( )qil
iJ J=% %  — деяка 

додатно визначена матриця. 
Теорема 3. Якщо виконано умови  1—3, 7 і  

4′—6′, то 1 / 2 ( ) 0T T T
T d−

→∞
θ − θ →
)

 м.н. 

Теорема 4. Якщо виконано умови  1—3, 8 і  

4′—6′, то 1 / 2 ( ) 0T T T
T d−

→∞
θ − θ →
)

 м.н. 

Асимптотична нормальність о.н.к. 

Введемо матричну міру ( )T dxμ  на 
1 1( , )R B  з матрицею щільності:  

 , 1( ( )) ,jl q
T j lx =μ  

 

1 1

1
2

2 2

( )

( ) ( ) | ( ) | | ( ) | ,

jl
T

j jl l
T TT T

x

a x a x a x dx a x dx

−

μ =

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫
R R

 

 
0

( ) ( ) , , 1, .
T

j ixt
jTa x e a t dt j l q= =∫  

Зауважимо, що 
1

2 1 2(2 ) | ( )| , 1,j
jT Td a x dx j q−= π =∫

R
. 

Зазначимо також, що з умови  7 випливає, 
що випадковий процес 1( ),t tε ∈R , має непе-

рервну та обмежену спектральну щільність fε . 

 9) Сім’я мір ( )Tμ ⋅  слабко збігається до 

міри ( )μ ⋅  при T → ∞  та 
1

( ) ( )f x dxε μ∫
R

 — до-

датно визначена матриця. 
Означення 2. Матрична міра ( )μ ⋅  назива-

ється спектральною мірою функції регресії 

1

( )
q

i i
i

a t
=
θ∑  (детальніше див. [6—8]).  

Введемо деякі позначення:  

 ( ) 1= diag ,q
i ik =Γ  

де ik  задано в умові 4; ( ) ( ) ,i ib B t B t dt
∞

−∞

= ∫
 

= 1, ;i q
 1

1/2 1/2
=12 ( ) ( ) diag( ) .q

i if x dx bε

⎛ ⎞
⎜ ⎟σ= π ⋅ Γ μ Γ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫
R

 

Теорема 5. Якщо виконано умови  1—7 і 9, 
то розподіл нормованої о.н.к.  

 ( )TT θ − θ
)

 

при T →∞  збігається до гауссового розподілу 
1 1(0, )N − −Λ σΛ . 

До в е д е н н я. Оскільки ( )TT θ − θ =  
1 ,T T
−= Λ Ψ

 
де  

0

1
= ( ) ( ) ,

T

T Z t t dt
T

Ψ ε∫  

та в силу леми 2 для доведення достатньо роз-
глянути асимптотичний розподіл вектора TΨ . 

Нехай *
1= ( ,..., ) q

qλ λ λ ∈ R  — довільний фік-
сований вектор, F  — σ -алгебра, яку пород-

жено 1{ ( ), }Y t t ∈ R . Умовний розподіл випад-

кової величини *
Tλ Ψ  відносно F  є гауссовим 

із середнім *{ | } 0TE λ Ψ =F  та дисперсією  

* 2{( ) | }TE λ Ψ =F  

* * *

0 0

1
( ) ( ) ( ) = ,

T T

TZ t Z s B t s dt ds
T

⎛ ⎞
= λ − λ λ σ λ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

де рівності є правильними м.н. [1]. Тому для 
характеристичної функції вектора TΨ  маємо  

*
* *

1

2( ) { ( | } .
T

T T
T Ee E E e Ee

− λ σ λ
λ Ψ λ Ψϕ λ = = =F  

Розглянемо поведінку елементів матриці 

Tσ  при T → ∞ . Для і-го діагонального елемен-

та ii
Tσ  матриці Tσ  маємо 

 
0 0

1
( ) ( ) ( )

T T
ii
T i iB t s a t a s dt ds

T
σ = − +∫ ∫  

0 0

2
( ) ( ) ( )

T T

i iB t s a s y t dtds
T

+ − +∫ ∫  

11 12 13
0 0

1
( ) ( ) ( ) .

T T

i iB t s y t y s dt ds I I I
T

+ − = + +∫ ∫  (12) 
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Для першого доданка легко отримати, ви-
користовуючи умову 4, що  

 11 2
0 0

( ) ( ) ( )
T T

i
i i

T
iT

k
I B t s a t a s dtds

d→∞
→ − =∫ ∫  

1

2 ( ) ( )ii
i T

T
k f x dxε →∞

= π μ →∫
R

 

 
1

2 ( ) ( ; ).ii
i

T
k f x dxε→∞

→ π μ θ∫
R

  (13) 

Далі,  
2
12EI =  

2

4

0 0 0 0

1 22

4
( ) ( ) ( ) ( )

4
( ) ( ) ( )

T T T T

i i

i

B t s B u v B t u a s
T

a v dtdsdudv f t s f u v
T

= − − − ×

× = − − ×

∫ ∫ ∫ ∫

∫
R

 

3 4 5 6 7( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,f t u f s f v f t f u dtdsdudv× −  

де  
1

1 2( ) ( ) ( ), ,f t f t B t t= = ∈ R  

1
3

(| |)
( ) (| |), ,

| | i

i
T

L t
f t t t

t α
= χ ∈ R  

1
4 5( ) ( ) ( ) ( ),i Tf t f t a t t t= = χ ∈ R , 

6 7( ) ( ) ( ),Tf t f t t= = χ  1t ∈R . 

Застосуємо до останнього інтеграла нерів-
ність Гельдера—Юнга—Браскампа—Ліба (лема 4). 
Якщо покласти 1 2 3 1p p p= = = , 4 5p p= = ∞ , 

6 7 2p p= = , то можна показати, що умови 

леми 4 виконано. Тоді  

2
2 2 21
12 22

4 | ( | | ) |
|| || || ||

| | i

T
i

i T T
T

c K L t
EI dt a

T t
∞α

−

≤ ⋅ ⋅ χ ⋅ χ ≤∫
 

2 2 2 21
1 1

0

8 | ( | | ) | 8 ( )
,

1| |i i

i i i i

T
i

c k K L T t c k K B T
dt

T tα α →∞
≤

− α∫
% %

∼  (14) 

де 1 1
1 1

1, 1, 1, 0, 0, ,
2 2

K K
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, | ( ) |c B t dt
∞

− ∞

= ∫ . 

Розглянемо тепер поведінку останнього 
доданка (12). 1

1( ) ( ) ( )iB t B t L∈ R , і за теоремою 

Лебега про можаровану збіжність  

 13
0 0

1
( ) ( )

T T

iEI B t s B t s dtds
T

= − − =∫ ∫  

 
| |

1 ( ) ( ) .
T

i iT
T

t
B t B t dt b

T →∞
−

⎛ ⎞= − →⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
 

 (15) 

Використовуючи те, що процеси ( ),iy t  
1 , = 1,t i q∈R  є гауссовими, отримаємо  

 2
13 13( )E I EI− =  

2
0 0 0 0

2
( ) ( ) ( )

( )

T T T T

i

i

B t s B u v B t u
T

B s v dtdsdudv

= − − − ×

× − =

∫ ∫ ∫ ∫  

1 2 3 42
4

2
( ) ( ) ( ) ( )f t s f u v f t u f s v

T
= − − − − ×∫

R  

5 6 7 8( ) ( ) ( ) ( ) ,f t f s f u f v dtdsdudv×  

де  
1

1 2( ) ( ) ( ),f t f t B t t= = ∈ R ,  

1
3 4

( | |)
( ) ( ) ( | |),

| | i

i
T

L t
f t f t t t

t α
= = χ ∈ R , 

 1( ) ( ), , 5,6,7,8j Tf t t t j= χ ∈ =R . 

Застосуємо до останнього інтеграла нерів-
ність Гельдера—Юнга—Браскампа—Ліба (лема 4). 
Якщо покласти 1 2 1p p= = , 3 4 2p p= = , jp =

 
4, = 5,6,7,8j= , то можна показати, що умови 

леми 4 виконано. Тоді, аналогічно до (14),  

 
2 21

2 2
13 13 2 2

0

4 ( | |)
( )

| |i i

i

T

c K L T t
E I EI dt

T tα α →∞
− ≤ ∫ ∼  

 
2 2

24 ( )
,

1 2
i

T
i

c K B T
→∞ − α
∼  (16) 

де 2 2
1 1 1 1 1 1

= 1, 1, , , , , ,
2 2 4 4 4 4

K K
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

З (13)—(16) випливає, що  

 ii ii
T

T →∞
σ → σ  (17) 

за ймовірністю. 
Аналогічно можна показати, що для 

елементів il
Tσ  з i l≠   
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il il
T

T →∞
σ → σ

 (18) 

за ймовірністю. 
Таким чином, з (17) і (18) випливає, що 

T T →∞
σ → σ  за ймовірністю. Зауважимо також, що 

* 0Tλ σ λ ≥ . Тоді за теоремою Лебега про мо-

жаровану збіжність маємо  

 
1 1* *

2 2lim ( ) = lim = ,T

TT T
Ee e

− λ σ λ − λ σλ

→∞ →∞
ϕ λ  

тобто теорему 3 доведено. 
Для випадку, коли деякі з =ik ∞ , теорема 

5 переформулюється таким чином. 
Теорема 6. Якщо виконано умови 1—3, 4′—

6′, 7 і 9, то розподіл нормованої о.н.к.  

 ( )( )T Td T θ − θ
)

 

при T →∞  збігається до гауссового розподілу 
1 1(0, )N − −Λ σΛ% % , де  

 
1

1

2 ( ) ( ) diag ,

q

i

i i

b
f x dx

k
ε

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟σ = π μ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
R  

= ( ) ( )i ib B t B t dt
∞

−∞
∫ , 

=1

1
= diag (0)

q

i
i i

B J
k

⎛ ⎞
⎜ ⎟Λ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

%%  

(вважатимемо, що 
1

0
ik
=  у випадку =ik ∞ ).  

Висновки 

Отримані в роботі достатні умови консис-
тентності та асимптотичної нормальності о.н.к. 
параметрів лінійних моделей регресії дають мож-
ливість охопити моделі з регресорами, які зале-
жать від часу та спостерігаються з похибками, 
що задавольняють умову сильної залежності. 

У подальших дослідженнях було б доціль-
но розглянути асимптотичну нормальність о.н.к. 
у складнішому для аналізу випадку, коли й по-
милки у регресорах, й випадковий шум одно-
часно є сильнозалежними випадковими проце-
сами. 
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