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УДК 517.9 

Н.Л. Денисенко 

АСИМПТОТИЧНІ ВЛАСТИВОСТІ РОЗВ’ЯЗКІВ СИСТЕМ ЛІНІЙНИХ                        
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНО-ФУНКЦІОНАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ІЗ ЛІНІЙНО ПЕРЕТВОРЕНИМ                      

АРГУМЕНТОМ 

The differential-functional equations with linear deviations of the argument have been the main object of the research 
by many mathematicians. Currently many directions are quite well studied. However, in the modern theory of such 
equations there are a number of vague issues. Specifically, among them are issues on asymptotic properties of                
continuously differentiable solutions for systems of linear differential-functional equations with linear transformed 
argument. Here we focus on equations in cases when deviation of the argument ( ) (1 ) ,

i i
t tΔ = − λ  1,2,...,i =  can be                

either positive or negative. We utilize basic methods of the theory of ordinary differential and differential-functional 
equations in the study, in particular, the method of successive approximations. We obtain new sufficient conditions  
of the existence of continuously differentiable, bounded on R  solutions for systems of linear differential-functional 
equations with linear transformed argument and study the structure of a set of such solutions. Because such equations 
play an important role in the theory of differential equations and are widely used in the study of many problems               
of science and engineering, it is reasonable to hope that these results will be applied in the study of important                  
practical problems. 

Вступ 

Різні частинні випадки систем диференці-
ально-функціональних рівнянь із лінійними 
відхиленнями аргументу досліджувались багать-
ма математиками, і на сьогодні ряд питань їх 
теорії досить добре вивчений (див. [1—6] і на-
ведену там бібліогр.). Так, наприклад, в [1] до-
сить повно досліджено асимптотичні властиво-
сті розв’язків лінійного скалярного рівняння;  
в [2] одержано достатні умови існування та єди-
ності обмеженого на всій дійсній осі розв’язку 
системи нелінійних диференціально-функціо-
нальних рівнянь нейтрального типу; в [3] ви-
вчено асимптотичні властивості неперервно 
диференційовних розв’язків лінійних і неліній-
них систем рівнянь із багатьма лінійними від-
хиленнями аргументу. 

Постановка задачі 

Основною метою роботи є вивчення асимп-
тотичних властивостей неперервно диференці-
йовних розв’язків систем диференціально-функ-
ціональних рівнянь вигляду 

 
1

( ) ( ) ( ) ( )i i
i

x t A x t B t x t
+∞

=
= + λ ,∑&  (1) 

де ( )t ∈ = −∞, +∞R ; A  — стала ( )n n× -матриця, 

( )iB t , 1 2i …= , , , — дійсні матричні функції роз-

мірності n n× ; та дослідження структури їх 

множини. Ця робота є продовженням дослід-
ження питань, які вивчались у статті [3]. 

Основні результати 

1. Дослідимо спочатку асимптотичні влас-
тивості неперервних розв’язків системи рів-
нянь (1) у випадку, коли 0 1i< λ <  при 

1i … j= , , , 1iλ >  при 1 2 ,i j j …= + , + ,  ( )j ∈N . 

Має місце така теорема. 
Теорема 1. Нехай виконуються умови: 

1) всі власні значення ( )ia A , 1,i n= , мат-

риці A  такі, що 

 Re ( ) 0ia A <  при 1i p= , ,K ,  

 Re ( ) 0ja A >  при 1j p n= + , ,K ,  

 0 p n< ≤ ,  

тобто існують проектори 1 diag ( 0)pP E= , , 

2 diag (0 )n pP E −= , , 1 2P P E+ =  такі, що 

0 0K∃ > ,α > :   

 
1

2

при 0

при 0

A t t

A t t

e P Ke t

e P Ke t

−α

α

| | ≤ ≥ ,

| | ≤ ≤ ;
 

2) всі елементи матриць ( )iB t , 1 2i = , , ,K  є 

неперервними обмеженими при t ∈R  функція-
ми і  
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t

B t b i
∈

≤ < ∞ K
R

 

де 
1 1

( ) max ( )
n

klk n l

B t b t
≤ ≤ =

| | = | |∑  для матричної функції 

( ) ( ( ))klB t b t= ;  

3) виконується співвідношення 
1

2
1i

i

K
b

+∞

=
< .

α ∑  

Тоді справедливі твердження: 
1) існує сім’я неперервно диференційов-

них обмежених при [0 )t +∈ = , +∞R  розв’язків 

( ) ( ),x t x t c= ,  де 1( , 0 0),pc c c= , , , ,K K  ic , 1i p= , , — 

довільні сталі, системи рівнянь (1), які пряму-
ють до нуля при t → +∞;  

2) існує сім’я неперервно диференційов-
них обмежених при ( 0]t −∈ = −∞,R  розв’язків 

( ) ( ),x t x t c= ,  де 1(0 0 )p nc c c+= , , , , ,K K , ic , 

1i p n= + , , — довільні сталі, системи рівнянь 
(1), які прямують до нуля при t → −∞ . 

До в е д е н н я. Довільний неперервно ди-
ференційовний обмежений на +R  розв’язок 
системи рівнянь (1) задовольняє також систему 
інтегральних рівнянь 
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e P B x d
+∞ +∞

−τ

=
− τ λ τ τ,∑∫  (2) 

де 1( , 0 0),pc c c= , , , ,K K  ic , 1i p= , , — довільні 

сталі. Покажемо, що довільний неперервний 
обмежений при t +∈R  розв’язок системи інтег-
ральних рівнянь (2) є розв’язком системи ди-
ференціально-функціональних рівнянь (1). Дійс-
но, диференціюючи рівність (2), отримаємо  
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t
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−τ
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P B t x t Ax t
+∞
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+ λ = +∑  
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1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i
i i

P P B t x t Ax t B t x t
+∞ +∞

= =
+ + λ = + λ .∑ ∑  

Отже, для доведення твердження 1 теоре-
ми достатньо довести, що система рівнянь (2) 
має сім’ю неперервних обмежених при t +∈R  
розв’язків ( ) ( )x t x t c= , , де 1( , 0 0),pc c c= , , , ,K K  

ic , 1i p= , , — довільні сталі. Для цього викори-

стаємо метод послідовних наближень, які ви-
значимо співвідношеннями: 

 0( ) 0,x t ≡  

 ( )
1 1 1
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( ) ( ) ( )
t

At A t
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( ) ( )A t
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+∞ +∞

−τ
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=
− τ λ τ τ,∑∫  (3) 

 1,2,m = K  

Розмірковуючи за індукцією покажемо, що 
при всіх 1,2,m = K , 0t ≥  виконується співвід-

ношення 

 
1

1 1( ) ( )
m t

m m mx t x t e
−

∗−αλ
− −| − | ≤ θ ,  (4) 

де 

 min{ 1,2, },i i∗λ := λ , = K  

0 1 2
1

2
1,2,

(1 )m m im
i

K
K c b m

+∞

−
=∗

θ := | |, θ := θ , =
α − λ ∑ K  

Дійсно, в силу умов теореми і (3) при 0t ≥          
маємо  

 1 0 1( ) ( ) A t tx t x t e P c Ke c− α| − | = | | ≤ | |,  

тобто при 1m =  оцінка (4) має місце. Припус-
тимо, що оцінка (4) уже доведена для деякого 

1m ≥  і покажемо, що вона не зміниться при 
переході від m  до 1m + . Дійсно, беручи до 
уваги умови теореми і (3), (4), одержуємо 
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Оскільки 
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то 
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Цим самим доведено, що оцінка (4) має місце 
для довільного 1,2,m = K   

Оскільки (в силу (4)) при всіх 1,2,m = K , 

0t ≥  виконуються оцінки  
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то, в силу умови 3 теореми, ряд  
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рівномірно збігається для довільного t +∈R , 
c c ∗| | ≤  (c ∗  — додатна стала) до деякої непере-

рвної вектор-функції ( )x t , яка є розв’язком 

системи інтегральних рівнянь (2). Це легко по-
казати, якщо в (3) перейти до границі при 
m → +∞ . Таким чином, система рівнянь (2) 

має сім’ю неперервних обмежених при t +∈R  
розв’язків ( ) ( ),x t x t c= ,  які прямують до нуля 
при t →+∞  (внаслідок (4)). 

Щоб довести неперервну диференційов-
ність розв’язків рівняння (2), продиференцію-
ємо співвідношення (3): 

 0( ) 0x t ≡& , 

 
1

1

( ) ( ) ( ) ( ) 1 2m m i m i
i

x t Ax t B t x t m
+∞

−
=

= + λ , = , ,∑& K

 

Отже, 

 1 0 1 0| ( ) ( ) | | || ( ) ( ) |x t x t A x t x t− ≤ − ,& &  

 1 1| ( ) ( ) | | || ( ) ( ) |m m m mx t x t A x t x t− −− ≤ − +& &  

 1 2
1

| ( ) | | ( ) ( ) | 2 3i m i m i
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B t x t x t m
+∞

− −
=
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Позначивши 1
0

sup ( ) ( )m m m
t

x t x t−
≥

μ := | − |& & , mν :=  

1
0

sup ( ) ( )m m
t

x t x t−
≥

:= | − | , 1,2,m = K , із (5) отрима-

ємо  
 1 1Aμ ≤ | |ν ,  
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−
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Звідси маємо 

 1 1 1

( )m i m
m i m

A b
+∞+∞ +∞

= = =
μ ≤ | | + ν .∑ ∑ ∑

 

Із збіжності ряду 
1

m
m

+∞

=
ν∑  випливає збіжність ря-

ду 
1

m
m

+∞

=
μ∑ . Твердження 1 теореми доведено.  

Доведення твердження 2 теореми прово-
диться за тією ж схемою. При цьому послідовні 
наближення визначаються формулами  

 0( ) 0x t ≡ ,  
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2 1 1

1
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t

A t A t
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x t e P c e P B x d
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e P B x d
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−τ
−

=
− τ λ τ τ,∑∫  (6) 

 1,2,m = K , 

і задовольняють, в силу умов теореми, співвід-
ношення  

 
1

1 1( ) ( ) при 0
m t

m m mx t x t e t
−

∗αλ
− −| − | ≤ θ ≤ ,  

де  

 0min{ 1,2, }i i K c∗λ = λ , = , θ = | |,K  

 1 2
1

2
1 2

(1 )m m im
i

K
b m

+∞

−
=∗

θ = θ , = , ,
α − λ ∑ K  

Цим самим теорему 1 доведено. 
2. Розглянемо тепер систему диференціаль-

но-функціональних рівнянь (1) у випадку, як-
що 1iλ > , 1,2,i = K , і дослідимо властивості її 

неперервно диференційовних розв’язків.  
Має місце така теорема.  
Теорема 2. Нехай виконуються умови 1, 2 

теореми 1 і умова  

       3′) 
1

2
1i

i

K
b

+∞

=∗
< ,

α − α ∑  

де 0 ∗< α < α . Тоді справедливі твердження: 

1) існує сім’я неперервно диференційовних 
обмежених при t +∈R  розв’язків ( ) ( ),x t x t c= ,  

де 1( , 0 0),pc c c= , , , ,K K  ic , 1i p= , , — довільні 

сталі, системи рівнянь (1), які прямують до нуля 
при t → +∞;  

2) існує сім’я неперервно диференційовних 
обмежених при t −∈R  розв’язків ( ) ( ),x t x t c= ,  

де 1(0 0 )p nc c c+= , , , , ,K K , ic , 1i p n= + , , — довіль-

ні сталі, системи рівнянь (1), які прямують до 
нуля при t → −∞ . 

Для д о в е д е н н я твердження 1 теореми до-
статньо, очевидно, показати, що система інтег-
ральних рівнянь (2) має сім’ю неперервних об-
межених при t +∈R  розв’язків ( ) ( , ),x t x t c=  що 
прямують до нуля при t → +∞ . Беручи до уваги 

умови теореми, це можна здійснити за допомо-
гою методу послідовних наближень, які визна-
чаються співвідношеннями (3).  

Розмірковуючи за індукцією покажемо, що 
при всіх 1,2,m = K , 0t ≥  виконуються співвід-

ношення  
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Справді, беручи до уваги умови теореми і (3), 
при 0t ≥  маємо  

 1 0 1( ) ( ) tA t tx t x t e P c Ke c Ne ∗−α−α| − | = | | ≤ | | = ,  

тобто при 1m =  оцінка (7) має місце. Припус-
тимо, що оцінка (7) уже доведена для деякого 

1m ≥  і покажемо, що вона не зміниться при 
переході від m  до 1m + . Дійсно, беручи до ува-
ги умови теореми і (3), (7), одержуємо  
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Цим самим доведено, що оцінка (7) має місце 
для довільного 1m ≥ . 
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Оскільки при всіх 1m ≥ , 0t ≥  виконується 
оцінка 

 1 1
1( ) ( ) tm m

m mx t x t N e N∗−α− −
−| − | ≤ θ ≤ θ ,  

то, в силу умови 3′ теореми, ряд  

 
1

1

( ( ) ( ))m m
m

x t x t
+∞

−
=

−∑
 

рівномірно збігається для довільного t +∈R , 
c c ∗| | ≤  (c ∗  — додатна стала) до деякої неперерв-

ної вектор-функції ( )x t c, , яка є розв’язком сис-

теми інтегральних рівнянь (2). Це легко показа-
ти, якщо в (3) перейти до границі при m →+∞ . 
При цьому (внаслідок (7)) для вектор-функції 

( )x t c,  справедлива оцінка  

 
1

1

( ) ( ) ( )
1

t
m m

m

N
x t c x t x t e ∗

+∞
−α

−
=

| , | ≤ | − | ≤ ,
− θ∑

 

звідки безпосередньо випливає, що lim ( )
t

x t c
→+∞

| , | =  

0= . Неперервна диференційовність розв’язків 
рівняння (2) доведена в теоремі 1. 

Таким чином, система рівнянь (2) має сім’ю 
неперервних обмежених при t +∈R  розв’язків 

( ) ( )x t x t c= , , які прямують до нуля при 
t → +∞ . 

До в е д е н н я  твердження 2 теореми про-
водиться за тією ж схемою. При цьому послі-
довні наближення визначаються за допомогою 
(6) і задовольняють, в силу умов теореми, спів-
відношення  

1
1( ) ( ) 1 2 ( 0]tm

m mx t x t N e m t∗α−
−| − | ≤ θ , = , , , ∈ −∞, ,K

 

де  

 
1

2
0 i

i

K
N K c b

+∞

∗
=∗

< α < α, = | |, θ =
α − α ∑ , 

і для вектор-функції ( )x t c,  справедлива оцінка  

1
1

( ) ( ) ( )
1

t
m m

m

N
x t c x t x t e ∗

+∞
α

−
=

| , |≤ | − | ≤ ,
− θ∑

 

звідки випливає, що lim ( ) 0
t

x t c
→−∞

| , | = .  

Теорему 2 доведено. 

Висновки 

У роботі встановлено нові достатні умови 
існування неперервно диференційовних розв’яз-
ків систем лінійних диференціально-функціо-
нальних рівнянь із лінійними відхиленнями ар-
гументу вигляду (1), вивчено асимптотичні влас-
тивості таких розв’язків і досліджено структуру їх 
множини. Оскільки такі рівняння відіграють  
важливу роль у теорії диференціальних рівнянь 
та широко використовуються при дослідженні 
багатьох задач науки і техніки, то є всі підстави 
сподіватись, що ці результати також знайдуть 
своє застосування при вивченні важливих прак-
тичних задач. Розроблена в роботі методика по-
будови неперервно диференційовних розв’язків 
дає можливість в майбутньому довести існування 
асимптотично періодичних розв’язків і дослідити 
їх властивості. 
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