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ВИВЧЕННЯ ВПЛИВУ АНІЗОТРОПІЇ І НЕОДНОРІДНОСТІ КІСТКОВОЇ ТКАНИНИ НА 
РОЗПОДІЛ НАПРУЖЕНЬ У НИЖНІЙ ЩЕЛЕПІ МЕТОДОМ СКІНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТІВ 

The paper discusses simulation results of mathematical modeling of the stress-strain state of the lower jaw with                 
advanced three-dimensional finite element model. To simplify the study of the structure of the elastic constants                 
of anisotropic inhomogeneous body bone we use a priori data on characteristics of the rigidity of its cortical layer. 
When studying the effect of anisotropy and heterogeneity of the physical bone model its mechanical properties                   
are considered as linear orthotropic for each discrete piece — uniform model of the mandibular body with three         
mutually orthogonal planes of symmetry in the Cartesian coordinate system. We determine the values of the                 
elastic constants of anisotropic material in each local volume in the local Cartesian coordinates based on actual                 
test data sample jaw materials jaw the elastic moduli and the coefficient of lateral deformation along the line of                 
cortical bone osteons. Based on the data gnathodynamometry data, we repair strength and direction of the                 
masticatory muscles in the simulation model. Moreover, we study the effect of anisotropy and heterogeneity                 
of the physical model of the bone tissue distribution of stresses and strains in various parts of the lower jaw. The  
results are compared with field test data and previously proposed computational jaw models. We make                  
recommendations on how to construct adequate simulation models of the stress-strain state of human mandible used 
in oral and maxillofacial surgery. 

Вступ 

На сьогодні створення індивідуальних скін-
ченноелементних моделей (СЕМ) кісток облич-
чя є перспективним напрямом біомеханічних 
досліджень [1—3]. Автори вважають, що СЕМ у 
найближчому майбутньому можуть стати важ-
ливим компонентом планування щелепно-ли-
цевих операцій і точного прогнозування склад-
них біомеханічних реакцій при встановленні 
імплантатів, проведенні остеотомій та остеосин-
тезу кісток обличчя [3—5]. Розроблений на ос-
нові матричного обчислення метод скінченних 
елементів [1] виявився надзвичайно ефектив-
ним і набув широкого застосування в інжене-
рії, машинобудуванні, аерокосмічній та енерге-
тичній галузях. Він дає можливість з високою 
точністю визначати розподіл напружень, на-
прямок і величину деформацій в окремих об’є-
мах і точках (вузлах) моделі, запас міцності та 
особливості руйнування моделі при дії гранич-
них навантажень. Вірогідність СЕМ для біоло-
гічних і біомеханічних об’єктів дослідження 
при цьому визначається точністю відтворення у 
вхідних даних геометричних структур, необхід-
ною щільністю скінченних елементів поблизу 
концентраторів напружень, властивостями не-
однорідного матеріалу з анізотропними та ізо-
тропними пружними механічними характерис-
тиками, силовим навантаженням і граничними 
умовами (умовами контактної взаємодії струк-
турних елементів імітаційної моделі та особли-
востями її кінематичного закріплення) [1, 3—6]. 

Прогрес комп’ютерних технологій і удо-
сконалення методів цифрової обробки рентге-
нологічних зображень дають змогу створити 
імітаційні моделі, що з високою точністю від-
творюють за комп’ютерною томограмою пацієн-
та складну геометрію нижньої щелепи (НЩ). 
Натомість точний математичний опис біомеха-
нічних властивостей кісткової тканини, особ-
ливо при створенні індивідуальних СЕМ, істот-
но ускладнений [7, 8]. 

Відомо, що кісткова тканина НЩ за свої-
ми механічними властивостями є неоднорід-
ною, нелінійною і анізотропною. Вона має ви-
ражені в’язко-пружні властивості і здатність до 
структурної перебудови під дією навантажень. 
Крім того, механічні властивості НЩ можуть 
істотно (на порядок і більше) змінюватись за-
лежно від віку, статі, структурно-функціональ-
ного стану кісткової тканини, наявності локаль-
них і системних патологічних процесів [6, 9, 
10]. На сьогодні в літературі існують значні роз-
біжності у визначенні основних механічних 
констант навіть для неураженої кісткової тка-
нини. Модулі пружності кортикальної кістки, 
визначені в різних дослідженнях, коливаються 
від 4 до 20—22 ГПа, а губчастої — від 0,05 до 
1,5 ГПа і більше. Механічні властивості кістко-
вої тканини мають індивідуальні та топогра-
фічні варіації, крім того, на величину модуля 
істотно впливають особливості методики його 
визначення [3, 6, 8, 11]. Надійних неінвазивних 
методів оцінки індивідуальних властивостей 
кісткової тканини пацієнта in vivo на сьогодні 
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не існує. Тому більшість дослідників при ство-
ренні СЕМ кісток вдаються до спрощень і абст-
рагування, розглядаючи кістку як ізотропний 
матеріал з однорідною щільністю та характер-
ристиками міцності. Величину основних меха-
нічних констант кісткової тканини задають за 
середніми значеннями, отриманими в прямих 
експериментах переважно на матеріалі in vitro 
[2, 4, 6, 8]. Як наслідок, при визначенні на-
пружень і деформацій можуть виникати істотні 
похибки [8, 12]. 

Зважаючи на це, широке впровадження 
СЕМ щелеп людини в клінічну практику по-
требує всебічної оцінки їх точності та вірогід-
ності [6, 8, 12]. Така оцінка в механіці інженер-
них конструкцій базується на зіставленні да-
них, отриманих при розрахунку моделі, із ре-
зультатами прямих натурних експериментів. З 
урахуванням особливостей об’єкта досліджен-
ня, яким є організм людини, такий підхід у 
медицині істотно обмежений або неможливий. 
Будь-які інвазивні тести і виміри у пацієнта є 
неприпустимими з міркувань біоетики. Втім 
важлива інформація щодо впливу тих чи інших 
чинників на величину похибки розрахункових 
даних може бути отримана при проведенні чи-
слових експериментів імітаційного математич-
ного моделювання [12]. 

Постановка задачі  

Мета роботи — дослідити вплив анізотро-
пії та неоднорідності механічних властивостей 
кісткової тканини на характер розподілу і ве-
личину функціональних напружень, що вини-
кають у НЩ, із застосуванням методів іміта-
ційного моделювання та числових розв’язків 
методом скінченних елементів тривимірних 
задач теорії пружності для анізотропних тіл. 

Матеріали і методи дослідження 

Комп’ютерну імітаційну тривимірну мо-
дель щелепи було створено на основі томогра-
фічного дослідження кісток лицевого черепу 
пацієнта з нормально сформованою, неушкод-
женою НЩ та інтактними зубними рядами. 
Побудову моделі проводили за 940 ключовими 
точками, координати яких було перенесено в 
програмне середовище ANSYS 5.7 [13]. Ці точ-
ки було з’єднані полілініями, за якими по-       
будовано криволінійні площини і об’єми, що  
відповідали губчастому і кортикальному шару  
кістки. Зуби і пародонт у моделі не відтворю-

вали. Для формування об’ємної сітки СЕМ бу-
ло вибрано 10-вузловий тетраедричний елемент 
SOLID 187 з квадратичною апроксимацією  
функцій. У ділянках, де передбачали наявність 
концентрації напружень, вдавались до згущен-
ня сітки. Створена базова модель НЩ склада-
лася зі 173660 вузлів і 112100 скінченних еле-
ментів (78429 для кортикальної і 33671 для губ-
частої кісткової речовини). В моделі було від-
творено умови навантаження, що відповідають 
передній оклюзії. Для цього в ділянці суглобо-
вої поверхні головки НЩ вдавались до шар-
нірного закріплення, а в ділянці фронтальних 
зубів блокували вертикальні переміщення по-
верхневих вузлів, моделюючи їжу, що відкушу-
ється, як абсолютно жорстке тіло. Активними 
вважали лише м’язи, що підіймають НЩ. На-
прямок їх дії задавали за даними [14], а силу 
жувальних м’язів визначали за співвідношен-
ням їх “абсолютної” сили і даними гнатодина-
мометрії, відомими з літератури [11] (таблиця).  

Механічні властивості кортикальної і губ-
частої тканини змінювали в межах експеримен-
тально визначеного фізіологічного діапазону 
пружних фізико-механічних властивостей ще-
лепи [7]. При цьому створювали ряд СЕМ НЩ 
з різним ступенем дискретизації її об’ємів, які 
розраховували за сталих кінематичних гранич-
них умов і силового навантаження [14, 15]. 

Вплив абсолютного значення та співвід-
ношення модулів пружності різних типів кіст-
кової тканини на величину і характер розподі-
лу напружень і деформацій НЩ було вивчено 
на лінійній ізотропній моделі з такими харак-
теристиками: модуль пружності кортикальної 
кістки — 10 ГПа, губчастої кістки — 780 МПа, 
коефіцієнт Пуассона — 0,27 для обох типів кіст-
кової тканини. Цю модель розглядали як конт-
рольну. Після тестування моделі, перевірки 
скінченноелементної сітки на наявність дефек-
тів якості скінченних елементів та оцінки збіж-
ності числових результатів проводили розраху-
нок напружено-деформованого стану щелепи. 
Оцінювали розподіл головних напружень, ек-
вівалентних за Мізесом напружень, а також 
нормальних і дотичних компонент тензора на-
пружень, що діють у різних площинах та на 
поверхні щелепи. Крім того, визначали вели-
чину пружних деформацій та лінійних перемі-
щень вузлів дискретної моделі.  

Модуль пружності кортикальної кістки змі-
нювали в межах визначеного в натурному екс- 
перименті діапазону (від 6 до 15 ГПа) [7].                
Модуль пружності губчастої кістки змінювали 
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пропорційно до зміни модуля кортикальної 
кістки (від 470 до 1150 МПа) і повторювали 
числовий розрахунок моделі. 

Після цього змінювали співвідношення 
жорсткості кортикального і губчастого шарів. 
Модуль пружності кортикальної кістки задава-
ли сталою величиною, а модуль пружності губ-
частої кістки варіювали від 100 до 900 МПа 
(експериментально визначений діапазон) [7].  

Для вивчення впливу анізотропії та неод-
норідності фізичної моделі кортикальної кістки 
її властивості розглядали як лінійно ортотропні 
для кожного дискретного кусково-однорідного 
об’єму моделі тіла НЩ з трьома взаємно орто-
гональними площинами симетрії декартової 
системи координат. Визначення величин для 
тензора пружних сталих неоднорідного тіла мо-
делі НЩ проводили в локальній системі коор-
динат для кожного попередньо визначеного об’є-
му з відомими експериментальними даними 
матеріальних констант для модуля пружності [7] 
та коефіцієнтів поперечної деформації [8].  

Відповідно до положень механіки суціль-
ного середовища, тензору пружних сталих ор-

тотропного тіла в локальній системі координат 
відповідає числова матриця ijk lC  розмірами 

6 × 6, яка забезпечує лінійний зв’язок деформа-
цій ijε  і напружень klσ  за законом Гука 

kl ijkl ijCσ = ε . Для проведення розрахунків на-

пружено-деформованого стану НЩ коефіцієн-
ти матриці ijk lC  в кожному однорідному об’ємі 

з визначеними кутами напрямків локального 
базису (рис. 1, 2) перераховували до єдиної 
глобальної системи декартових координат мо-
делі НЩ, а саме mnpq mi nj pk ql ijklC C′ = α α α α , за 

загальними правилами лінійних перетворень 
компонент тензора [16].  

Для спрощення дослідження структури 
пружних констант анізотропного неоднорідно-
го тіла НЩ керувались апріорними даними по 
характеристиках жорсткості її кортикального 
шару. Напрямок ліній максимальної жорсткос-
ті (вісь пружної симетрії) в ділянці НЩ збіга-
ється із напрямком більшості остеонів корти-
кального шару і змінюється від майже горизон-
тального на ділянці тіла до вертикального на 

Таблиця. Відтворення сили і напрямку дії жувальних м’язів у СЕМ 

Сила скорочення жувального м’яза, 
розрахована для сили прикусу 385 НМ’яз 

Абсолютна сила 
м’яза за        

Воробйовим—
Ясвоніним 

Орієнтація м’яза в сагітальній 
площині відносно Франк-
фуртської горизонталі за [14] По вертикалі По сагіталі 

Скроневий  800 Н − 27,1° 200 Н − 95 Н 

Власне            
жувальний 750 Н 19,6° 195 Н 60 Н 

Медіальний 
крилоподібний 400 Н 17,6° 100 Н 30 Н 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 1. Лінії максимальної жорсткості та вісі ортотропної 
симетрії пружних властивостей на НЩ 

Рис. 2. Орієнтація ліній максимальної жорсткості в локаль-
ній системі координат (відносно нижнього краю 
щелепи), відтворена в СЕМ 
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ділянці гілки [7, 8] (рис. 1). Для відтворення 
складної геометрії ліній ортотропної симетрії 
СЕМ для НЩ було розділено на 12 об’ємів з 
однорідними механічними властивостями. В 
кожного з них орієнтацію вісей ортотротропії 
та значення модулів пружності розраховували 
та задавали окремо (рис. 2). 

У локальній системі координат для кожно-
го з 12 об’ємів анізотропного неоднорідного 
тіла НЩ використовували отримане у фізич-
ному експерименті співвідношення модулів 
пружності 1 2: 1,65E E = , 2 3: 1,2E E = . Модулі 

зсуву в різних напрямках задавали, виходячи з 
експериментально-отриманих даних [7, 8] і 
співвідношення модулів пружності. Жорсткість 
кортикальної кістки задавали більшою на ді-
лянці кута і гілки (Е1 = 11 ГПа), а в 
ділянці тіла і підборіддя зменшували 
до 10 і 9 ГПа відповідно. Потім зна-
чення модулів пружності переводили 
з локальної системи координат (від-
носно краю НЩ) у глобальну сис-
тему координат і проводили подаль-
ші розрахунки. 

Отримані при розрахунку анізо-
тропної моделі дані порівнювали з  
результатами розрахунків ізотропної 
моделі з усередненим значенням ве-
личини модуля пружності. Вплив 
того чи іншого показника на резуль-
тати розрахунків оцінювали за від-
мінністю у величині головних на-
пружень і деформацій, а також екві-
валентних за Мізесом напружень 
порівняно з контрольною базовою 
моделлю. 

Результати і їх обговорення. 

При розрахунку лінійної ізо-
тропної моделі НЩ було встанов-
лено, що при жувальному наванта-
женні вона перебуває в умовах             
складного напруженого стану, а кіст-  
кові тканини мають деформації            
розтягу-стиску, згину і зсуву. На-
пруження при цьому розподіляються 
нерівномірно. Їх максимальна кон-
центрація виникає на ділянці перед-
нього краю гілки НЩ і зовнішньої 
косої лінії. Зонами концентрації   
напружень також є задній край гіл-
ки, ділянка торуса і передня поверх-
ня шийки суглобового паростка 

(рис. 3). Напруження сприймаються і перероз-
поділяються головним чином за рахунок кор-
тикального шару кістки. В губчастій речовині 
вони не перевищують 1—3 МПа (рис. 4). 

При пропорційній зміні модулів пружності 
кортикальної та губчастої кісткової тканини 
величина і характер розподілу напружень не 
змінюються, а величина деформацій зменшу-
ється прямо пропорційно до зростання модуля 
пружності. Втім зміна співвідношення модулів 
пружності різних шарів кістки спричиняє сут-
тєві зміни в розподілі напружень. При зрос-
танні модуля пружності губчастого шару від 100 
до 900 МПа за сталої жорсткості кортикальної 
кістки максимальні значення напружень у 
ньому зростають у 6,2 разу (рис. 5).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3. Розподіл еквівалентних за Мізесом напружень (МПа) для НЩ при 
передній оклюзії 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 4. Розподіл еквівалентних за Мізесом напружень (МПа) в кортикаль-

ному (1) і губчастому (2) шарах НЩ 
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Рис. 5. Зміна максимальної величина еквівалентних за Мі-
зесом напружень у губчастому шарі кістки залежно 
від його жорсткості 

Розподіл напружень у кортикальному шарі 
стає більш рівномірним, величина максималь-
них напружень у ділянках, що є більш напру-
женими, зменшується, а в менш напружених 
зонах зростає. Градієнти напружень і деформа-
ції на різних анатомічних ділянках НЩ змен-
шуються. Виразність цих змін залежить від ар-
хітектоніки анатомічної ділянки НЩ. Градієн-
ти напружень зменшуються істотніше на ділян-
ках з добре вираженим губчастим шаром (тіло, 
виростковий відросток) і менш виразно на ді-
лянках з товстішим кортикальним шаром (зад-
ній край гілки щелепи) (рис. 6). Слід зазначи-
ти, що максимальні напруження в кортикаль-
ному шарі при зміні в 9 разів величини модуля 
пружності губчастої речовини змінюються не-
пропорційно (на різних ділянках від 12 до 38 %).  

Отримані данні свідчать, що зменшення 
жорсткості губчастого шару створює несприят-
ливі біомеханічні умови для функціонування 
щелепи в цілому. Вони узгоджуються з клініч-
ним досвідом щодо підвищення ризику спон-
танних переломів у пацієнтів із остеопорозом, 
коли зменшення мінеральної насиченості губ-
частого шару випереджає зміни в кортикальній 
кістці [9, 17].  

При відтворенні анізотропних властивос-
тей матеріалів імітаційної моделі характер роз-
поділу навантажень у НЩ не зазнавав суттєвих 
якісних змін. Основні розбіжності у величині 
напружень виникали на ділянках тіла НЩ і 
підборіддя. Розбіжності в максимальній вели-
чині еквівалентних за Мізесом напружень по-
рівняно з контрольною моделлю становили 
31—43 %. Натомість у ділянці гілки НЩ і зов-
нішньої косої лінії розбіжності були значно 
меншими — 3—18 %. Величина розбіжностей на 
різних ділянках визначалась, зокрема, напрям-

ком векторів головних напружень і деформацій 
відносно ліній максимальної жорсткості. 

Рис. 6. Максимальна величина еквівалентних за Мізесом 
напружень на різних ділянках кортикального шару 
за зміни жорсткості губчастого шару: 1 — зовнішня 
коса лінія, 2 — виростковий відросток, 3 — тіло 
НЩ, 4 — задній край гілки НЩ 

Таким чином, недостатньо точне відтво-
рення ступеня механічної неоднорідності кіст-
кової тканини та нехтування анізотропією її 
пружних властивостей при створенні СЕМ НЩ 
призводить до виникнення похибок у визна-
ченні величини функціональних напружень і 
деформацій. Величина похибки на різних ділян-
ках НЩ є істотною та може становити від 3 до 
45 % і більше. Вона залежить не тільки від точ-
ності визначення механічних властивостей кіс-
тки, але й від особливостей її архітектоніки та 
умов навантаження. 

Зважаючи на це, застосування спрощених 
СЕМ з ізотропними властивостями матеріалів, 
що побудовані на середньоанатомічних даних, 
можливе лише для якісної оцінки характеру 
розподілу навантажень у НЩ. При спробі їх 
застосування для кількісного біомеханічного 
аналізу конкретних клінічних ситуацій точність 
розрахунку може виявитись недостатньою.  

Висновки 

Вплив фізико-механічних анізотропних ха-
рактеристик кісткової тканини НЩ суттєво по-
значається на розрахунковій величині діючих 
напружень і деформацій в імітаційних моделях, 
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що необхідно враховувати при застосуванні ме-
тодів математичного моделювання в клінічних і 
наукових дослідженнях. 

Важливим чинником, що визначає напру-
жено-деформований стан щелепи людини, є 
співвідношення модулів пружності кортикаль-
ного і губчастого шарів. При збільшенні жорст-
кості губчастого шару з параметрами від 100 до 
900 МПа за сталої величини модуля пружності 
кортикальної кістки напруження в кортикаль-
ному шарі розподіляються більш рівномірно, а 
їх максимальна величина зменшується на різ-
них ділянках кортикального шару на 12—38 %. 

Зменшення жорсткості губчастого шару 
щелепи навіть за незмінних механічних власти-
востей кортикальної кістки (при остеопорозі, 
кістах тощо) створює несприятливі умови для 

сприйняття і перерозподілу жувальних наван-
тажень і збільшує ризик спонтанних переломів 
на ділянках концентрації напружень.  

При відтворенні в моделі механічних влас-
тивостей кортикальної кістки як анізотропного 
неоднорідного матеріалу розбіжності у величи-
ні напружень і деформацій порівняно з ізотроп-
ною моделлю на різних ділянках щелепи ста-
новлять від 3 до 43 %. Їх величина залежить від 
особливостей навантаження моделі і орієнтації 
ліній ортотропної симетрії. 

Розробка науково обґрунтованих матема-
тичних моделей в’язкопружного деформування 
кісток людини для біомедичної інженерії та 
результати приведених досліджень дають змогу 
вивчити типові та створювати нові раціональні 
стратегії остеосинтезу кісток щелепи людини.
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