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УДК 539.376 
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ПОВЗУЧІСТЬ НЕЛІНЙНО-В’ЯЗКОПРУЖНИХ МАТЕРІАЛІВ ЗА УМОВ НЕСТАЦІОНАРНОГО 
ОДНОВІСНОГО НАВАНТАЖЕННЯ 

This paper considers the problem of calculating creep strains of nonlinearly-viscoelastic material under different 
modes of nonstationary uniaxial loading. These modes involve stepped loading and unloading. Specifically, we solve 
the problem based on the hypothesis of the unified deformation diagram created from similarity of isochronous creep 
diagrams and a stress-strain diagram. A generalized reological model is constructed. Relying on this generalized 
model, we construct the unidimentional creep constitutive equations of nonlinear viscoelastic materilas. In addition, 
we choose the hereditary kernel as Rabotnov’s exponentional-fractional function. We determine model parameters 
through the base experiment under stationary uniaxial creep. The nonstationary loading modes are assigned by the 
Hevyside’s function. Through experiments conducted, we test calculation results on the problems of nonstationary 
creep strains forecast of polyvinylchloride elastron. Moreover, calculation results are consistent with the experimental 
data. 

Вступ 

Ефективне застосування нелінійно-в’язко-
пружних матеріалів у різних галузях сучасної 
техніки спричинило інтенсивне дослідження їх 
фізико-механічних властивостей, розробку ме-
тодів визначення напружень, деформаційних 
характеристик і характеристик міцності компо-
зитів за характеристиками компонентів. При 
цьому необхідно мати на увазі, що в більшості 
практично важливих випадків (корпуси літаль-
них апаратів, кораблів, трубопроводи, посуди-
ни тиску тощо) деформування в’язкопружних 
матеріалів є нелінійним і відбувається за змін-
них режимів навантаження, що вимагає враху-
вання спадкових ефектів. 

Найбільш загальною формою запису ви-
значальних рівнянь фізично нелінійного спад-
кового середовища є кратно-інтегральне зобра-
ження Вольтера—Фреше. Проте внаслідок склад-
ності ідентифікації ядер спадковості, неможли-
вості обернення рівняння ускладнюється засто-
сування моделі для розв’язку задач нестаціонар-
ної повзучості та релаксації. В рамках загаль-
ної нелінійної теорії Вольтера—Фреше у низці 
праць побудовані спрощені варіанти загальної 
теорії, виходячи із реального характеру нелі-
нійного деформування матеріалу. Так, у [1, 2] 
розв’язано задачі з розрахунку деформацій ста-
ціонарної повзучості та релаксації. 

На сьогодні однією із найбільш перспек-
тивних теорій вважається нелінійна теорія Ра-
ботнова [3], що відображає подібність ізохрон-
них діаграм повзучості. За допомогою цієї тео-
рії в [4] розв’язано задачі з розрахунку дефор-
мацій стаціонарної та зворотної повзучості. 
Проте визначальні рівняння моделі містять дві 

невідомі функції, що викликає значні труднощі 
при визначенні структури ядер спадковості та 
параметрів цих ядер. Ці обставини обмежують 
можливості моделі при розв’язку задач нестаціо-
нарної повзучості та релаксації напружень. 

Постановка задачі 

Мета статті полягає у подальшому розвит-
ку нелінійної моделі в’язкопружності із неза-
лежною від часу нелінійністю типу моделі Ра-
ботнова, побудові системи розв’язувальних рів-
нянь та розв’язку задач розрахунку деформацій 
повзучості нелінійно-в’язкопружних матеріалів 
за умов нестаціонарного одновісного розтягу. 

Об’єкт дослідження 

Довільний закон зміни напружень tσ  і 

деформацій tε  у момент навантаження τ зада-
ється у вигляді суми множин різних значень 
сталих напружень kσ  і деформацій kε : 
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де ( )kh t − τ  — одинична функція Хевісайда, що 

має розрив першого роду за умови t = τ ; t  — 
момент спостереження ( )kt ≥ τ . 

Задача полягає в побудові системи визна-
чальних рівнянь, що встановлюють залежність 
між напруженнями ( )tσ , деформаціями ( )tε  

та часом t  для нелінійно-в’язкопружних мате-
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ріалів, які містять набір матеріальних констант 
і враховують історію навантаження. Розв’язок 
задачі зводиться до конкретизації функціоналів 
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що дає можливість перетворювати кожну істо-
рію зміни напружень tσ  і деформацій tε  на 

відповідну історію зміни деформацій ( )tε  і на-

пружень ( )tσ . 

Функціонали (2) конкретизуються в роботі 
у вигляді інтегральних рівнянь, що являють 
собою визначальні рівняння нелінійної в’язко-
пружної моделі типу моделі Работнова: 
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де ( )tε  — повна деформація, що містить пруж-

ну компоненту eε  і компоненту повзучості cε ; 

0 ( )ϕ ⋅  — функція, що задає діаграму миттєвого 

деформування і визначається експериментально; 
λ — реологічний параметр; ( )K t − τ , ( )R t − τ  — 

ядра повзучості та релаксації. 
Функція φ0(ε (0)) і її обернення ψ0(0) =              

= 1
0 ( (0))−ϕ ε , що визначають нелінійність моде-

лі (3), задаються згладжувальними кубічними 
сплайнами: 

 2 3
0 0, 1, 2, 3,( ) ,e j j e j e j ea a a aϕ ε = + ε + ε + ε    

 1, ,j n=   (4) 

2 3
0 0, 1, 2, 3,( ) , 1, ,j j j jb b b b j nψ σ = + σ + σ + σ =   (5) 

де 0, 1, 2, 3,; ; ;j j j ja a a a  і 0, 1, 2, 3,; ; ;j j j jb b b b  — 

коефіцієнти сплайну, що мають розмірність 
напруження і залежать від інтервалу розподілу 
осі деформацій.  

Ядро спадковості ( )K t − τ  задається дро-

бово-експоненційною функцією так, що 
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де α, β — параметри ядер, що підлягають ви-
значенню із експерименту ( 1 0− < α < ; 0β > ). 

Рис. 1. Схематизація діаграми миттєвого деформування ϕ0 (ε) 
та її обернення ψ0 (σ) 

Вважається, що матеріал деформується не-
лінійно-пружно при напруженнях σ , що не 
перевищують деяке критичне значення ∗σ . 

Значення ∗σ  відповідає ординаті точки на діа-
грамі “σ− ε ” (рис. 1), для якої дотичний мо-

дуль ( )E ε  задовольняє співвідношення  
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де Е — модуль лінійної пружності. У разі на-
пружень ∗σ > σ  матеріал поводить себе як пруж-

но-пластичний, так що траєкторії навантажен-
ня та розвантаження не збігаються. 

У роботі в рамках рівнянь (1) розв’язу-
ється задача розрахунку деформацій нестаціо-
нарної повзучості полівінілхлоридного пласти-
кату за різних режимів нестаціонарного наван-
таження. Результати розрахунків зіставляються 
з експериментальними даними, запозиченими 
з [5]. 

Задача включає визначення області неліній-
ності в’язкопружних властивостей для досліджу-
ваного матеріалу, обґрунтування існування єди-
ної ізохронної діаграми деформування, визна-
чення параметрів моделі, апробацію ядер на 
прикладі розрахунку деформацій повзучості при 
постійних навантаженнях, при одно- та багато-
ступеневому довантаженні. 
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Визначення характеристик повзучості нелі-
нійно-в’язкопружних матеріалів 

Метод визначення параметрів ядер спад-
ковості побудований за результатами обробки 
експериментальних даних на одновісну повзу-
чість при постійних напруженнях. Процедура-
ми методу передбачено побудову осередненої 
функції подібності ізохронних діаграм повзучос-
ті та діаграми миттєвого деформування, визна-
чення параметрів ядер за результатами апрок-
симації дискретних значень осередненої функ-
ції подібності. 

Визначення області в’язкопружного дефор-
мування. Визначальні рівняння моделі (3) міс-
тять дві групи коефіцієнтів, одні з яких відпо-
відають за нелінійно-пружне деформування, а 
інші — за нелінійно-в’язкопружне деформування.  

Параметри моделі, що відповідають за не-
лінійно-пружне деформування, визначаються 
апроксимацією діаграми миттєвого деформуван-
ня згладжувальними кубічними сплайнами. 

При обробці експериментальних даних функ-
ції φ0(ε(0)) кубічний сплайн (4) конкретизується 
у вигляді  
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де kj — коефіцієнти сплайну, що визначаються 
з умови неперервності першої похідної в точ-
ках εj (j = 2, L − 1) і деяких крайових умов на 
кінцях відрізка, що задає апроксимуючу функ-
цію ϕ0(ε); σj — табличні значення апроксимова-
ної функції в точках εj .  

Згідно з (8) розраховано для полівінілхло-
ридного пластикату такі параметри моделі: мо-
дуль лінійної пружності Е = 26 МПа, ( )E∗ ε  = 

= 18,75 МПа, ∗ε ·103 = 8,80, *σ  = 0,19 МПа. 

Обґрунтування області нелінійності процесу 
повзучості. Область напружень, де матеріал де-
формується нелінійно-в’язкопружно, визнача-

ється, виходячи із порушення умови однорід-
ності деформування. Вважається, що матеріал 
поводиться як нелінійно-в’язкопружний, якщо 
функція повзучості J(t)  
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не інваріантна відносно рівня напружень 

mσ ( 1,m k= ), а розрахункове значення квантиля 

статистики ,ktα  менше його критичного значен-

ня ,kt ∗α , яке визначається із таблиць: 
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t J t t
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де ( )jJ t  — вибіркове  середнє значення функ-

ції повзучості; ( )J jS t  — середнє квадратичне 

відхилення величини ( )jJ t ; n — обсяг вибірки 

(кількість функцій повзучості); δ  — максимальна 

похибка між значеннями ( )k jJ t  і ( )jJ t . 

Величина похибки δ  у розрахунках зада-
ється рівною ± 5 %, а ймовірність p потраплян-
ня експериментальних функцій повзучості 

)( jk tJ  в інтервал, обмежений величиною δ  = 

= ± 5 % відносно величини ( )jJ t , має бути не 

менше 90 %. 
На рис. 2, а виконано порівняння розра-

хункових та критичних значень квантиля ста-
тистики ,ktα  для полівініхлоридного пласти-

кату. 
Із даних на рис. 2, а видно, що полівініл-

хлоридний пластикат є нелінійно-в’язкопружним 
матеріалом, оскільки розрахункове значення 

,ktα  менше величини ,kt ∗α  та задовольняє умо-

ву нелінійності (10). 
Єдина ізохронна діаграма деформування. 

Нелінійна модель в’язкопружності (3) побудо-
вана, виходячи із гіпотези про існування єди-
ної ізохронної діаграми деформування. Гіпотеза 
обґрунтовується методом зведення ізохронних 
діаграм повзучості ( ( ), )t i jt tϕ ε  до діаграми мит-

тєвого деформування 0( (0),0).jϕ ε  Зведені дис-

кретні значення ( ( ),0)t i tϕ ε  функцій ( ( ), )t i jt tϕ ε  

розраховуються за співвідношенням 
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( ( ),0) (1 ( )) ( ( ), );t i j t i jt G t t tϕ ε = + ⋅ ϕ ε
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де коефіцієнт пропорційності 
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осереднює значення функцій подібності 1 ( )jG t+ , 

що знайдено для кожної j-ї ізохронної діаграми 
повзучості. 

Результати експериментального обґрунту-
вання концепції єдиної ізохронної діаграми 
деформування для полівінілхлоридного пласти-
кату показані на рис. 2, б. 

Визначення характеристик повзучості та 
релаксації нелінійно-в’язкопружних матеріалів. 
Параметри βα, ,λ , що відповідають за неліній-

но-в’язкопружне деформування у визначальних 
рівняннях нелінійної повзучості та релаксації 
визначаються за усередненою функцією подіб-
ності, яка побудована виходячи з умови існуван-
ня єдиної ізохронної діаграми миттєвого дефор-
мування з використанням експериментальних 
даних на повзучість при постійних напруженнях. 

За критерій найкращого узгодження функ-
ції подібності з експериментальними значення-
ми усередненої функції подібності exp(1 ( ))jG t+  

покладено мінімум квадратичного відхилення 
між розрахунковими й експериментальними 
значеннями усередненої функції подібності 

exp(1 ( ))jG t+ . Задача зводиться до знаходження 

мінімуму функціоналу  
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Мінімізація функціоналу (13) здійснюється 
з використанням ітераційного методу Лівен-
берга—Маркардта [6]. Розраховані згідно з (13) 
параметри ядра становлять: α = − 0,504, β =               
= 0,339 год−(1+α), λ = 0,435 год−(1+α). 

Експериментальна апробація моделі 

Повзучість за умов стаціонарного наванта-
ження. Найпростіша перевірка застосування 
дробово-експоненційного ядра (6) і параметрів 
ядра, знайдених за значеннями усередненої функ-
ції подібності, для розв’язку задач нелінійної 
теорії в’язкопружності може бути здійснена на 
прикладі розрахунку деформацій повзучості 
при постійних напруженнях. 

Умова навантаження постійними в часі 
напруженнями при варіюванні величини на-
пруження kσ  задається співвідношенням 

 ( ) ( ) ,kt h tσ = σ ( 1, )k m= . (14) 

Визначальне рівняння повзучості неліній-
но-в’язкопружних матеріалів за умов постійних 
напружень, виходячи із (3) з урахуванням (5) та 
структури ядра (6), записується у вигляді 
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Рис. 2. Критичні значення квантиля статистики (а) та єдина діаграма миттєвого деформування (б); 1 — критичне значення 
квантиля статистики, 2 — розрахункове значення квантиля статистики; 1′ — діаграма миттєвого деформування, 2 ′ — 
граничний інтервал існування єдиної ізохронної діаграми, 3 — дискретні значення приведених ізохронних кривих 

полівінілхлоридного пластикату при напруженнях: kσ  = 0,125 (○), 0,25 ( ), 0,5 ( ), 0,75 ( ), 1,0 (●) МПа 
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 ( 1, ),j n=  (15) 

де коефіцієнти 0, jb , 1, jb , 2, jb , 3, jb  визнача-

ються за результатами апроксимації функції 
0( )ψ ⋅  згладжувальним кубічним сплайном (5). 

Значення коефіцієнтів наведено в табл. 1. 
У режимі стаціонарного навантаження (14) 

на підставі рівняння (15) розраховано та порів-
няно з експериментом деформації повзучості 
полівінілхлоридного пластикату для кількох 
рівнів постійних напружень kσ  (рис. 3). Розра-

хунки здійснено з використанням значень кое-
фіцієнтів ib , що наведені в табл. 1, і значень 
параметрів , ,α β λ , розрахованих згідно з (13). 

Експериментальні дані взято з [4]. 
Повзучість за умов ступеневого дованта-

ження. Розглядається режим двоступеневого 
навантаження. Умова навантаження (1) для ре-

жимів двоступеневого навантаження конкрети-
зується у вигляді 

 1 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )t h t h t t h t tσ = σ + Δσ − + Δσ − , (16) 

де 1σ  — початкове напруження, що прикладене 

в момент часу 0tτ = = ; 1 2 1Δσ = σ − σ  — дован-

таження в момент часу 1tτ = ; 2 3 2Δσ = σ − σ  — 

довантаження в момент часу 2tτ = . 

Рівняння нестаціонарної повзучості за 
умов ступеневих довантажень записується, ви-
ходячи з (3) з урахуванням (16), у вигляді 
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де покладається, що 2 1t t> . 

Таблиця 1. Значення коефіцієнтів сплайн-апроксимації для полівінілхлоридного пластикату 

Коефіцієнти сплайн-апроксимації 
j  

jσ , МПа 3
3,МПаb −  2

2,МПаb −  1
1,МПаb −  0,МПаb  

0 0 0,07561956 0,01072626 0,040963237 0 

1 0,17 − 0,0692558 0,08579805 0,027996293 0,000747 

2 0,40 − 0,0005191 0,00164146 0,062341469 − 0,00393 
3 1,55 — — — — 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

а б 

Рис. 3. Розрахункові й експериментальні значення деформацій повзучості полівінілхлоридного пластикату за умов стаціо-
нарного (а) та двоступеневого довантаження (б):          – розрахункові значення деформацій повзучості, ○ – екс-
периментальні значення деформацій при напруженнях: 

k
σ  = 0,125 (○), 0,25 ( ), 0,5 ( ), 0,75 ( ), 1,0 (●) МПа 
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Результати розрахунків дефор-
мацій ( )tε  за умови двоступенево-

го довантаження ( 1 0Δσ ≠ , 2 0Δσ ≠ , 

2t t> ) наведено на рис. 3, б для 

полівінілхлориду. Режим наванта-
ження полягав у навантаженні в 
момент 0tτ = =  початковим на-
пруженням 1σ  = 0,125 МПа із  

подальшим довантаженням до 2σ = 

= 0,25 МПа у момент часу 1t  =                

= 1 год та довантаженням до 3σ  = 

= 0,50 МПа у момент часу 2t  =            

= 2 год. 
Повзучість за умов чергування 

довантажень. У роботі розв’язано 
задачу розрахунку деформацій повзучості в ре-
жимі чергування довантажень і розвантажень 
при варіюванні величини навантажень для по-
лівінілхлоридного пластикату, закон наванта-
ження якого має вигляд 

 
10

1 1
1

( ) ( ) ( ) | |k k
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t h t h t t +
=

σ = σ + − Δσ∑ . (18) 

Визначальне рівняння нестаціонарної пов-
зучості за умови чергування довантажень і роз-
вантажень при варіюванні величини наванта-
жень, виходячи із (3) при k = 10, записується у 
вигляді  
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∑   (19) 

значення елементарних довантажень iΔσ =  

1i i+= σ − σ  у моменти часу itτ =  подані в табл. 2. 

У режимі чергування довантажень і розван-
тажень (18) із застосуванням рівняння (19) роз-
раховано й експериментально апробовано де-

формації повзучості полівінілхлоридного плас-
тикату (рис. 4). 

Розрахунки здійснено з використанням 
значень коефіцієнтів ib , наведених у табл. 2, і 
параметрів α , β , λ , розрахованих згідно з (13). 

Експериментальні дані взято з [5]. 
Відома низка праць, у яких деформації не-

стаціонарної повзучості розраховувались суму-
ванням кривих повзучості, що побудовані за 
різних рівнів напружень. На рис. 4 подані ре-
зультати розрахунку отримано за модифікова-
ним принципом суперпозиції. Результати роз-
рахунків свідчать, що найбільші похибки отри-
мано в процесі часткового розвантаження, 
причому з кожним циклом розвантаження ці 
похибки накопичуються. 

Висновки  

Структура нелінійної моделі повзучості дає 
можливість порахувати деформації повзучості 
за умов ступеневого довантаження, чергування 
довантажень і розвантажень. Задовільного уз-
годження між розрахунковими й експеримен-
тальним даними вдалося досягнути за рахунок 
використання згладжувальних кубічних сплай-
нів як апроксимацій нелінійних діаграм миттє-
вого деформування, що задають нелінійність 
моделі, та дробово-експоненційних функцій, 
що задають ядра спадковості. Найбільша похиб-
ка отримана в режимі чергування довантажень 

Таблиця 2. Величина елементарних довантажень 

Номер ступеня 
довантаження k 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

tk , год 1 2 3 4 5 7 7,25 9 10 11 12 
Δσk , МПа 0,125 0,25 0,25 0,25 −0,5 0,5 −0,25 −0,25 −0,25 −0,12 −0,12

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 4. Розрахункові й експериментальні значення деформацій повзучості 

полівінілхлоридного пластикату за умов багаторазового дованта-
ження і розвантаження:     — розрахункові значення деформацій 
повзучості, ○ — експериментальні значення деформацій при напру-

женнях: kσ = 0,125 (○), 0,25 ( ), 0,5 ( ), 0,75 ( ),1,0 ( ), 0 (●) МПа 
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і розвантажень і становить 9 %. Тому можна 
зробити висновок, що нелінійна модель в’язко-
пружності дає можливість із достатньою точ-
ністю для практичних цілей розрахувати дефор-
мації нестаціонарної одновісної повзучості, ви-
користовуючи параметри ядра, які знайдені із 
базового експерименту на повзучість при ста-
ціонарному навантаженні. 

Задовільне узгодження експериментальних 
і розрахункових даних, простий базовий експе-
римент на одновісну повзучість створюють усі 
передумови для подальшої апробації нелінійної 
моделі в’язкопружності із незалежною від часу 
нелінійністю для розв’язку задач за умов склад-
ного напруженого стану. 
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