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ПРОЕКЦИОННО-СЕТОЧНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
УПРУГОЙ ДИНАМИКИ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ 

Background. The development of efficient projection-grid method for solving initial-boundary value problems of the 
elastic dynamics of the aircraft. 
Objective. Theoretical study of numerical methods for solving the elastic dynamics of aircraft in order to create a ge-
neralized method of numerical integration of initial-boundary value problems for discrete-continuum. 
Methods. As a generalized mathematical description of the initial-boundary value problem by using the operator for-
mulation of the first order main part. Approximate solution of initial value problems of elastic dynamics of aircraft 
represented as a linear form on the class of admissible functions of non-degenerate projective basis. Algebraization of 
the spatial variables is realized because of orthogonalization residuals of equations and boundary conditions for the 
system of functions defining non-degenerate weight basis. The greatest effect is achieved by computing the matching 
item in the projection and a weight basis in conjunction with the "weak" formulation of the Galerkin method in the 
form of the finite element method. The general form of the finite difference method is used for algebraization of un-
known functions on a temporary argument. For solving systems of nonlinear algebraic equations on time layers, 
Newton's method and its modifications were applied. 
Results. A general approach to solving the problems of the elastic dynamics of aircraft using the procedure of alge-
braization based on projection-grid schemes of the method of weighted residuals. A posteriori estimates for the accu-
racy, convergence and stability of numerical solutions of the elastic dynamics of aircraft were presented. 

Conclusions. The developed technique of algebraization tasks in elastic dynamics of aircraft can be widely used in the 
simulation of the dynamics of liquid carrier rockets in different parts of the flight. 

Keywords: dynamics of aircraft; initial-boundary value problem; Galerkin method; finite element method; finite-
difference schemes; accuracy; convergence; stability. 

Введение 

Теоретическое исследование динамики ле-

тательных аппаратов (ЛА) требует проведения 

большого объема вычислений с использовани-

ем проблемно-ориентированного программно-

го обеспечения на основе эффективных чис-

ленных методов [1]. В этой связи совершенст-

вование и развитие методов математического 

моделирования упругой динамики ЛА является 

актуальным.  

В [2] получена “гибридная” система урав-

нений возмущенного движения ЛА с учетом 

упругой динамики деформируемости при задан-

ном (известном) начальном состоянии. “Гиб-

ридная” система состоит из обыкновенных 

дифференциальных уравнений и из уравнений 

в частных производных. Это соответствует фи-

зической сущности движения ЛА в виде сово-

купности переносного движения (поступатель-

ного и вращательного) как твердого тела и от-

носительного движения его элементов за счет 

упругих деформаций. В переносном движении 

ЛА обладает шестью степенями свободы. В от-

носительном движении число степеней свобо-

ды бесконечно. Чтобы довести решение сфор-

мулированной начально-краевой задачи до за-

конченного результата, необходимо разрабо-

тать универсальные методы, обладающие дос-

таточным уровнем точности, устойчивости и 

эффективности. Развитию вопросов данного на-

правления посвящено настоящее исследование. 

Постановка задачи 

Цель работы – сформулировать универ-

сальную эффективную методику приведения к 

алгебраической форме начально-краевой зада-

чи (НКЗ), составляющей основу математичес-

кой модели упругой динамики ЛА [2].  

Материалы и методы 

В качестве обобщенного математического 

описания НКЗ используем операторную форму-

лировку с главной частью первого порядка [3]. 

Введем в рассмотрение множество в об-

щем случае матричных линейных дифференци-

альных операторов ,in
iL  положительно опреде-

ленных на плотном в сепарабельном гильбер-

товом пространстве H  линеале ,LD  и множе-

ство в общем случае матричных невырожден-

ных нелинейных дифференциальных операто-
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цей   обобщенную краевую задачу динамики 

деформируемых тел вида, отвечающую поста-

новке [2], вида 
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0 0 ( 0),i in m n m i      ( , )IY R   – вектор 

искомого решения задачи (1), удовлетворяю-

щий граничным условиям (2), заданным на 

участках i  граничной поверхности i    

области ,V  и начальным условиям (3); 

0 0( , ) ( 0,..., )jP R j n m    – векторы, характе-

ризующие взаимодействие системы с внешней 

средой; ,j jn m  – порядки старших производ-

ных соответствующих дифференциальных опе-

раторов 1 1( , 0,1,2,...; );j j j j j jn m n m n m      

 – символ, обозначающий операции скаляр-

ного, векторного или тензорного (диадного) 

умноження [4]. 

Приближенное решение задачи ( , ),IY R   

определенное на классе допустимых функций 

0 0n mC   в виде линейной формы 
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и удовлетворяющее начальным условиям  (3), 

дает невязки 0( , )R   в уравнении (1) и 

0 0 0( , )( 1,..., )R i n m     в граничных условиях 

(2): 
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Наиболее общий способ минимизации не-

вязок (5), (6), обусловленный их пространст-

венно-временной функциональной зависимо-

стью, состоит из двух этапов. Первый этап за-

ключается в ортогонализации невязок к не-

которым наборам базисных функций ( ),u
k R  

( ),u
k R


  всегда существующих в сепарабельном 

гильбертовом пространстве H  [4], [5], что со-

ответствует алгебраизации задачи (1), (2) по 

пространственным переменным. Это приводит 

к справедливым для любого момента времени 
  соотношениям вида 
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или с учетом (6), (7)  
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где k  – обобщенные базисные функции (ве-

совой базис): 
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а запись ,   обозначает скалярное произведе-

ние по области интегрирования [5]. 

Выражение в левой части (8) проинтегри-

руем по частям относительно переменной ,R  

руководствуясь операторной формулой [5] 
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В результате интегрирования получим 
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Отметим, что соотношение (9) представ-

ляет собой ослабленную формулировку (8), по-

скольку на функции ( , )
I

Y R   здесь наклады-

ваются менее жесткие условия непрерывности 

0 0 1( , ) .
I

n mY R C     

В соответствии с методом Галеркина [7], 

базис ( )k R  принимается совпадающим с 

функциями ( )k R  разложения (4). В этом слу-

чае соотношения (9) могут быть записаны как 
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В вычислительном отношении наиболее 

эффективным вариантом метода Галеркина яв-

ляется метод конечных элементов (МКЭ) на 

основе ослабленной формулировки (9), ис-

пользующий кусочно-гладкие локальные ба-

зисные функции [5]. Построение базисных 

функций специального вида в МКЭ произво-

дится заменой исходной области совокупно-

стью подобластей-элементов ( ),iV V  взаи-

модействующих в конечном числе узловых то-

чек. В пределах каждого элемента искомое ре-

шение ищется в виде интерполянта по узловым 

значениям: 
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вое значение искомого вектора; [ ( )]eN R  – 

блочная матрица интерполяции элемента (мат-

рица формы) 
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а выражения для [ ( )]u
eN R


 и [ ( )]u
e kN R


 получа-

ются заменой в (12) индекса “u” на “


u ”. 

Подстановка (11) в (10) при выборе в ка-

честве базисных функций компонент матрицы 

формы элемента (12) и отождествление базисов 

разложения [ ( )]u
e kN R  с [ ( )]u

e kN R  приводит к 

уравнениям МКЭ вида 
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Здесь [ ]M  и [ ]K  – обобщенные матрицы масс 

и жесткости ансамбля элементов размерности 
,n n  которые определяются суммированием по 

элементам соответствующих величин: 
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{ }F  – вектор обобщенных узловых усилий: 
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{ } [ ] { };
eN

e T eF a f   

n  – число узловых неизвестных, равное про-

изведению числа степеней свободы m  в узле 

на общее число узлов pN  конечноэлементной 

модели; eN  – общее число элементов; [ ]ea  – 

булева матрица, устанавливающая связь узло-

вых неизвестных элемента e  и всей дискрет-

ной модели; [ ], [ ]e em K  и [ ]ef  – матрицы 

масс, жесткости и вектор узловых усилий эле-

мента .e  

Для более корректного описания механи-

ческих процессов в деформируемых телах в 

уравнение МКЭ (13) тогда, когда это сущест-

венно, следует ввести диссипативные слагае-

мые, пропорциональные вектору относитель-

ных скоростей системы [7]. В этом случае (13) 

имеет вид 
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где [C] – обобщенная матрица демпфирования: 
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Применение модели демпфирования Релея 

[8] позволяет получить удобное в вычислитель-

ном отношении выражение матрицы демпфи-

рования элемента :e  

 1 2[ ] [ ] [ ].e e e
Ec C K C m   (15) 

Здесь [ ]e
EK  и [ ]em  – упругая линейная матри-

ца жесткости и матрица массы элемента ,e  1C  

и 2C  – константы: 
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где ,i jT T  – периоды i-й и j-й собственных 

недемпфированных форм колебаний ( );j i  

,i j   – коэффициенты критического демп-

фирования, которые обычно принимают рав-

ными 0,02, 0,05.i j     

Следует отметить, что приведенная упро-

щенная модель учета демпфирования не изме-

няет собственных форм колебаний системы и 

требует значительно меньших вычислительных 

затрат по сравнению с более точными метода-

ми ее учета. Например, в методе суперпозиции 

мод [7, 8] требуется вычисление коэффициен-

тов вязкого демпфирования для каждой собст-

венной формы. 
Второй этап решения задачи (1)–(3) со-

стоит в алгебраизации уравнения (13) по вре-

менному аргументу. 

Для удобства изложения матричное урав-

нение (93) представим в форме 
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Применяя конечно-разностный по време-

ни подход [9], интегрируем (16) на временном 

интервале 1 :n n nt t t    
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Отметим, что уравнения (18) определяют 

связь узловых векторов состояния системы 
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Вычисляя интегралы в правой части (19), 

получим 
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В зависимости от способа дискретной ап-

проксимации временных производных в (20) 

можно построить различные многослойные се-

мейства разностных схем интегрирования (16): 

-Вильсона, Ньюмарка, Хаболта [7], обобщен-

ную схему Эйлера [9] и др. 

Ограничимся рассмотрением наиболее 

простой и широко используемой двухслойной 

аппроксимации. В этом случае вектор { ( )}I
aY   

в текущий момент времени n n nt t t      оп-

ределяем линейной интерполяцией по значе-

ниям на временных слоях 1nt   и :nt  

 
1

{ ({ })} [ ]{ ({ })}

([ ] [ ]){ ({ })} ,

n

n

I I
a a t

I
a t

D Y D Y

E D Y


  

  

 

(21)

 

где [ ]  – диагональная матрица весовых ко-

эффициентов. 

Подстановка (21) в (20) при удержании 1-го 

члена разложения ( 1)i   дает 
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Отметим, что ( )D  в общем случае явля-

ется нелинейным оператором относительно 

{ },I
aY  причем нелинейность обусловлена как 

физическими, так и геометрическими аспекта-

ми. Для удобства дальнейших выкладок (22) 

представим в форме 
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Для нахождения на каждом временном шаге 

решения системы нелинейных уравнений (23) 

могут быть использованы итерационные методы 

типа Ньютона, простых итераций и т.п. [10]. 

Согласно методу Ньютона, решение (23) 

определяют по схеме: 
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где 1[ ({ } )]
I i

nJ Y   – матрица Якоби, полученная 

дифференцированием матричного оператора в 

левой части (10) по вектору узловых амплитуд: 
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(9)

 

1{ }
I N
a nY   – приближенное в рамках критерия 

(26) решение (22); [ ] i  – диагональная матрица 

релаксационных множителей, определяющих 

скорость сходимости итерационного процесса. 

Положив в (24) 1
1 1[ ({ } )] [ ({ } )],

I Ii
n nJ Y J Y   

приходим к модифицированной схеме Ньюто-

на, которую принято называть методом Нью-
тона–Рафсона.  

Если в (10) пренебречь вторым слагаемым, 
то схема (24)–(26) будет соответствовать мето-

ду простых итераций, а соотношение (24) при-

мет вид 
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Отметим, что скорость сходимости метода 

Ньютона и его модификаций в значительной 

степени зависит от выбора начального при-

ближения 1
1{ } .

I
a nY   При задании 1

1{ }
I
a nY   

( 1)n   целесообразно применять экстраполя-

цию по значениям { }
I
aY  на предыдущих вре-

менных слоях. Наиболее простой вид экстра-

поляционных соотношений определяется яв-

ной схемой (22) при [ ] [0].   
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В случае, когда в уравнении (1) вектор 

правой части 0( , ) 0, ,P R R V    задача дина-

мики ЛА упрощается. Согласно законам ме-

ханики, при отсутствии внешних сил 

0( ( , ) 0)P R    и заданных главных условиях 

краевой задачи (1)–(3) истинное состояние ис-

комого вектора механической системы { }
I
aY  

будет минимизировать отношение кинетичес-

кой и потенциальной энергий [7]: 
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(28)

 

Следовательно, диссипативные слагаемые 

для коэффициентов матрицы демпфирования 

[ ]C  в данном случае равны нулю, а уравнение 

динамического равновесия (14) представим в 

форме 

[ ] 0 0 [ ] 0
.

0 [ ] [ ] 0 0

I
IM K

Y Y
M M

           
         

          

(29) 

Алгебраизация уравнения (29) по времен-

ному аргументу, соответствующая второму эта-
пу решения задачи (1)–(3), не требует приме-

нения конечно-разностного подхода. С целью 

удобства изложения матричное уравнение (29) 

представим в форме 

 { } { ({ })} {0},
I I
a a

d
Y D Y

dt
   (30) 

где оператор ( )D  равен 

 
10 [ ] [ ]

( ) .
[ ] 0

M K
D

E

 
  
 

  

Для нахождения решения (30) воспользу-

емся тригонометрическим разложением векто-

ра { }aY  [11]: 

 { } { }cos , I I
a aY A W t  (31) 

где   – частота; { }I
aW  – вектор амплитудных 

значений перемещений; A  – скалярный мно-

житель, определяющий амплитудные значения. 

Подставив (31) в дифференциальное урав-

нение (30), приходим к его спектральному ана-

логу [11]: 

 ([ ] [ ]){ } 0,I
aK M W    (32) 

где искомые величины: 2   – собственные 

числа и { }I
aW  – собственные векторы формы, 

зависят от главных условий (кинематических 

ограничений) и не зависят от начальных усло-

вий задачи (30) и естественных условий (сило-

вых условий взаимодействия с внешней сре-

дой) в (2). 
Отметим также, что   в (28) принимает ста-

ционарные значения для вектора { }I
aW ({ })I

aY  

тогда и только тогда, когда выполняется усло-
вие (32) для некоторого собственного числа .  

Решение задачи (31), (32) состоит в оты-

скании всех или нескольких (обычно наи-

меньших) частот и соответствующих им форм 

колебаний [4].  

Оценку точности, сходимости, устойчиво-

сти приближенного проекционно-сеточного ре-
шения краевой задачи (1)–(3) проводим, руко-

водствуясь данными теоретических исследова-

ний [6, 12].  

Не уменьшая общности рассуждений, пред-

положим, что весовой базис k  определяется 

набором полиномиальных функций порядка j  

подпространства hS  пространства Соболева 
( 1)
2

.jW   В этом случае для ошибки пространст-

венной аппроксимации МКЭ справедливо не-

равенство  
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(33)

 

где h  – характерный размер элемента (конеч-

ного носителя); C – константа, не зависящая 

от h  и ;Y  1
h  – наибольшее собственное зна-

чение линеаризированного оператора D  (17), 

полученного, например, в результате разложе-

ния в ряд Тейлора с удержанием членов перво-

го порядка [12]: 

 ëèí 1 ëèí
0 ( ) ([ ] [ ]) ,D M K   (34) 

запись ( )
2

|| || KW
u  означает  
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|| || , ,K

l lk l

W i j m i j m
l i j m

u u
u

x x x x x x 

  
 
       

   

 ( ) .i j m l     

Из (33) следует, что при использовании 

конечных элементов с линейными функциями 

формы ошибка по пространственным пере-

менным для компонент вектора Y  имеет по-

рядок 2( ),o h  а для величин, определяемых 

первыми производными компонент Y  по r  

(деформации, скорости деформаций, напряже-

ния, градиенты температур и т.д.), – ( ).o h  

Для исследования устойчивости конечно-

разностных по времени схем (22) воспользуем-

ся спектральным критерием [9]. 

Предположим, что в начальный момент 

времени 0t  узловые амплитуды вектора со-

стояния могут быть представлены в виде раз-

ложения по собственным формам однородного 

оператора перехода [ ]G  (23): 

 
00{ ( )} [ ]{ ( )} ,a tY t t     

где [ ]  – матрица, столбцы которой являются 

ортонормированными собственными вектора-

ми [ ];G  
0

{ ( )} tt  – вектор обобщенных пере-

менных, вычисленных в 0.t t  

Тогда решение линеаризованного уравне-

ния (16) в произвольный момент времени 

0t t  имеет вид [8] 

 
0

{ (t)} [EX][ ]{ (t)} ,a tY     (35) 

где экспоненциальные элементы 
( )h

j te


 диаго-

нальной матрицы [EX] обеспечивают ограни-

ченность компонент { ( )}aY t  при t   в слу-

чае 1Re h  определяет скорость затухания ре-

шения, т.е. 

 1

2 2
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( ) 0 ( )||{ ( )}|| ||{ ( )}|| .

h t
L V L VY t e Y t  

   

Переходя к разностной аппроксимации 

(16), согласно (22) получим (с учетом линеари-

зации типа (34) на шаге nt ) 

 1{ } [ ( , )]{ } ,a n n a nY T t h Y    (36) 

где [ ( , )]nT t h  – линейный матричный оператор 

перехода от n-го к n  1-му временному слою: 
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Разностное решение (36) на n-м времен-

ном слое с учетом разложения (35) равно 

 1
1 0{ } [ ] [ ]{ } ,h n

a nY 
       

где [ ]h  – диагональная матрица собственных 

значений оператора перехода [ ( , )],nT t h  
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.
1

h
j j nh

j h
j j n
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 (37) 

Для устойчивости метода необходимо, 
чтобы [9–10] 

 max | | 1.h
j   (38) 

Исследование (38) с учетом (37) показыва-

ет, что так как Re 0,h
j   разностные схемы в 

случае 
1

2
j   являются условно устойчивыми. 

При этом временной шаг ограничен сверху ве-

личиной 

 
2

,
| | (1 2 )

y
nj h

j j

t 
  

 (39) 

т.е. 0min( ).y
n njt t    

Для устранения осцилляций решений (16) 

необходимо потребовать, чтобы min 0.h
i   

Тогда из (37) получаем 

 
1

,
| |(1 )

y
nj h

j j

t 
  

 (40) 

 0min( ).n njt t     

При реализации критериев устойчивости (39) 

и неоосцилляций (40) возникает проблема опре-

деления собственных чисел оператора ëèí
0 .D  По-

скольку решение последней задачи зачастую ока-

зывается затруднительным, на практике исполь-

зуют различные приближенные оценки ,nt  в 

том числе и эмпирического характера [7]. 

Выводы 

Сформулирована обобщенная дискретно-

континуальная начально-краевая задача упру-

гой динамики ЛА. 
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Разработан общий подход к решению за-

дач динамики ЛА с использованием двухэтап-

ной (по пространственным переменным и по 

временному аргументу) процедуры алгебраиза-

ции на основе проекционно-сеточных схем ме-

тода взвешенных невязок. 

Развиты итерационные методы Ньютона и 

его модификаций для решения систем нели-

нейных алгебраических уравнений на времен-

ных слоях.  

Проведено теоретические исследования и 

получены оценки точности, устойчивости и 

эффективности дискретных схем. 

Разработанная методика расчета и создан-

ное в будущем на ее основе программное обес-

печение найдут широкое применение в имита-

ционном моделировании динамики жидкост-

ных ракет-носителей на различных участках 

полета. 

Предметом дальнейших исследований яв-

ляется разработка методик на основе предло-

женной выше, позволяющей упростить реше-

ние нелинейных задач динамики летательных 

аппаратов. 
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О.С. Цибенко, О.С. Конюхов 

ПРОЕКЦІЙНО-СІТКОВІ МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ПРУЖНОЇ ДИНАМІКИ ЛІТАЛЬНИХ АПАРАТІВ 

Проблематика. Розвиток ефективних проекційно-сіткових методів розв’язання початково-крайових задач пружної динамі-
ки літальних апаратів. 

Мета дослідження. Теоретичне дослідження числових методів розв’язання задач пружної динаміки літальних апаратів з 
метою створення узагальненої методики числового інтегрування початково-крайових дискретно-континуальних задач.  

Методика реалізації. Як узагальнений математичний опис початково-крайових задач використано операторне формулю-
вання з головною частиною першого порядку. Наближений розв’язок початково-крайових задач пружної динаміки літальних 
апаратів подано у вигляді лінійної форми на класі допустимих функцій невиродженого проекційного базису. Алгебризація по 
просторових змінних реалізується ортогоналізацією нев’язок рівнянь і граничних умов до системи функцій, що визначають не-
вироджений ваговий базис. Найбільший обчислювальний ефект досягається при збігу елементів проекційного та вагового бази-
сів у поєднанні з “ослабленим” формулюванням методу Гальоркіна у формі методу скінченних елементів. Узагальнена форма 
методу скінченних різниць використовується для алгебризації шуканих функцій з тимчасового аргументу. Для розв’язку систем 
нелінійних алгебричних рівнянь на тимчасових шарах застосовуються метод Ньютона і його модифікації. 

Результати досліджень. Розроблено загальний підхід до розв’язку задач пружної динаміки літальних апаратів з викорис-
танням процедури алгебризації на основі проекційно-сіткових схем методу зважених нев’язок. Наведено апостеріорні оцінки точ-
ності, збіжності та стійкості отриманих числових розв’язків. 

Висновки. Розроблено методику алгебризації завдань пружної динаміки літальних апаратів, яка може отримати широке 
застосування в імітаційному моделюванні динаміки рідинних ракет-носіїв на різних ділянках польоту. 

Ключові слова: динаміка літальних апаратів; початково-крайова задача; метод Гальоркіна; метод скінченних елементів; 
схеми скінченних різниць; точність; збіжність; стійкість. 

А.С. Цыбенко, А.С. Конюхов 

ПРОЕКЦИОННО-СЕТОЧНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ УПРУГОЙ ДИНАМИКИ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ 

Проблематика. Развитие эффективных проекционно-сеточных методов решения начально-краевых задач упругой дина-
мики летательных аппаратов.  

Цель исследования. Теоретическое исследование численных методов решения задач упругой динамики летательных 
аппаратов с целью создания обобщенной методики численного интегрирования начально-краевых дискретно-континуальных 
задач.  

Материалы и методы. В качестве обобщенного математического описания начально-краевых задач использована опе-
раторная формулировка с главной частью первого порядка. Приближенное решение начально-краевых задач упругой динами-
ки летательных аппаратов представлено в виде линейной формы на классе допустимых функций невырожденного проекцион-
ного базиса. Алгебраизация по пространственным переменным реализуется в результате ортогонализации невязок уравнений 
и граничных условий к системе функций, определяющих невырожденный весовой базис. Наибольший вычислительный эффект 
достигается при совпадающих элементах проекционного и весового базисов в сочетании с “ослабленной” формулировкой ме-
тода Галеркина в форме метода конечных элементов. Обобщенная форма метода конечных разностей используется для ал-
гебраизации искомых функций по временному аргументу. Для решения систем нелинейных алгебраических уравнений на вре-
менных слоях применяются метод Ньютона и его модификации. 

Результаты исследований. Разработан общий подход к решению задач упругой динамики летательных аппаратов с ис-
пользованием процедуры алгебраизации на основе проекционно-сеточных схем метода взвешенных невязок. Даны апостери-
орные оценки точности, сходимости и устойчивости полученных численных решений задач упругой динамики летательных ап-
паратов. 

Выводы. Разработанная методика алгебраизации задач упругой динамики летательных аппаратов может найти широ-
кое применение в имитационном моделировании динамики жидкостных ракет-носителей на различных участках полета. 

Ключевые слова: динамика летательных аппаратов; начально-краевая задача; метод Галеркина; метод конечных эле-
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