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РОЗВИТОК АНАЛІТИЧНІХ МОДЕЛЕЙ КОМПАКТНИХ МОНОПОЛЬНИХ ВИХРОВИХ ТЕЧІЙ 

Background. Mathematical description of vortex flows as a part of basic fundamental concepts of continuum mechanics, 
hydro- and gas dynamics, thermal physics, theoretical basics of chemical engineering, geophysics, meteorology.  
Objective. Replenishment of existing information in traditional scientific, technical and educational publications 
about vortices and their analytical models by new data for scientists, teachers, post-graduates and students with the 
purpose of using in further investigations of fluids and gas vortex motion. 
Methods. Analytical review of existing vortex current models, including monopole compact vortices, on a basis of the 
latest data from scientific articles and specialized monographs and their comparison with traditional data containing 
in the known textbooks and educational materials.  
Results. The lack of modern compact vortices models was revealed in traditional scientific, technical and educational 
literary sources. They include the compact analogs of the point vortex and Rankine vortex: quasi-point vortex and 
compact compensated vortex. On basis of these ones and similar to them solutions (circular vortex, vortex with triad 
constant vorticity zones) the models of compact helical flows and vortices with helical symmetry were elaborated. 
The solutions of such tasks were analyzed: diffusion of compact vortices (Taylor vortex, Kloosterziel solution), turbu-
lent diffusion of compact vortex, solutions for quasi-compact (laminar and turbulent) vortex-source, vortex-sink and 
also solution of the problem about compact turbulent vortex generation by rotating cylinder. All considered models 
are consistent with the energy conservation law and have advantages in their use. 
Conclusions. The article contains series of the latest analytical models that describe both laminar and turbulent dy-
namics of monopole vortex flows which have not been reflected in traditional publications up to the present. The fur-
ther research must be directed to search of analytical models for the coherent vortical structures in flows of viscous 
fluids, particularly near curved surfaces, where known in hydromechanics “wall law” is disturbed and heat and mass 
transfer anomalies take place.  
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Вступ  

Незважаючи на свою різноманітність, при-
родні явища мають узгоджуватись із загальними 
законами фізики. Однак, як показують активні 
дослідження у вихровій гідромеханіці, теорія фор-
мування, еволюції та взаємодії вихрових утворень 
різної природи ще далека до свого завершення, 
особливо за умов турбулентної течії. Наприклад, 
нерівномірний прогрів атмосфери та світового 
океану породжує турбулентний тепломасообмін. 
Але турбулентний рух суцільного середовища (рі-
дини, газу) із притаманною стохастичністю мо-
же вироджуватися у певні когерентні структури — 

узгоджені, відносно довгочасні (“long-lived”) та, як 
правило, середньомасштабні відносно масштабу 
початкової області турбулентної течії. Теорія пе-
реносу енергії турбулентності від максимально-
го масштабу явища до мінімального — “каскад-

ний перенос” аж до в’язкої дисипації, — як стало 

зрозумілим, не описує появи середньомасштаб- 

них вихрових структур. Отже, цей феномен, що  

 

спостерігається у природі, в лабораторних і чис-

лових експериментах, потребує інших пояснень.  

Оскільки когерентні вихори мають скінчен-

ний масштаб, то природно, що їх енергія обер-

тання також є скінченною величиною. За останні 

30—40 років з’явилися моделі дифузії компактних 

вихорів. Хоча вихор, що дифундує, існує певний 

час, він доволі скоро вироджується. Тоді як по-

яснити когерентність природних вихорів? Одним 

із поштовхів до усвідомлення шляху до знайден-

ня відповіді став широко відомий факт про те, 

що в атмосфері й океані, за наявності стійкої вер-

тикальної стратифікації (зміни густини за вер- 

тикальною координатою), виживає лише певний 

тип обертання. Мова йде про обертання навколо 

вертикальної осі [1]. І це пов’язано із дією сили 

Архімеда, яка подавлює рух навколо горизонта-

льної осі та залишає переважно обертання на-

вколо вертикальної, оскільки не здатна впливати 

на цей тип руху. 
Якщо усвідомити щойно сказане, то відпо-

відь щодо феномену існування когерентних ком-
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пактних вихорів слід шукати на підставі зазна-
чених вище загальних законів фізики. Однак ві-
домо, що існуюча на сьогодні математична фор-
малізація цих законів у механіці рідин і газів не 
дає змоги цілком впевнено стверджувати, що рів-
няння добре обумовлені і неперервно залежать 
від початкових даних. Адже залишається відкри-
тою проблема розв’язності рівнянь Нав’є—Сток-

са — доведення існування, єдиності та регулярнос-

ті розв’язків цих рівнянь. Водночас певні гідроме-
ханічні явища у в’язкому, а тим паче ідеальному, 
електронейтральному середовищі вдається при-
близно змоделювати, тобто описати рівняннями, 
що мають розв’язки. Очевидно, саме ті розв’язки, 
які перетворюють дисипативні доданки у рівнян-
нях на нуль, і будуть відповідати довгоживучим, 
тобто когерентним, структурам. Класичні моделі 
вихорів, що існували до недавнього, задовольня-
ють цю умову, але вони не описували компактні 
структури. Лише застосування такого поняття, як 
компенсованість вихору, дало можливість побу-
дувати шукані моделі. 

На жаль, дотепер у класичних підручниках 
з механіки рідини та газу, наприклад у [2, 3] та 
інших, вони поки що не мають належного відо-
браження. Традиційно можна знайти три-чотири 
аналітичні моделі вихрових течій. Мова йде про 
вихрові течії, у яких рідина обертається навколо 
одного полюса (осі), — так звані монополі. Зо-

крема, це точковий вихор, модель вихоростоку—
вихороджерела, які традиційно побудовані для 
умов потенціальності течії, вихор Ренкіна, скла-
дений із потенціальної та чисто вихрової час-
тин, і модель дифузії вихору. Остання модель, 
на відміну від попередніх, передбачає існування 
сил в’язкості. З іншого боку, слід зазначити, що і 
точковий вихор, і вихор Ренкіна можна тракту-
вати як апроксимації розв’язків рівнянь в’язкої 
рідини, зокрема за умови нульової дифузії. Або, 
наприклад, модель точкового вихору є аналітич-
ним розв’язком рівнянь, що описують динаміку 
в’язкої рідини — як ламінарну, так і турбулент-

ну — за умови сталого коефіцієнта турбулентної 

дифузії. Але це не просто розв’язок, а такий, 
що передбачає відповідний розподіл швидкості 
у просторі, для якого дія дифузії зводиться на-
нівець. При всій простоті застосування точко-
вий вихор не відповідає реальним течіям, які 
мають скінченні розміри. Так, наприклад, вихро-
ву доріжку Кармана, — класичну течію поза тілом, 

яке обтікає рідина, — лише наближено можна 

описати для парної кількості вихорів. Для непар-
ної кількості вихорів течія поблизу щойно утво-
реного непарного вихору повинна поширювати-
ся дуже далеко від тіла подібно до точкового 

вихору, а енергія такої течії є нескінченною. Але 
цього, як відомо, не спостерігається.  

Зазначені моделі набули подальшого розвит-
ку. Крім цього, з’явилися нові аналітичні мо-
делі — автомодельні розв’язки, що описують як 

ламінарну, так і турбулентну динаміку вихорів 
скінченних розмірів, або так званих компактних 
вихорів, у яких усі характеристики спадають з 
експоненціальною швидкістю. Визначний внесок 
у цьому напрямі було зроблено В.Ф. Козловим [4], 
який, по суті, увів термін компенсованого ви-
хору и присвятив багато років розвитку моделей 
вихрових плям (компактних вихорів). У англомов-
ній літературі аналогом назви “компенсований  
вихор” є термін “течія із нульовою загальною цир-
куляцією” [5].  

 Поповнення існуючої інформації про вихо-
ри та їх аналітичний опис новими даними вва-
жаємо конче потрібним для науковців і виклада-
чів, аспірантів і студентів старших курсів з метою 
використання у подальших дослідженнях вихрово-
го руху у фізиці суцільного середовища, гідрогазо-
динаміці, теплофізиці, хімічній технології тощо. 

Постановка задачі  

Робота присвячена систематизації та уза-
гальненню математичного інструментарію дослід-
жень вихорів у суцільних електронейтральних се-
редовищах. Мета роботи — познайомити читача 

з новими аналітичними моделями компактних 
монопольних вихрових течій як ідеальної, так і 
в’язкої нестисливої рідин у скінченному прос-
торі, що з’явилися в літературі за останні три—чо-

тири десятиліття.  

Компактні аналоги вихору Ренкіна і точко-
вого вихору  

Логічно почати з нових результатів, що уточ-
нюють моделі найпростіших вихрових течій — 

точкового вихору та вихору Ренкіна. Як відомо, 
вихор Ренкіна [4, 5] описується такими співвід-

ношеннями поля азимутальної швидкості V  та 

вертикальної компоненти ротора :z  

0
0

0

2, 0 ,
, 0 ,

0, ,, ,
z

V r
Vr a

r aa
V a

V a
r ar a

r



         
   

 

де 0V  — масштаб швидкості, а — радіус ядра 

вихору, r — поточний радіус.  

Цей вихор містить ядро зі сталим значен-
ням кутової швидкості, зовні ядра течія вважа-
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ється потенціальною, тобто безвихровою. Згід-
но з цією моделлю, рідина повинна обертатися 
скрізь у просторі. Неважко переконатись, що кі-
нетична енергія такого руху є нескінченною. Це і 
стало формальною підставою для розробки більш 
досконалої моделі. З метою її покращення май-
же сорок років тому М. Стерн [5] при вивченні 
стійкості океанічних вихорів використав просту 
модель: 
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В (1) “хвилею” позначено безрозмірні вели-
чини, нормовані на відповідні значення відносно 

радіуса ядра вихору (зокрема, VR  — безрозмірне 

значення повного радіуса вихору).  
У своїй роботі М. Стерн не надав жодних по-

яснень та обґрунтувань використання такої моде-
лі. Незалежно від М. Стерна, не так давно була по-
ставлена задача про знайдення компактного ана-
лога вихору Ренкіна — компенсованого вихору. 

У результаті була отримана така модель [6] (рис. 1):  
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        (2) 

У формулах (2) усі величини подано у роз-

мірному вигляді  (зокрема, VR  — радіус  вихору). 

Модель (2) — це наслідок застосування умо-

ви компенсованості поля завихреності, яка ви-
користовує співвідношення поля азимутальної 

швидкості та вертикальної компоненти завих-
реності: 
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                       (3) 

Якщо права частина (3) дорівнює нулеві 
при інтегруванні по всій області вихору, то він 
є компенсованим і, як наслідок, компактним. 
Простою мовою, інтегрально циркуляція швид-
кості по всьому об’єму вихору повинна дорівню-
вати нулю. Це досягається лише за умови, що у 
такій течії вертикальна компонента ротора швид-
кості має не одне значення, а принаймні два, 
які компенсують одне одного згідно з (3). Тому 
і виник такий термін, як “компенсований” ви-
хор. Для циліндричних вихорів компенсованість, 
таким чином, є синонімом компактності, а точ-
ніше — скінченності розмірів. Останнє зауважен-

ня слушне тому, що у відомій монографії П. Сеф-
фмена [7] компактність визначається як спадання 
абсолютних значень усіх характеристик зі швид-
кістю експоненти. Як буде показано далі, це ви-
значення більше підходить до штучно створених 
вихорів, натомість у природних умовах вихори 
мають чітко виражену зовнішню межу.  

Найбільш поширеною моделлю, що вико-
ристовується при дослідженнях, є так званий 
точковий вихор: 
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 У (4) і далі   — циркуляція поля швидкості.  

Недолік цієї моделі той самий, що й вихо-
ру Ренкіна. Кілька років тому в літературі з’я-
вився компактний аналог точкового вихору:  
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Він отримав назву квазіточкового вихору [8], 
оскільки дуже близький до точкового (порівняй-
те вирази (4) і (5) та криві на рис. 2). 

1 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 

V 

r 

Рис. 1. Розподіл швидкості в компактному компенсованому
вихорі 
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Рис. 2. Азимутальна швидкість згідно з моделями точково-
го (1 ) та квазіточкового (2 ) вихорів 
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Компактний кільцевий вихор і вихор із трьо-
ма областями сталої завихреності  

 Перш за все мова йтиме не про вихрове 

кільце, а про вихрову течію у кільцевій області. 

Як було зазначено вище, для того, щоб вихор 

мав скінченні розміри, зовсім непотрібно, аби йо-

го обмежувала зовнішня стінка чи інша границя. 

Коли вихрова течія має місце у кільцевій області, 

то виявляється, що аналітичний розв’язок прос-

то збігається з течією між двома концентрични-

ми циліндрами. Дійсно, компенсований кільце-

вий вихор має такі характеристики [9]: 

2 2
0 0

0 0

2 2 2 2
0 0 0 0

2 2
0 0

0 0 ,

0, 0 0

2 2
0 0 0

2 2
0 0

0 0

( )
, ,

2

( ) ( )
,

2( ) ( )

0, ,

,

(( ) )
,

( ) ( )

,

0, ,

V

V

V

z V

V

V

r R
R r R a

r

R a R R R r
V

r R R R a

R a r R R

r R

R r R a

R a R

R R R a

R a r R R

r R



  
  


              


   
 

   


  
    
    
 

  

де 0  — максимальне значення завихреності; 

0R  — внутрішній радіус вихору.  

Як бачимо, це підтверджує зазначене вище. 

Але головне те, що такий розподіл, як тепер 

зрозуміло, не обумовлений механізмом в’язкос-
ті — це просто компенсованість поля вертикаль-

ної компоненти завихреності.  

 Дослідження в геофізичній гідромехані-  

ці [10], атмосферних вихорів, таких як торна-     

до [11], а також лабораторні експерименти [12] 

свідчать про існування течій із трьома областя-

ми сталої завихреності. Отже, була розроблена 

така модель вихору з трьома областями сталої за-

вихреності [9]: 
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де 1 2, ,a R R  — радіуси зон вихору зі сталою інтен-

сивністю; 0 1,   — відповідні завихреності. 

З точки зору математики, у таких течій ази-

мутальна швидкість рідини може змінювати знак. 

На рис. 3 це чітко видно. Тому таку течію можна 

і доцільно назвати компактним вихором із про-

титечією.  

Моделі компактних вихорів із гвинтовою си-
метрією  

Існують такі вихрові течії, в яких усі харак-

теристики течії є сталими уздовж гвинтової лі-

нії, що визначається співвідношеннями [13]: 

const, const, 2 ,r z l h l       

де h — крок гвинтової лінії. 

При цьому, якщо l  0, то симетрія назива-
ється правою гвинтовою, а якщо l  0 — відпо-

відно, лівою.  

Ці течії мають, крім азимутальної, ще й осьо-

ву компоненту швидкості Vz. Вони пов’язані 

співвідношенням 

0 .z z

r
V V V

l
   

Аналітичні моделі таких течій розроблено 

у [13—16]. Недоліком усіх зазначених робіт є те, 

що поля швидкості у них не є компактними. Цей 

недолік усунуто в [17], де на підставі уявлень про 

(6)

(7)

(7)

Рис. 3. Розподіл азимутальної швидкості у вихорі із проти-
течією 
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відомі компактні вихрові течії побудовані відпо-

відні моделі. Розглянемо їх. 

1. Перша модель відповідає течії, у якій ази-

мутальна швидкість описується ізольованим гаус-

сіаном [18] або вихором Тейлора [19]: 

2 2 2

exp ; exp .
2 2 2 2

z

r r r r
V V

l


   
          

   
 

Такий тип вихору можливий лише в області рі-

дини без границь. Але, за П. Сеффменом [7], він 

є компактним. На рис. 4 їм відповідає крива 2. 

2. Друга модель відповідає течії на підставі 

квазіточкового вихору (5) (див. рис. 4): 

                   
2

2

Г
1 .

2
z

V

r
V

l R

 
      

                 (8) 

3. Третя модель використовує як азимуталь-

ну швидкість компактний аналог вихору Ренкі-

на (1): 
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    (9) 

Дуже близькою до (8) є формула Ескюдьє [20, 21] 

для азимутальної швидкості: 

2

2

Г
1 exp ,

2 2

r r
V

r R




   
          

 

де ,R  — деякі константи. 

Ця формула, з використанням умови ком-
пенсованості вихору, має вигляд [17] 

22

2 2 2

Г Г
1 exp 1 exp .

2 2

V

V

Rr
V r

r R R R


 

      
                        

 

Відповідний вираз для поздовжньої компоненти 
швидкості має такий вигляд:  

22
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Г Г
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На рис. 5 крива 2 відповідає саме їй.  

4. Четверта модель базується на уявленні 
про порожнистий (кільцевий) компактний ком-
пенсований вихор (6): 
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5. Нарешті, п’ята модель відповідає ком-
пактному компенсованому вихору з протитечі-
єю (7) (рис. 6): 
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Рис. 4. Розподіли осьової швидкості: 1 — за моделлю квазі-

точкового вихору; 2 — за моделлю ізольованого гаус-

сіана (вихору Тейлора)
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Рис. 5. Розподіли осьової швидкості: 1 — відповідає форму-

лам (9); 2 — з використанням формули Ескудьє 
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Хоча такі течії, як показують наведені при-

клади, розглядаються в рамках моделі нев’язкої 

рідини, існують також компактні вихрові течії у 

реальних рідинах, причому поля швидкості в них 

можна описувати наведеними вище моделями.  

Моделі компактних гвинтових течій  

Течія, у якій вектори швидкості та ротора 

швидкості є колінеарними, називається гвинто-
вою. Згідно зі сказаним, для гвинтової течії має 

місце співвідношення 

                           rot . V V                    (10) 

У циліндричних координатах (10) набуває ви-

гляду 

  
( )1

; .z
z

V rV
V V

z r r



 

    
 

  

Необізнаному в цій області фахівцю легко 

переплутати таку течію з розглянутими вище. 

Річ у тім, що для течій із гвинтовою симетрією 

часто використовують термін helical. Утім цей 

термін відповідає саме гвинтовим течіям. Термін 
гвинтова течія був уведений у 1881 р. І. Громе-
кою [22], отже, більш ніж століття тому. Лише че-
рез декілька років потому незалежно від І. Громе-
ки опублікував свою працю Е. Бельтрамі (1889 р.). 
Але, на жаль, традиційно в більшості випадків 

таку течію іменують течією Бельтрамі.  
Гвинтові течії розглядаються як такі, що  є 

нев’язкими [13, 23]. Дійсно, визначення поля 
осьової компоненти швидкості отримується саме 
із визначення гвинтового руху, а не з рівнянь 
руху. Кілька років тому, на підставі наведених 
вище моделей компактних вихорів, були отрима-
ні аналітичні розв’язки, які, на відміну від усіх 

попередніх, уже враховували кінцевий розмір 
вихору в радіальному напрямку [24]: 

1) компактний гвинтовий компенсований 
вихор; 

2) компактний гвинтовий кільцевий вихор; 
3) компактний гвинтовий вихор із трьома 

областями (сталої) завихреності.  
На зовнішній границі течії осьова компо-

нента швидкості у зазначених моделях не дорів-
нює нулю. В рамках моделі нев’язкої рідини це 
є цілком прийнятним. Отже, можна зазначити, 
що повністю гвинтових течій у необмеженому се-
редовищі (тобто коли вихор не обмежений зов-
нішньою границею) не існує. Відповідь слід шу-
кати через ускладнення моделі з урахуванням 
в’язкості рідини. Отримані результати і станов-
лять зміст оригінальної статті.  

Моделі дифузії компактних вихорів  

Практично в кожному підручнику з гідро-
механіки можна знайти модель дифузії точко-
вого вихору — так званий вихор Лемба—Озеєна: 

2

2

Г
exp ;

4 4

Г
1 exp ,

2 4

r

vt vt

r
V

r vt


 
      

  
         

 

де v — кінематична в’язкість рідини, t  — час. 

Зазначені розв’язки відповідають вихровій 
течії нескінченних розмірів. Але за останні деся-
тиріччя з’явилися нові розв’язки, що описують 
дифузію вихорів. Якщо вихор має скінченний 
розмір і при цьому дифундує, то умову компен-
сованості, або нульової циркуляції, також мож-
на застосовувати. Так, Р. Клустерзіель [25] знай-
шов асимптотичний (для великих значень часу) 
розв’язок, що описує поведінку поля завихренос-
ті при дифузії вихору. Його розв’язок враховує 
те, що поле завихреності складається в кожний 
момент часу з двох частин різного знака завихре-
ності: 

2 2
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На підставі подібних асимптотик у подаль-
шому була розвинута аналітична модель [26], що 
описує молекулярну дифузію штучно створених 
у лабораторії плям у стійко стратифікованій (у 
вертикальному напрямку) рідині (зазначимо, що 
і океан, і атмосфера мають вертикальну стра-
тифікацію). 
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Рис. 6. Розподіл осьової швидкості у вихорі із гвинтовою
симетрією на підставі вихору з протитечією 
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Оскільки в природі (океани, моря) основ-

ною є не молекулярна, а турбулентна дифузія, то 

в роботі [27] було знайдено автомодельно-аналі-

тичний розв’язок для турбулентної дифузії ви-

хору, що описується таким автомодельним рів-

нянням: 

2

2

1 3 3( 1)
0,

2 2

d d n

dd

   
         

  
 

де ( ) ( , ) ;a br t t t r      


 — автомодельна змін-

на; параметри a,  b знаходяться з умов автомодель-
ності розв’язків і залежать від типу дифузії тощо. 

Загальний роз’язок має вигляд ряду. При    

n  3 він відповідає ізольованому гауссіану [18] 

або вихору Тейлора [19]: 

2 23 3
1 exp .

4 4

           
   


 

При n  3 поле швидкості має на периферії 
протитечію, а поле завихреності складається з 

трьох областей сталого знака (рис. 7).  

За останні десятиліття також були уточнені 

моделі вихоростоку та вихороджерела. Як відомо 

з підручників, зазначені течії отримують як просте 

накладання (суперпозицію) точкового вихору і те-
чії у вигляді стоку або джерела [2, 3]. Так, О. Гай-
фуллін [28] отримав нові автомодельні розв’яз-

ки щодо зазначених течій. Але поле азимутальної 

швидкості у цих розв’язках також не є компакт-

ним. Указаний недолік подолано в роботі [29], 

де отримано автомодельне рівняння  
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розв’язок якого подано у вигляді ряду  
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Коефіцієнти цього ряду знаходяться з ре-

курентних співвідношень вигляду 
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Рис. 7. Автомодельний розподіл швидкості (а) та завихре-

ності (б ) при n  4, що відповідає вихору із проти-
течією 

Рис. 8. Розподіли азимутальної швидкості (а) та завихре-
ності (б ) 
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У наведених щойно співвідношеннях Re — 

число Рейнольдса,   Q /K — параметр, що озна-

чає співвідношення потужності джерела або сто-

ку Q  до величини турбулентної дифузії K ;  — 

показник степеня часу, за яким змінюється кое-

фіцієнт турбулентної дифузії. Приклади графіків 

функцій азимутальної швидкості та завихреності 

наведені на рис. 8. 

Моделі генерації компактного турбулентного 

вихору 

У роботі [30] на підставі знань про структу-
ру турбулентної течії Тейлора—Куетта [31] отри-

мано аналітичний розв’язок, що описує поширен-

ня в часі турбулентного вихору, який має скін-

ченний розмір у кожний момент часу. Отримане 

автомодельне рівняння для функції циркуляції 

швидкості Us, його розв’язок і відповідний розпо-

діл азимутальної швидкості мають такий вигляд: 
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Графіки азимутальної швидкості, наведені 

на рис. 9, чітко вказують на скінченний розмір 

вихору в кожний момент часу.  

Для більш повного огляду робіт з вихрової 

тематики можна рекомендувати оглядову статтю 

В. Мелешка і Х. Арефа [32], в якій викладено бі-

бліографію за майже 100 перших років існування 

цієї галузі науки. Корисною є також оглядова 

робота Г. Фліра [33] з моделей компактних вихо-

рів у геофізиці. Нарешті, заслуговує на увагу стат-

тя М. Сатіжина та ін. [34], де увага зосереджена 

на моделях вихорів, побудованих на автомодель-

них розв’язках.  

У технічних пристроях вихрові потоки обме-

жені твердими стінками. Їх структури набагато 

складніші за наведені вище моделі. Поки що ці 

структури вивчаються в основному експеримен-
тально [35—37]. Річ у тім, що це — особливий 

клас течій із гвинтовою симетрією, у яких спо-

стерігається втрата стійкості та утворення так 

званих когерентних вихрових структур. Ці струк-

тури існують поблизу як фіксованої твердої стін-

ки, так і рухомої рідинної циліндричної грани-

ці [38]. Але аналогія із компактними течіями з 

гвинтовою симетрією для низки випадків є оче-

видною. 

Висновки  

У роботі наведено низку нових аналітичних 
моделей, що з’явилися за попередні три—чотири 

десятиріччя і описують як ламінарну, так і тур-

булентну динаміку монопольних вихрових течій, 

але які дотепер не знайшли належного відобра-

ження в традиційних підручниках і навчальних 

посібниках. Подальші дослідження слід спряму-

вати на пошук аналітичних моделей когерентних 

вихрових структур у потоках в’язкої рідини, особ-

ливо поблизу криволінійних поверхонь, де пору-
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Рис. 9. Азимутальна швидкість у турбулентному вихорі у 
звичайних (а) та у логарифмічних (б ) координатах 

для різних значень Re
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t
  (нижні криві); 0,32 (се-

редні криві); 0,1 (верхні криві) 
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шується відомий у гідромеханіці “закон стінки” 

та мають місце аномалії тепломасообміну. 

Подяка  

Автори роботи висловлюють щиру подяку 

професору кафедри загальної фізики та фізики 

твердого тіла КПІ ім. І. Сікорського В’ячеславу 

Миколайовичу Горшкову за його конструктивні 

зауваження, що сприяли покращенню вступної 

частини статті. 
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П.В. Лук’янов, В.М. Турик 

РОЗВИТОК АНАЛІТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ КОМПАКТНИХ МОНОПОЛЬНИХ ВИХРОВИХ ТЕЧІЙ 

Проблематика. Математичний опис вихрових течій як частини фундаментальних понять фізики суцільних середовищ, гідро-
газодинаміки, теплофізики, теоретичних основ хімічних технологій, геофізики, метеорології. 

Мета дослідження. Поповнення існуючої інформації в традиційній науково-технічній та навчальній літературі про вихори 
та їх аналітичні моделі новими даними для науковців, викладачів, аспірантів і студентів з метою використання у подальших до-
слідженнях вихрового руху рідин і газів. 

Методика реалізації. Аналітичний огляд існуючих моделей вихрових течій, зокрема монопольних компактних вихорів, на 
підставі нових даних наукових статей і спеціалізованих монографій та порівняння їх із традиційними даними, що містяться у відо-
мих підручниках і навчальних посібниках. 

Результати дослідження. Виявлено відсутність у традиційних науково-технічних і навчально-методичних джерелах новіт-
ніх моделей компактних вихорів. До їх числа можна віднести компактні аналоги точкового вихору та вихору Ренкіна: квазіточко-
вий вихор і компактний компенсований вихор. З використанням їх і подібних до них розв’язків (кільцевий вихор, вихор із трьома 
областями сталої завихреності) було розроблено моделі компактних гвинтових вихорів та вихорів із гвинтовою симетрією. Про-
аналізовано розв’язки задач дифузії компактних вихорів (вихор Тейлора, розв’язок Клустерзіеля), турбулентної дифузії компакт-
ного вихору, розв’язки задач про квазікомпактні (ламінарне та турбулентне) вихороджерело та вихоростік, а також розв’язок за-
дачі про генерацію компактного турбулентного вихору циліндром, що обертається. Наведені моделі узгоджуються із законом 
збереження енергії і тому мають перевагу в їх використанні.  

Висновки. Наведено низку новітніх аналітичних моделей, що описують як ламінарну, так і турбулентну динаміку моно-
польних вихрових течій, але які дотепер не знайшли належного відображення в традиційній літературі. Подальші дослідження 
слід спрямувати на пошук аналітичних моделей когерентних вихрових структур у потоках в’язкої рідини, особливо поблизу 
криволінійних поверхонь, де порушується відомий у гідромеханіці “закон стінки” та мають місце аномалії тепломасообміну. 

Ключові слова: компактний вихор; аналітичні моделі; ідеальна рідина; в’язка рідина; ламінарна течія; турбулентна течія; 
дифузія вихору; генерація вихору. 
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П.В. Лукьянов, В.Н. Турик 

РАЗВИТИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ КОМПАКТНЫХ МОНОПОЛЬНЫХ ВИХРЕВЫХ ТЕЧЕНИЙ 

Проблематика. Математическое описание вихревых течений как части фундаментальных понятий физики сплошных 
сред, гидрогазодинамики, теплофизики, теоретических основ химических технологий, геофизики, метеорологии. 

Цель исследования. Пополнение существующей информации в традиционной научно-технической и учебной литерату-
ре о вихрях и их аналитических моделях новыми данными для научных работников, преподавателей, аспирантов и студентов с 
целью использования в дальнейших исследованиях вихревого движения жидкостей и газов. 

Методика реализации. Аналитический обзор существующих моделей вихревых течений, в том числе монопольных ком-
пактных вихрей, на основе новых данных научных статей и специализированных монографий и сравнение их с традиционными 
данными, содержащимися в известных учебниках и учебных пособиях.  

Результаты исследования. Выявлено отсутствие в традиционных научно-технических и учебно-методических источни-
ках современных моделей компактных вихрей. К их числу можно отнести компактные аналоги точечного вихря и вихря Рэнкина: 
квазиточечный вихрь и компактный компенсированный вихрь. С использованием их и подобных им решений (кольцевой вихрь, 
вихрь с тремя областями постоянной завихренности) были разработаны модели компактных винтовых вихрей и вихрей с вин-
товой симметрией. Проанализированы решения задач диффузии компактных вихрей (вихрь Тейлора, решение Клустерзиэля), 
турбулентной диффузии компактного вихря, решения для задач о квазикомпактных (ламинарном и турбулентном) вихреисточ-
нике и вихрестоке, а также решение задачи о генерации вращающимся цилиндром компактного турбулентного вихря. Приве-
денные модели, согласуясь с законом сохранения энергии, имеют преимущество при их использовании. 

Выводы. Приведен ряд новейших аналитических моделей, описывающих как ламинарную, так и турбулентную динамику 
монопольных вихревых течений, но до настоящего времени не нашедших надлежащего отображения в традиционной литера-
туре. Дальнейшие исследования следует направить на поиск аналитических моделей когерентных вихревых структур в потоках 
вязкой жидкости, особенно вблизи криволинейных поверхностей, где нарушается известный в гидромеханике “закон стенки” и 
имеют место аномалии тепломассообмена. 

Ключевые слова: компактный вихрь; аналитические модели; идеальная жидкость; вязкая жидкость; ламинарное тече-
ние; турбулентное течение; диффузия вихря; генерация вихря. 
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