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СПРЯЖЕННIСТЬ ТРАНЗИТИВНО-СТАБIЛЬНИХ
АВТОМОРФIЗМIВ У FAutT2

Статтю присвячено дослiдженню спряженностi транзитивно стабiльних автоморфiзмiв корене-
вого однорiдного дерева валентностi 2 у групi скiнченно-станових автоморфiзмiв цього дерева. Побу-
довано перетин класу спряженностi в цiй групi, що мiстить автоморфiзм adding machine, з множиною
транзитивно стабiльних автоморфiзмiв.
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Вiдсутнiсть на даний момент необхiдної та до-
статньої умови спряженностi автоморфiзмiв у групi
скiнченно-автоматних пiдстановок примушує при
дослiдженнi рiвняння спряженностi використову-
вати певнi достатнi умови (наприклад, шарово-
транзитивнi автоморфiзми a та b не спряженi, якщо
фактор-послiдовнiсть для a перiодична, а для b —
не перiодична, або якщо a та b мають рiзний рiст).
Стабiльно-транзитивнi автоморфiзми дуже близькi
за своїми властивостями один до одного, тому цi-
лий клас достатнiх умов є не еффективний при до-
слiдженнi питання спряженностi таких автоморфi-
змiв. Пропонуємо пiдхiд, який дає змогу побудува-
ти перетин класу спряженностi в групi скiнченно-
автоматних пiдстановок, що мiстить автоморфiзм
adding machine з множиною транзитивно стабiль-
них автоморфiзмiв.

Означення 1. Означимо фактор n-го рiвня
шарово-транзитивного автоморфiзма

a = (b, c) ◦ σ

iндуктивно. Фактором 1-го рiвня для автоморфi-
зму a називається автоморфiзм b ◦ c. Фактором
n-го рiвня автоморфiзма a називається фактор 1-
го рiвня для фактора (n − 1)-рiвня автоморфiзму
a.

Означення 2. Фактор-послiдовнiстю для авто-
морфiзму a ∈ AutZ2 назвемо послiдовнiсть {an}
автоморфiзмiв, в якiй an дорiвнює фактору n-го
рiвня для автоморфiзму a.

Означення 3. Назвемо автоморфiзм x ∈ AutT2

транзитивно-стабiльним, якщо фактор-послiдов-
нiсть для цього автоморфiзму є стацiонарною.

Рекурсивно означимо множини Wx та Rx для
шарово-транзитивного автоморфiзму x ∈ AutT2.

Означення 4. Тотожний автоморфiзм id нале-
жить Wx. Нехай автоморфiзм t = (t1, t2) або
автоморфiзм t = (t1, t2) ◦ σ належить Wx. Тодi
автоморфiзм x ◦ t2 належить Wx.

Означення 5. Тотожний автоморфiзм id нале-
жить Rx. Нехай автоморфiзм t = (t1, t2) або
автоморфiзм t = (t1, t2) ◦ σ належить Rx. Тодi
автоморфiзми t1 та x ◦ t2 належать Rx.

Легко бачити, що Wx належить Rx.

Приклад 1. Обчислимо множини Wε та Rε для
автоморфiзма adding machine, що задається спiв-
вiдношенням ε = (id, ε) ◦ σ.

Обчислимо Wε. Згiдно з рекурсивною процеду-
рою разом з id множинi Wε належить автомор-
фiзм ε. Далi з ε отримаємо ε2, з ε2 — ε2. Зрозумiло,
що бiльше нiяких автоморфiзмiв в множинi Wε не-
має. Отже, Wε складається з автоморфiзмiв id, ε
та ε2.

Обчислимо Rε. Згiдно з рекурсивною процеду-
рою разом з id множинi Rε належать автомор-
фiзми id та ε. Далi з ε отримаємо id та ε2,
з ε2 отримаємо ε та ε2. Зрозумiло, що бiльше нi-
яких автоморфiзмiв в множинi Rε немає. Отже,
Rε складається з автоморфiзмiв id, ε та ε2.

Означення 6. Назвемо автоморфiзм x ∈ AutT2

регулярним, якщо множина Rx — скiнченна.

Означення 7. Назвемо автоморфiзм x ∈ AutT2

слабко регулярним, якщо множина Wx — скiнчен-
на.

Оскiльки Wx належить Rx, то регулярний авто-
морфiзм є слабко регулярним. Згiдно з прикладом 1
автоморфiзм adding machine ε регулярний.

Лема 1. Автоморфiзм b ∈ AutT2 є транзитивно-
стабiльним тодi i тiльки тодi, коли знайдеться
t ∈ AutT2, такий, що b = (t, t−1 ◦ b) ◦ σ.

Доведення. ⇒ Нехай b = (t, l) ◦ σ. Оскiльки b —
транзитивно-стабiльний, то b = t ◦ l, отже l =
t−1 ◦ b.

⇐ b = (t, t−1 ◦ b) ◦ σ. Оскiльки t ◦ t−1 ◦ b = b,
то b — транзитивно-стабiльний.
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Теорема 1. Нехай b — транзитивно-стабiльний
автоморфiзм, що задається спiввiдношенням b =
(t, t−1 ◦ b) ◦ σ. Тодi 0-розв’язком рiвняння εχ = b є
автоморфiзм, що задається спiввiдношенням a =
(a, a ◦ t)

Доведення. Зауважимо, що для автоморфiзму a =
(a, a ◦ t)

...000 ∗ a = ...000.

Справдi,
x0 ∗ (a, b) = (x ∗ a)0.

Далi маємо

a−1 ◦ ε ◦ a = (a, a ◦ t)−1 ◦ ε ◦ (a, a ◦ t) =
= (a−1, t−1 ◦ a−1) ◦ (id, ε) ◦ σ ◦ (a, a ◦ t) =
= (a−1, t−1 ◦ a−1) ◦ (id, ε) ◦ (a ◦ t, a) ◦ σ =

= (t, t−1 ◦ (a−1 ◦ ε ◦ a)) ◦ σ.

Оскiльки для шарово-транзитивних, а отже, i
для стабiльно-транзитивних автоморфiзмiв α та β,
0-розв’язок рiвняння αχ = β iснує i єдиний, то,
згiдно з зауваженням та отриманною рiвнiстю, ав-
томорфiзм a = (a, a ◦ t) є 0- розв’язком рiвняння
εχ = b.

Природнiм є питання, при яких t автомор-
фiзм a = (a, a ◦ t) є скiнченно-становим. Умо-
ва скiнченно-становостi автоморфiзму t необхiд-
на. Справдi, оскiльки автоморфiзм a скiнченно-
становий, то його права проекцiя πR(a) = a ◦ t
є скiнченно-становим автоморфiзмом, i тому авто-
морфiзм

t = a−1 ◦ (a ◦ t) = a−1 ◦ πR(a)

також скiнченно-становий. Але ця умова не є до-
статньою. Це пiдтверджують наступнi теорема та
приклад:

Теорема 2. Автоморфiзм a = (a, a◦t) є скiнченно-
становим тодi i тiльки тодi, коли t — регулярний.

Доведення. Нехай πL(a) — лiва, а πR(a) — права
проекцiя автоморфiзму a = (a, a ◦ t). Тодi викону-
ються рiвностi:

πL(a ◦ f) = a ◦ πL(f);

πR(a ◦ f) = a ◦ (t ◦ πR(f)).

Тобто станами автоморфiзму a є автоморфiзми виг-
ляду {a◦x|x ∈ Rt}. Тому a скiнченно-становий то-
дi i тiльки тодi, коли множина Rt є скiнченною.

Приклад 2. Автоморфiзм a = (a, a ◦ 3x) не
скiнченно-становий.

Покажемо, що множина W3x — нескiнченна.
Справдi, вона мiстить нескiнченну кiлькiсть ав-
томорфiзмiв вигляду 3nx + cn. Отже, автомор-
фiзм x ∗ t = 3x є скiнченно-становим (зi станами
3x, 3x + 1, 3x + 2), але не є слабко-регулярним, то-
му не є i регулярним. За теоремою 2 автоморфiзм
a = (a, a ◦ 3x) — нескiнченно-становий.

Наслiдком теорем 1 i 2 є наступна теорема:

Теорема 3. Нехай b — транзитивно-стабiльний
автоморфiзм, автоморфiзм t — лiва проекцiя ав-
томорфiзма b. Автоморфiзми ε та b спряженнi в
FAutT2 тодi i тiльки тодi, коли t — регулярний.

Далi сформулюємо критерiй скiнченно-стано-
востi для транзитивно-стабiльних автоморфiзмiв.

Теорема 4. Нехай b — транзитивно-стабiльний ав-
томорфiзм, автоморфiзм t — лiва проекцiя авто-
морфiзма b. Автоморфiзм b є скiнченно-становим
тодi i тiльки тодi, коли t — слабко регулярний.

Доведення. Очевидно, b та b−1 мають однакову
кiлькiсть станiв. Покладемо

b′ = b−1 = (b−1 ◦ t, t−1) ◦ σ.

Кожен стан b′ з вершиною, що належить кiнцю
. . . 000 має вигляд

b′ ◦ x | x ∈ Wt.

Якщо множина Wt — скiнчена, то iншi стани мають
вигляд

t−1 ◦ t1 ◦ . . . ◦ tN

(де ti є пiдстанами автоморфiзму t i кiлькiсть до-
данкiв обмежена деяким натуральним N , що зале-
жить вiд |Wt|), або є пiдстанами таких станiв.

Отже, b є скiнченно-становим тодi i лише тодi,
коли множина Wt скiнчена.

Як було зауважено, регулярний автоморфiзм є
слабко регулярним. Цiкаво отримати приклад слаб-
ко регулярного автоморфiзму, який не є регуляр-
ним. Згiдно з теоремами 3 та 4 такий автоморфiзм
дає змогу побудувати приклад скiнченно-станового
стабiльно-транзитивного автоморфiзму, що не є
спряженим з adding machine у FAutT2. Побудувати
слабко регулярний автоморфiзм, який не є регуляр-
ним дає можливiсть наступна теорема.

Теорема 5. Скiнченно-становий автоморфiзм t =
(t1, t2) є слабко регулярним тодi i тiльки тодi, коли
автоморфiзм t2 є слабко регулярним.

Доведення. Достатньо звернути увагу на те, що

Wt = {id, t, t ◦ t2, . . .} = id ∪ {t ◦ x|x ∈ Wt2}.
Тобто множини Wt та Wt2 скiнченнi або нескiн-
ченнi одночасно.
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Приклад 3. Згiдно з прикладом 2 автоморфiзм
t′ : x → 3x не є регулярним, автоморфiзм id є
слабко регулярним. Тому автоморфiзм t = (3x, id)
є слабко-регулярним автоморфiзмом, що не є регу-
лярним.

Маємо приклад двох транзитивно-стабiльних
скiнченно-станових автоморфiзмiв, не спряжен-
них у FAutT2:

ε = (id, ε) ◦ σ;

b = ((3x, id), (
1
3
x, id) ◦ b) ◦ σ.

Сформулюємо основний результат. Перетин
множини транзитивно-стабiльних автоморфiзмiв iз
класом спряженностi в групi скiнченно-станових
автоморфiзмiв, що мiстить adding machine, скла-
дається з транзитивно-стабiльних автоморфiзмiв iз
регулярною лiвою проекцiєю.
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D. Morozov

CONJUGACY OF TRANSITIVE-STABLE AUTOMORPHISMS IN FAutT2

The work is devoted to the research of conjugacy of transitive-stable automorphisms of a rooted homogenious
tree of valency 2 in a group of finite-state automorphisms of this tree. The intersection of the conjugacy
class in this group has been built, containing adding machine automorphism, with the set of transitive-stable
automorphisms.
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