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ГАММА-ОБЕРНЕНI ДИФУЗIЙНI МОДЕЛI
ЦIНОУТВОРЕННЯ АКЦIЙ

Розглянуто деякi моделi цiноутворення акцiй, що використовують «ринковий» «активний» час. Кон-
струкцiя процесу ринкового часу базується на використаннi дифузiйних процесiв з наперед заданою
маргiнальною гамма-оберненою щiльнiстю i веде до Стюдент — розподiлу лог-дохiдностей. Показано,
що процес «ринкового часу» є асимптотично самоподiбним.
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Вступ

У сучаснiй фiнансовiй математицi основною
парадигмою цiноутворення акцiй на фiнансово-
му ринку та розрахунку справедливої цiни опцiо-
нiв продовжує залишатись модель Блека–Шоулза–
Мертона. Проте на «чорнi дiри» цiєї моделi, яка
дуже спрощує реальнiсть, вказував сам Ф. Блек :
«У простотi є i своя сила. Люди сприймають цю мо-
дель, оскiльки легко можуть зрозумiти закладенi у
нiй припущення. Ця модель досить гарна як перше
наближення, а якщо Ви бачите “дiри” у зроблених
припущеннях, то Ви можете цю модель удоскона-
лити, замiнюючи її на бiльш витончену» [1].

Викриттю «чорних дiр» та пошуку бiльш витон-
чених моделей, альтернативних до моделi Блека–
Шоулза, присвячено чимало статтей.

Не зупиняючись на аналiзi всiх альтернативних
моделей, розглянемо лише модель, запропоновану
у 1999 роцi С. Хейдi [2] i надалi модифiковану C.
Хейдi та М. Леоненком ([3], 2005)

St = S0e
µt+θTt+σW (Tt), t ≥ 0, (1)

де µ, θ, i σ > 0 — константи, W (t), t ≥ 0, є
стандартний броунiвський рух i ця модель Хейдi–
Леоненка вiдрiзняється вiд вiдомої формули Блека–
Шоулза лише тим, що броунiвський рух залежить
не вiд фiзичного часу t ≥ 0, а вiд деякого випад-
кового процесу Tt, t ≥ 0, що означає «ринковий»
(«операцiйний», «активний») час i є додатним, не-
спадним стохастичним процесом iз стацiонарними,
але не обов’язково незалежними приростами. Iдея
введення «стохастичного» часу iнтуїтивно зрозумi-
ла. Адже змiна цiни акцiй на фондовому ринку
вiдбувається не у певний, строго визначений, час,
а цiлком випадково. У контекстi цiєї моделi, «acti-
vity time» процес {Tt} асоцiюється саме з часом
таких змiн та з потоком нової сенсацiйної iнфор-
мацiї. Зауважимо, що iдея використання нового
«операцiйного» часу зустрiчається i в дослiджен-
нях iнших авторiв. Так, у працi [4] та в деяких iн-

ших «новий операцiйний» час вводиться як спосiб
«деволатилiзацiї», що дає змогу «схопити» власти-
востi перiодичностi та вiдтворює бiльш «гладку»
картину поведiнки кореляцiйної функцiї для лог-
дохiдностей цiн акцiй.

Для конструкцiї процесу «ринкового» «актив-
ного часу» у [3] було використано процес χ2,
а саме τt = ( 2

ν χ2
ν)−1. Тодi маргiнальним розподi-

лом для {Tt} виявився гамма-обернений розподiл
RG(ν/2, ν/2), а розподiлом для лог-дохiдностей —
розподiл Стюдента. Проте кореляцiйна структура
цiєї моделi могла бути визначеною лише для цiлих
ν ≥ 4.

Цей недолiк подолано за допомогою нового пiд-
ходу до конструкцiї стохастичного активного часу
{Tt}, що був запропонований М. Леоненком. Но-
вий пiдхiд базувався на iдеї представлення τt че-
рез суперпозицiю процесiв дифузiї та спирався на
статтю Бiблi [6] про побудову процесiв дифузiї з
наперед заданими властивостями.

У статтi [5] (2012) М. М. Леоненко разом iз
спiвавторами розглянули два випадки, коли τt є ста-
цiонарними процесами дифузiї та мають обернену
гаусiвську щiльнiсть i коли τt мають гамма щiль-
нiсть. У цiй замiтцi розглянемо ще один випадок
для конструкцiї активного часу

Tm
t =

t∑

i=1

τm
i . (2)

Для гамма-оберненої щiльностi приростiв τt i за-
пропонуємо двi новi моделi, що утворюються при
m = 1 та m = 2. Для обох моделей розглядає-
ться теорiя розподiлiв лог-дохiдностей та доводи-
ться асимптотична самободiбнiсть процесу {Tt}.

Недолiки моделi
Блека–Шоулза

За моделею Блека–Шоулза, лог-дохiдностi Xt =
log(St/St−1) = µ+σ(W (t)−W (t−1)), t = 1, 2, . . .,
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є незалежними та однаково розподiленими гаус-
сiвськими випадковими величинами з середнiм µ
i дисперсiєю σ2. Проте цi припущення про нор-
мальнiсть розподiлу та незалежнiсть величин лог-
дохiдностей досить часто порушуються для реаль-
них емпiричних даних. Для прикладу були розгля-
нутi цiни акцiй таких фiрм, як Stock Index S&P 500
(США), Stock Index MICEX O&G (Росiя), MICEX
TLC (Росiя), MICEX M&M (Росiя), Kraft Food Inc.,
Coca-Cola Inc., Google Inc. та деяких iнших. Зага-
лом дослiджено бiльше 20 масивiв щоденних цiн
закриття протягом року.

Тестування незалежностi та нормальностi роз-
подiлу для лог-ретунсiв було реалiзовано засобами
STATISTICA 8.0. Для отримання лог-дохiдностей
використано такi трансформацiї до цiн акцiй як ло-
гарифмування та взяття рiзницi з лагом (кроком) 1.
Емпiричнi щiльностi розподiлу виявилися видов-
женiшими, а «хвости» важчими, нiж за нормально-
го розподiлу.

Для перевiрки нульової гiпотези H0 про нор-
мальнiсть розподiлу Xt застосовувались опцiї
Probability-Probability plot, тести Kolmogorov–
Smirnov, Shapiro–Wilks i тест Lilliefors. У пере-
важнiй бiльшостi цих випадкiв не було пiдстав
прийняти гiпотезу про вiдповiднiсть емпiричного
розподiлу нормальному на рiвнi значущостi 0, 05.
Крiм того, знайдено дескриптивнi характеристи-
ки лог-дохiдностей, а саме коефiцiєнти асиметрiї
та ексцесу, що суттєво вiдрiзнялись вiд 0. Для
перевiрки наступного припущення моделi Блека–
Шоулза, а саме припущення про незалежнiсть роз-
подiлу, засобами пакету STATISTICA було побудо-
вано автокореляцiйну функцiю (АКФ) та часткову
автокореляцiйну функцiю (ЧАКФ) для значень лог-
дохiдностей Xt, t = 0, 1, . . . , N − k, k ≥ 1, а та-
кож для їхнiх абсолютних значень та їхнiх квадра-
тiв. Виявилось, що значення АКФ i ЧАКФ швидко
згасали й ставали статистично незначущими, що
пiдтверджувало висновок про їх некорельованiсть.
Проте некорельованiсть ще не означає — незалеж-
нiсть. I справдi, АКФ та ЧАКФ для значень |Xt|d,
де d — цiле й

√
|Xt|, згасають досить повiльно зi

збiльшенням лагу. Всi цi невiдповiдностi пiдтвер-
джують недосконалiсть моделi Блека–Шоулза, не-
виконання основних припущень моделi для реаль-
них даних i спонукають до пошуку нових альтер-
нативних моделей.

Теорiя розподiлiв для альтернативних моделей
цiноутворення акцiй

Для моделi (1) розглянемо послiдовнiсть при-
ростiв «нового» часу за одиничний промiжок: τt =
Tt− Tt−1, t = 1, 2, . . .. Тодi лог-дохiдностi виража-
ються як

Xt = log(St/St−1)
d= µ + θτt + στ

1
2
t W (1), (3)

де
d= означає еквiвалентнiсть випадкових вели-

чин за розподiлом. Не зменшуючи загальностi, по-
кладемо Eτt = 1, бо будь-яка змiна масштабу може
вiдбуватись за рахунок параметрiв θ i σ (за умови
Eτt < ∞). Дослiдимо двi моделi, що утворюються
при m = 1 i m = 2.

Модель 1
Нехай m = 1 у конструкцiї нового ринкового

часу (2) Tt

Tt = T 1
t =

t∑

i=1

τi,

де стацiонарний розподiл τt є оберненим гамма
розподiлом

RG(x) =





αβ

Γ(β)
x−β−1e−

α
x , x > 0

0 , x ≤ 0
(4)

iз параметрами α i β. Нагадаємо, що випадковi ве-
личини, якi мають гамма G(α, β), та обернений
гамма RG(α, β) розподiли, пов’язанi мiж собою
вiдношенням

RG(α, β) =
1

G(α, β)
=

α

G(1, β)
= α ·RG(1, β).

Характеристична функцiя випадкової величини,
розподiленої за оберненим гамма розподiлом з па-
раметрами α та β має вигляд (див. [7] або [10]):

ϕRG(t) = E[eitX ] =

=
2αβ · (−itα−1)β/2 ·Kβ [2α(−iα−1)1/2]

Γ(β)
, t ∈ R,

де Kβ(·) означає модифiковану функцiю Беселя
другого роду.

Нехай τt розподiленi як RG(ν
2 , δ2

2 ), де δ, ν > 0
з щiльнiстю

fRG(x) =
( δ2

2 )
ν
2

Γ(ν
2 )

x−
ν
2−1e−δ2/2x, x > 0, (5)

тодi моменти k-го порядку для τt такi [10]:

E[τk
t ] = νk Γ( δ2

2 − k)

4Γ( δ2

2 )
,

δ2

2
> k.

Зокрема, математичне сподiвання i дисперсiя τt ма-
ють вигляд:

E[τt] =
ν

δ2 − 2
, δ2 > 2,
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V ar[τt] =
2ν2

(δ2 − 2)2(δ2 − 4)
. (6)

Якщо розглянути характеристичну функцiю ви-

падкової величини X
d= µ + bε, де ε має стандарт-

ний нормальний розподiл N(0, 1), а b2 — оберне-
ний гамма-розподiл RG(ν

2 , δ2

2 ), то можна показати
(див. [7] або [10]), що лог-дохiдностi Xt є випад-
ковими величинами Стюдент — типу T (µ, δ, ν) зi
щiльнiстю розподiлу

f(x) = c(ν, δ)
1

[1 + (x−µ
δ )2]

ν+1
2

, x ∈ R, (7)

де µ ∈ R — параметр зсуву (location parameter),
δ > 0 — параметр масштабування або стиску (sca-
ling parameter), ν > 0 — число ступенiв свободи та

c(δ, ν) = Γ( ν+1
2 )

δ
√

πΓ( ν
2 )

.

Характеристична функцiя для лог-дохiдностей
Xt, що є характеристичною функцiєю розподiлу
Стюдента, може бути виражена через функцiю Бе-
селя третього роду:

φX(t) = eitµKν/2(δ |t|)(δ |t|)ν/221−(ν/2)/Γ
(ν

2

)
.

Моменти для Xt мають вигляд EXt = µ,

E(Xt − µ)n =

=





Γ(n+1
2 )Γ( ν−n

2 )
Γ(ν+1

2 ))
δn+1c(ν, δ), n = 2k,

0, n = 2k − 1.

Отже,

µ2 = E(Xt − µ)2 =
δ2

ν − 2
, ν > 2,

µ3 = E(Xt − µ)3 = 0,

µ4 = E(Xt − µ)4 =
3δ4

(ν − 4)(ν − 2)
, ν > 4.

Емпiричний матерiал пiдтверджує узгодженiсть
розподiлу лог-дохiдностей реальних фiнансових
даних теоретичному розподiлу Стюдента (7).

Модель 2
Нехай m = 2, тобто τ2

i = Y
(1)
t +Y

(2)
t , t = 0, 1, 2, ...,

де Y
(1)
t та Y

(2)
t — незалежнi процеси такi, що

Y
(1)
t ∼ RG(α1, β1), Y

(2)
t ∼ RG(α2, β2) як (4).

Ф. Джирон i К. Кастилiо [8] показали, що за
деяких обмежень на параметр форми, а саме за
умови, що вiн напiвцiлий, згортка гамма-обернених
розподiлiв розподiлена як сумiш скiнченної кiль-
костi гамма-обернених розподiлiв, що всi мають
однаковий параметр масштабу. Характеристична

функцiя згортки Y
(1)
t ∼ RG(α1, n + 1

2 ), Y
(2)
t ∼

RG(α2, m + 1
2 ), n, m ∈ N,m > n має вигляд:

φY1+Y2(ζ) = E [exp {iζY1}]E [exp {iζY2}] =

= 2α
2n+1

4
1 α

2m+1
4

2 (−iζ)n+m+ 1
2 Kn+ 1

2
(2
√

α1

√
−iζ)×

×Km+ 1
2
(2
√

α2

√
−iζ)/(Γ(n +

1
2
)Γ(m +

1
2
)).

Згортка Y
(1)
t та Y

(2)
t розподiлена як наступна

сумiш

Y
(1)
t +Y

(2)
t ∼

m+1∑

i=1

pifRΓ((
√

α1 +
√

α2)2, n− 1
2

+ i),

(8)
де ваговi коефiцiєнти pi ≥ 0,

∑m+1
i=1 pi = 1 можуть

бути обчисленi як рекурсiя

pm+1 =
√

πΓ(n + m + 1
2 )

Γ(n + 1
2 )Γ(m + 1

2 ))
(
√

α1)n(
√

α2)m

(
√

α1 +
√

α2)n+m
,

(9)

pj+1 = 22j+2Γ(n+
1
2
+j)(

cγn+j

22j+2
√

π(
√

α1 +
√

α2)n+j
−

−
m+1∑

i=j+2

pi

22jΓ(n− 1
2 + i)

(n + 2j − 2− j)!
(n + j)!(i− 1− j)!

),

(10)
j = 0, 1, 2, ...m− 1,

де c =
π

22(n+m)Γ(n + 1
2 )Γ(m + 1

2 )
,

γk = 22k
k∑

i=0

(2n− i)!
(i)!(n− i)!

(2m− k + i)!
(k − i)!(m− k + i)!

×

×(
√

α1)i(
√

α2)k−i,

γn+k = 2n+k
n∑

i=0

(2n− i)!
(i)!(n− i)!

×

× (2m− n− k + i)!
(n + k − i)!(m− n− k + i)!

(
√

α1)i(
√

α2)n+k−i,

γm+k = 2m+k
n∑

i=0

(2n− i)!
(i)!(n− i)!

(m− k + i)!
(m + k − i)!(i− k)!

×

×(
√

α1)i(
√

α2)m+k−i, k = 0, 1, .., n.

Оскiльки лог-дохiдностi альтернативної моделi (1)
можуть бути представленi як (3), то для визначення
характеру їхнього розподiлу знайдемо характери-

стичну функцiю випадкової величини X
d= µ + bε,
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де ε має стандартний нормальний розподiл N(0, 1),
а b2 розподiлено як сумiш (8–10):

φX(ζ) = E [exp {iζX}] =

= eiζµ

∫ ∞

0

e−( ζ2

2 )xfb2(x)dx = eiζµ

∫ ∞

0

e−( ζ2

2 )x×

×
m+1∑

i=1

pifRΓ(((
√

α1 +
√

α2)2, n− 1
2

+ i))dx.

Нехай (
√

α1 +
√

α2)2 = ν
2 та n − 1

2 + i = δ2
i

2 ,
i = 1, 2, ..., m + 1, тодi

φX(ζ) = eiζµ
m+1∑

i=1

pi

∫ ∞

0

e−(ζ2/2)xfRΓ(
ν

2
,
δ2
i

2
)dx =

= eiζµ
m+1∑

i=1

piKν/2(δ |ζ|)(δ |ζ|)ν/221−(ν/2)/Γ
(ν

2

)
.

Отже, маємо

φX(ζ) = eiζµ
m+1∑

i=1

piφT (ζ, δi, ν), (11)

де φT (ζ, δi, ν), i = 1, 2, ..., m+1 є характеристични-
ми функцiями симетричного розподiлу Стюдента.
(11) визначає розподiл для моделi 2. Моменти Xt

можуть бути обчисленi.

Побудова процесу
«ринкового» часу

Розглянемо спочатку побудову процесу «ринко-
вого» часу (2) для моделi 1. Конструкцiя «ринко-
вого» часу полягає у побудовi процесу дифузiї з
наперед заданими властивостями для одиничних
приростiв τi. Нехай τi = τ1

i = Yt, t = 0, 1, 2, ..., де

dYt = −θ (Yt − µ) dt+
√

v(Yt) dWt, t ≥ 0, (12)

де θ > 0, l < µ < r, β > 1 i W = {Wt, t ≥ 0} —
є стандартний броунiвський рух (вiнерiвський про-
цес), а функцiю v можна вибрати, що дифузiйний
процес Y = {Yt, t ≥ 0}, який є розв’язком (12),
буде ергодичним i таким, що має iнварiантну ймо-
вiрностну щiльнiсть, яка дорiвнює наперед заданiй
функцiї щiльностi f [6].

Розглянемо стацiонарний гамма-обернений ди-
фузiйний процес iз щiльнiстю f , що задана (5).
Коефiцiєнти v i µ стохастичного диференцiального
рiвняння (12) визначимо через f [6]. Для цього роз-
подiлу Y ∼ RG(ν

2 , δ2

2 ) коефiцiєнти мають вигляд:

µ(x) = ν/(
δ2

2
− 2), v(y) =

4θ

δ2 − 2
y2.

Якщо Y0 ∼ RG(ν
2 , δ2

2 ), то Y , як показано
у [6], — стацiонарний процес, тобто

E [Ys+t|Ys = y] = ye−θt + µ(1− e−θt),

де µ = ν/( δ2

2 − 2) — математичне сподiвання гама-

оберненої випадкової величини Y ∼ RG(ν
2 , δ2

2 ).
Автокореляцiйна функцiя для Y (див. [6]) має ви-
гляд

ρ(t) = Corr(Ys+t, Ys) = e−θt, t ≥ 0, s ≥ 0.

Лог-дохiдностi розподiлено за типом Стюдента.
Розглянемо тепер модель 2. Тодi m = 2, та

τ2
i = Y

(1)
t + Y

(2)
t , t = 0, 1, 2, ...

де Y
(1)
t i Y

(2)
t — такi незалежнi процеси, що

dY
(j)
t = −θ(j)

(
Y

(1)
t − ν(j)

δ(j)2 − 2

)
dt+

+

√
4θ(j)

δ(j)2 − 2
Y

(j)2
t dW

(j)
t , j = 1, 2, t ≥ 0. (13)

Процес Y
(1)
t + Y

(2)
t , t ≥ 0 — стацiонарний як

суперпозицiя двох незалежних дифузiйних гамма-
обернених процесiв. Вiн має ергодичну маргiналь-
ну щiльнiсть, що є згорткою двох незалежних
гамма-обернених щiльностей з рiзними параметра-
ми, кожна з яких визначає коефiцiєнти рiвняння
(13).

Дослiдимо конструкцiю процесу «ринкового»
часу Tm

t . Нехай D[0,1] — простiр Скорохода, для
t ∈ [0, 1] розглянемо випадкову функцiю T[Nt].

Твердження 1. Для m = 1, 2 та t ∈ [0, 1]

1
cm

√
N

(T[Nt] − ET[Nt])
d→ B(t), для N →∞

(14)
в сенсi слабкої збiжностi на D[0,1].

Доведення. Для m=1 кожен τt = τ
(1)
t = Yt, t =

0, 1, 2, ... є процесом ϕ-перемiшування (ϕ- mixing
process), що задовольняє умову ϕ-перемiшування
[6] з константою ϕy(t) = O(e−αt), та централь-
на функцiональна теорема 20.1 [9] справджується
з константою нормування, що обчислюється так:

c2
1 = V ar

N∑

i=1

τi = V ar(τ1) + 2
∞∑

i=1

cov(τ1, τi+1),

де τt мають в цьому випадку гамма-обернений
RΓ(ν

2 , δ2

2 ) розподiл. Дисперсiя визначається за
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формулою (6), а коварiацiйна функцiя задається
формулою

cov(τs, τs+t) = cov(Ys, Ys+t) = e−θt, t ≥ 0, s ≥ 0,

Отже, константа нормування

c2
1 =

2ν2

(δ2 − 2)2(δ2 − 4)
+

2
eθ − 1

,m = 1.

Для моделi m=2 прирости τ
(1)
t , τ

(2)
t t = 0, 1, 2, ...

є також процесами ϕ-перемiшування з коефiцiєнта-
ми перемiшування експонентного типу. Сума двох
процесiв ϕ-перемiшування є знову процесом ϕ-
перемiшування, умови теореми 20.1 виконуються
та слабка збiжнiсть (14) на D[0, 1] справджується.
Константа нормування може бути обчислена анало-
гiчно за допомогою використання теорiї розподiлу
до моделi 2. Твердження 1 про асимптотичну само-
подiбнiсть для процесу активного часу доведено.

Висновки

Розглянуто новi рiзновиди моделi Хейдi–
Леоненка для цiноутворення ризикованих активiв,
що використовують «ринковий» час. Конструкцiя
процесу ринкового часу базується на використан-
нi дифузiйних процесiв iз наперед заданою мар-
гiнальною гамма-оберненою щiльнiстю i веде до
Стюдент — розпоiлу лог-дохiдностей. Показано, що
процес «ринкового часу» є асимптотично самопо-
дiбним. У подальших дослiдженнях для розгляну-
тих моделей доцiльно запропонувати формулу для
обчислення справедливої цiни опцiонiв та перевi-
рити її узгодженiсть з реальними статистичними
даними.

На завершення статтi висловлюємо подяку
проф. М. М. Леоненку, без спiвпрацi з яким ця
стаття була б неможлива.
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N. Shchestyuk

RECIPROCAL GAMMA DIFFUSION PROCESSES FOR RISKY ASSET MODELS

Risky asset models of the stock price with the dependence through activity time are described. The constructi-
on of activity time uses superpositions of diffusion processes with given marginal reciprocal gamma distribution
and allows for Student distributions of the log-returns. The activity time is asymptotically self-similar.
Keywords: log-returns, GBM, diffusion processes, reciprocal gamma distribution, Student distribution.
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