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Після видатних експериментів Е. Резерфор
да [7], які 1911 року привели до відкриття атом
ного ядра, проблема будови атома набула осо
бливої гостроти. Планетарна модель, яку за
пропонував Резерфорд, була єдино можливою, 
якщо вважати, що електрони в атомі рухаються 
відповідно до законів класичної механіки. 
За десять років до цього фізиків цілком задо
вольняла осциляторна модель, яка, по суті, бу
ла запропонована Лоренцом ще до відкриття 
електрона. (На основі цієї моделі Лоренц пояс
нив ефект Зеємана і побудував адекватну тео
рію дисперсії світла в речовині.) Модель Том
сона, відповідно до якої атом уявлявся у вигля
ді позитивно зарядженої краплі, у якій 
«плавають» електрони, з принципової точки зо
ру була прийнятною, оскільки забезпечувала 
стійкість атома. Випромінювання такої системи 
інтерпретувалося як результат коливального 
руху електронів навколо положення рівноваги. 
Але спектри в такому разі мають осциляторний 
(еквідістантний) характер, що не узгоджувало
ся з результатами реальних спостережень, зо
крема спектрів атома водню: спектральні серії 
Бальмера, Лаймана і Пашена мають точку згу
щення. Глибоко проникливий та ерудований 
вчений А. Пуанкаре 1904 року писав з цього 
приводу: «На перший погляд спектральні роз
поділи приводять нас до думки про гармоніки, з 
якими ми вже зустрічалися в акустиці. Проте 
тут є суттєва відмінність: хвильові числа 
не кратні одній і тій самій величині і не подібні

до коренів тих трансцендентних рівнянь, 
до яких приводять задачі математичної фізи
ки, такі, наприклад, як задача про коливання 
стержня, чи задача про резонатор Герца. За
кони спектральних ліній простіші, але вони ма
ють зовсім іншу природу... Ці закономірності 
ще не пояснені, але я  думаю, що тут перед на
ми одна з найважливіших таємниць природи» 
[5, с. 249].

Планетарна модель Резерфорда, попри всю 
свою очевидність і привабливість, з точки зору 
класичної механіки не могла бути прийнятною 
для атома. На відміну від планет Сонячної систе
ми, електрони мають заряд, а їхній рух по коло
вих чи еліптичних орбітах неодмінно породжує 
змінний струм, а отже, і електромагнітне випро
мінювання. Випромінюючи, електрон втрачати
ме енергію і за лічені долі секунди впаде на ядро. 
Класичні уявлення про рух заряджених части
нок у застосуванні до атома зазнавали краху!

У квітні 1913 року до найпрестижнішого 
на той час наукового журналу “Philosophical 
Magazine” за поданням Е. Резерфорда надійшла 
стаття молодого датчанина Нільса Бора: 
«Зв’язування електронів додатним ядром». Це 
була перша частина досить об’ємної праці під 
загальною назвою «Про будову атомів і моле
кул». Друга і третя частини, опубліковані у то
му ж журналі протягом вересня-листопада 1913 
року, називалися: «Системи, які мають лише 
одне ядро» та «Системи з декількома ядрами». 
У цих працях Н. Бор на основі планетарної мо
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делі Резерфорда у поєднанні з квантовою ідеєю 
М. Планка робив рішучу спробу пояснити будо
ву атомів, їхню стійкість та закономірності атом
них спектрів. Ці та наступні праці стали каталі
затором ідей, які через 12 років привели до ство
рення нової науки -  квантової механіки.

У статті Бора насправді не було обґрунтуван
ня стійкості атома: цей емпіричний факт при
ймався як постулат. Постулював він також і дея
кі інші властивості атома. Усього у статтях Бора 
було аж п’ять постулатів. У сучасних підручни
ках наводять два, іноді три — ті, що пройшли пе
ревірку часом. їх достатньо для отримання основ
них результатів стосовно будови атома і атомних 
спектрів, які отримав Бор. Два перші постулати 
такі:

1. Атом і атомні системи (молекули) можуть 
перебувати в динамічно-рівноважних станах — 
стаціонарних станах, у яких вони не випромі
нюють (незважаючи на рух заряджених части
нок!). У цих станах атомні системи мають 
фіксовані значення енергії та їхній рух описуєть
ся рівняннями класичної механіки, але переходи 
між різними стаціонарними станами не можна 
трактувати як класичний рух.

2. При переході з одного стаціонарного стану з 
енергією Е т в інший з енергією Е п атоми випро
мінюють (Е т > Е п) або поглинають (Е т < Е п) 
світло фіксованої частоти (О =  2  n v , яка відповід
но до теорії Планка, визначається за формулою: 
hû) = Е т - Е п.т п

Наведені формулювання не є точним пере
кладом оригінального тексту статті [6], проте 
адекватно передають їхній зміст.

Третій постулат (у Бора він фігурує під чет
вертим номером) був сформульований так: 
«Стаціонарні стани простої системи, що скла
дається з одного електрона, який обертається 
навколо позитивного ядра, мають енергію, від
ношення якої до частоти обертання електрона є 
цілим кратним до h i 2 » . Легко показати, що 
цей постулат фактично стосується квантування 
кутового моменту атомної системи і тому 
п’ятий постулат у списку Бора, який стверджує, 
що кутовий момент електрона має бути крат
ним сталій Н , є зайвим.

Насправді постулат про квантування кутово
го моменту був сформульований незадовго 
до цього Дж. Нікольсоном, але у дещо іншій 
формі. У серії статей, опублікованих протягом 
1912 року в журналі “Monthly Notices Roy. 
Astron. Soc.”, Нікольсон, спираючись на модель 
атома, запропоновану у 1904 році японським фі
зиком Хентаро Нагаока розвинув теорію спосте
режуваних ним спектрів астрономічних об’єктів.

У моделі Нагаока атом уподібнювався до плане
ти Сатурн: у центрі атома знаходиться позитив
но заряджене ядро, навколо якого обертаються 
кільця, заповнені електронами. Спектри випро
мінювання такої системи, які Нікольсон 
пов’язував з коливаннями електронних кілець, 
можна було наближено узгодити зі спостережу
ваними даними, якщо припустити, що кутові мо
менти кілець кратні сталій Планка. У своїй пер
шій праці Бор дав евристичне обґрунтування 
цього припущення і в подальшому спирався 
на нього як на постулат.

У цій статті ми намагатимемося відтворити 
шлях, яким ішов Нільс Бор до свого відкриття. 
Ось як про це писав сам Бор: «... Мої листи 
до Резерфорда, написані восени 1912року, відби
вають мої невпинні зусилля зрозуміти роль кван
та дії в електронній будові атома одночасно з 
проблемою молекулярного зв ’язку та проблема
ми випромінювання. Однак питання про стій
кість атома, яке неминуче виникало, різко збіль
шувало складність проблем і змушувало шукати 
більш надійну основу для їх вирішення. Після ба
гатьох спроб використати квантові ідеї більш 
послідовно і по можливості у  строгій формі, 
ранньою весною 1913-го мені спало на думку, що 
ключем до розв’язання проблеми стійкості ... 
можуть бути на диво прості закономірності 
в оптичних спектрах хімічних елементів» 
[1,с. 551-552].

Фізичні передумови теорії Бора

Фізика атомних спектрів започаткована до
слідженнями німецького оптика Йозефа Фраун- 
гофера. У 1813-1814 рр. він запропонував завер
шену конструкцію спектроскопа (з вхідною щі
линою, лінзою, призмою і окуляром), яка 
залишається майже незмінною і до сьогодні. За
звичай, нагріті тіла мають рівномірно райдуж
ний спектр. Але якщо в полум’я спиртової горіл
ки ввести солі натрію, калію чи інших хімічних 
елементів, то в спектрах спостерігаються яскра
ві лінії. Це спектри випромінювання. Якщо світ
ло від нагрітих тіл пропускати через холодні га
зи, то на фоні неперервного (суцільного) спектра 
джерела можна спостерігати темні лінії. Це 
спектри поглинання газів. Такі темні лінії на фо
ні суцільного сонячного спектра вперше описав 
Фраунгофер (їх називають лініями Фраунгофе- 
ра). Його спостереження показали, що наявність 
тих чи інших ліній і їхнє положення у спектрі 
не залежить ані від стану атмосфери Землі, ані 
від особливостей оптичної апаратури, за допо
могою якої ці спектри реєструються. Тобто спек
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тральні лінії є притаманною властивістю соняч
ного світла та атмосфери Сонця.

Через 55 років після Фраунгофера важливе 
відкриття зробили Г. Р. Кірхгоф та Р. Бунзен. 
Спостерігаючи одночасно сонячний спектр (лі
нії поглинання) і спектр спиртової горілки, 
в полум’я якої посипали кухонну сіль, вони ба
чили, що положення жовтої лінії у спектрі ви
промінювання горілки (її спостерігав ще Фраун- 
гофер) збігається з положенням відповідної тем
ної лінії поглинання у сонячному спектрі. 
Коротка замітка на дві сторінки, написана Кірх- 
гофом у 1859 р. за результатами цих досліджень, 
містила одразу аж чотири відкриття:
-  кожен хімічний елемент має свій неповтор

ний лінійчатий спектр;
-  спектральні лінії можна використовувати для 

аналізу хімічного складу речовин не тільки 
на Землі, а й на далеких зірках;

-  Сонце складається з розжареного ядра і 
відносно холодної атмосфери;

-  в атмосфері Сонця є водень, натрій та інші 
відомі на Землі хімічні елементи.
У другій половині XIX ст. з ’явилося багато 

праць, присвячених дослідженню спектрів різ
номанітних речовин. Протягом п’ятдесяти ро
ків (1860-1911) було спостережено і виміряно 
близько 120000  спектральних ліній в інтерва
лі довжин хвиль від 200 до 700 нанометрів. 
Одночасно робилися спроби знайти певні за
кономірності в їх розташуванні, проте без сут
тєвого успіху.
Сільський вчитель із Швейцарії Иоган Бальмер 
(заради справедливості скажемо, що Бальмер 
викладав ще й в Базельському університеті, 
а ступінь доктора філософії отримав у 24 роки), 
у вільний від основної роботи час, жонглюючи 
цифрами -  довжинами хвиль у спектрах хіміч
них елементів, які друкувалися у наукових жур
налах, — помітив, що довжини хвиль у видимій 
ділянці спектра водню укладаються в лаконіч
ну формулу:

„2

п = 3 ,4 ,... -  цілі числа,Ь —К  = ь
п

де
пг - 4

стала, що дорівнює 3645,6  А ° .
Відкриття Бальмера сталося 1885 року. Че

рез 23 роки швейцарський фізик-теоретик 
Вальтер Рітц узагальнив формулу Бальмера, на
давши їй такого вигляду:

= Я
1 1

т п 2;
, п = т + \ ,т  + 2 ,..., (1)

де і? = 4с І Ъ -  стала Рідберга, с -  швидкість 
світла у вакуумі.

Потреба у такому узагальненні виникла після 
того, як було відкрито послідовність спектраль
них ліній в ультрафіолетовому діапазоні -  серію 
Наймана (1906). Частоти цієї серії можна отри
мати з формули Рітца при т — 1, а частоти серії 
Бальмера -  при т  = 2 . На основі формули Рітца 
було теоретично передбачено існування ще однієї 
спектральної серії в інфрачервоному діапазоні 
(т  = 3 ). Невдовзі (1908 р.) таку серію було від
крито Фрідріхом Пашеном.

Наприкінці XIX ст. було отримано досить 
точні експериментальні результати про теплове 
випромінювання нагрітих тіл. Проте спроби те
оретично описати експериментальну криву за
лежності спектральної густини енергії випро
мінювання від частоти (або довжини хвилі) за
собами класичної фізики зазнавали фіаско. 
Наприкінці 1900 р. Макс Планк висунув рево
люційну ідею: нагріта речовина поглинає і ви
промінює енергію не неперервно, а дискретни
ми порціями -  квантами: мінімальна енергія 
електромагнітного випромінювання, яку може 
поглинати або випромінювати речовина, дорів
нює є 0 =  Ну , де /г -  універсальна стала -  
квант дії, що дорівнює 6,626... 10 -34 Дж. с. 
На основі цієї гіпотези Планк отримав форму
лу, яка ідеально збігалася з експериментальни
ми даними.

Ідею про кванти енергії А. Ейнштейн 1905 
року застосував до явища фотоефекту, яке на той 
час було досить добре вивчено експерименталь
но завдяки дослідженням Ф. Ленарда. Проста 
формула Ейнштейна

* к - з £ + и .
2

де Ьу -  енергія електромагнітного випроміню
вання, яку поглинає атом, £/ — робота виходу 
електрона з металу (або енергія іонізації у ви
падку фотоефекту на атомах), а теУ 2 1 2 -  кіне
тична енергія фотоелектронів, є, по суті, зако
ном збереження енергії при фотоефекті. Але во
на якісно пояснювала залежність величини 
фотоструму від частоти світла, а також існуван
ня «червоної межі» фотоефекту.

Теорія водневоподібних атомів. 
Обрахунок сталої Рідберга

Багатий експериментальний матеріал про 
атомні спектри, евристична формула Бальмера- 
Рітца, ідея квантів М. Планка та формула Ейн
штейна, відкриття атомного ядра і «планетарна» 
модель Е. Резерфорда -  ось та база, на яку спира
лася теорія Бора. Зазначимо, що ключову роль тут
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відіграла саме формула Бальмера-Рітца. Бор неод
норазово говорив, тільки-но він побачив цю фор
мулу, йому відразу все стало зрозумілим. Справді, 
домноживши праву та ліву частини формули (1) 
на сталу Планка, ми отримуємо другий постулат 
Бора, при цьому енергія стаціонарного стану ви
ражатиметься простою формулою:

17 к К
Е п = -----2 'п

Завданням Бора було обчислити сталу Рід- 
берга в термінах механічних величин, що визна
чають рух електрона при заданій енергії.

Задача про рух зарядженої частинки в куло- 
нівському потенціалі добре вивчена, оскільки 
вона еквівалентна задачі Кеплера про рух планет 
у полі тяжіння Сонця. При розв’язанні цієї зада
чі важливу роль відіграють два закони збережен
ня -  закон збереження енергії та кутового мо
менту. Величини, що зберігаються, називають 
інтегралами руху. Кутовий момент є векторною 
величиною і йому відповідають три інтеграли 
руху. Якщо фіксувати напрям кутового моменту, 
то рух відбуватиметься в площині, яка до нього 
перпендикулярна (площина екліптики в Соняч
ній системі). Звужена на цю площину механічна 
система матиме два ступені вільності і два інте
грали руху -  енергію і величину (модуль) куто
вого моменту. Фіксація цих величин означає фік
сацію початкових умов, а отже, вибір конкретної 
траєкторії руху. Якщо фіксувати тільки енергію,

m V  Ze
-  c o n s t , (2)

то матимемо набір еліптичних траєкторій, який 
буде запараметризований допустимими значен
нями кутового моменту. Серед цих траєкторій є 
коло: ця траєкторія відповідає максимальному 
(при заданій енергії) значенню кутового моменту:

L  = m r V  = m r  Q  =  c o n s t , (3)

(^ )  - кутова швидкість. У випадку коловогоде
руху рівняння Ньютона має простий вигляд:

m rQ . =
Z e2

(4)

і дає співвідношення між кутовою ШВИДКІСТЮ 1 
радіусом орбіти. Якщо його підставити у вираз 
для енергії, то матимемо:

2

Е  = -
Ze

2 г
(5)

З другого боку, третій постулат Бора ствер
джує, що стаціонарним станам відповідають 
енергії

ИЙП
Е  = (6)

Прирівнюючи вирази (5) і (6), отримуємо 
формулу квантування радіуса колової орбіти:

2 * 2  п п 
г  = ---------п гу 2 ’Ze те

а підстановка цього виразу у формулу (5) дає 
квантування енергії:

ї 1еАт„ 1
Е .=  —

2 п 2 п 2 '
СО

Отже, стала Рідберга виражається через за
ряд та масу електрона, заряд ядра та сталу 
Планка:

R  =
Z  е те 

4;гЙ3

Як зазначалося, умова (6) еквівалентна умові 
квантування кутового моменту. Справді, якщо

п 2Й2вираз г  —---------  підставити у формулу (3) і
" 2ет е

взяти до уваги співвідношення (4), то отримає
мо, що Ь  — пЬ . Оскільки у випадку колового ру
ху енергія зв’язана з кутовим моментом простим

г 2еАт„
умоваспіввідношенням Е  — —

2 П
то

квантування кутового моменту відразу дає фор
мулу (7).

Звичайно, Н. Бор усвідомлював недоліки своєї 
теорії. Зокрема, його турбував притягнутий ad 
hoc постулат про зв’язок енергії стаціонарних 
станів з класичною частотою обертання елек
трона навколо ядра (або еквівалентний постулат 
про квантування кутового моменту). У третьому 
розділі своєї праці він наводить міркування, які 
мали б обґрунтувати ці припущення.

Бор розглядає стаціонарні стани з досить ве
ликим значенням числа п  і квантові переходи 
у стани п — к ,  де к « п  , к  = 1,2,... При фік
сованому п  частоти цих переходів даються 
за формулою:

G>n-k,n=R
1 1 2kR  2 к \Е ,

п nh(п - к )2 п ‘

Як бачимо, частоти лінійно залежать від к , 
тобто спектр має осциляторний характер. 
У цьому випадку, відповідно до гіпотези План-
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ка, маємо покласти б)п_к п ~ ксо0 , де О)0 -  влас
на (тобто класична) частота осцилятора. У ролі 
такої частоти у випадку обертального руху ви
ступає частота О и, яка відповідає стаціонарно
му станові з енергією Е п. Отже, отримуємо 
співвідношення:

О  = Щ .
пЬ.

яке збігається з умовою (6).
Наведене вище обґрунтування умови (6) -  

яскравий приклад міркувань, що згодом були 
узагальнені Бором і підняті до рівня універсаль
ного принципу квантової фізики — принципу від
повідності. Суть цього принципу полягає в то
му, що закони нової (квантової) механіки не по
винні суперечити законам класичної механіки 
у тих ситуаціях, де класичні уявлення фізично 
вмотивовані. У задачі про атом класична картина 
має сенс, коли енергія електрона наближається 
до енергії іонізації; тоді відстані між енергетич
ними рівнями прямують до нуля, а величину

ті — к
------- при п »  к  можна вважати рівною оди-

п
ниці. Саме за цих умов може бути обґрунтована 
формула (6). Але Бор переносить її на всі інші 
стани, зокрема на основний стан (п = 1) ,  і фор
мулює такий висновок: «У будь-якій молекуляр
ній системі, яка складається з позитивно заря
джених ядер і електронів... момент імпульсу 
кожного електрона в основному стані буде до

рівнювати величині % = , де Ь -  стала
2  п

Планка [7]. Як виявилося, досить скоро, це твер
дження не відповідає дійсності: всі атомні сис
теми в основному стані мають нульовий мо
мент імпульсу. Цей факт не можна пояснити 
на основі теорії Бора, чи будь-якої іншої теорії, 
яка оперує класичними уявленнями про меха
нічний рух.

Квазікласичне квантування 
А. Зомерфельда

Суттєвий крок в осмисленні теорії Бора та її 
узагальненні на випадок систем з багатьма ступе
нями вільності зробив Арнольд Зомерфельд. Саме 
він сформулював умови квазікласичного кванту
вання у досить загальній формі—як умову цілочи- 
сельності змінних «дія» -  адіабатичних інваріан
тів механічної системи. У випадку квазіперіодич- 
ного руху змінні «дія» виражаються у вигляді 
інтегралів із замкнених циклів у фазовому просто

рі класичної механічної системи. У цьому випад ку 
умови квантування Зомерфельда мають вигляд:

[ . і»
^ = — І ^ р М = п Л  п г = 1’ 2 ’ - ’ (8 )

2 л  у і=і
де Я і та Р і -  канонічні координати у фазовому 
просторі механічної системи, яка характеризу
ється гамільтоніаном Н ( д ,р ) , N  — кількість 
ступенів вільності, У -  замкнений контур (цикл) 
на ііперповерхні фіксованої енергії Е  = Н (д , р ) . 
Згідно з теорією Зомерфельда, умов квантування 
має бути стільки, скільки незалежних змінних 
«дія» допускає дана механічна система. Очевид
но, що ця кількість не перевищує кількість ступе
нів вільності.

У випадку систем з одним ступенем вільності 
і стандартним гамільтоніаном

Н { я ,р )  = ^ -  + и { д ) ,
2 т

маємо: р  =  ^ 2 т Е  — І /(д )  . Тоді умова (8) дає 
правило квантування енергії. Зокрема, для гар
монічного осцилятора, коли I I ід )  =  таУ^ц2 /  2 , 
єдиний замкнений контур у фазовому просторі, 
яким при заданій енергії рухається система, є

еліпсом з нашвосями а  = у/2 т Е  , Ь =
2 Е

.2 '

Інтеграл дії за формулою (8) легко обраховується:

ЛрЛ9 = Т = ^ Г -2 ж

Як і слід було очікувати, умова Зомерфельда 
дає планківське квантування енергії осцилято
ра: Е п = пТібО0.

Якщо спробувати прослідкувати генезис ідеї 
Зомерфельда, то ми неодмінно маємо звернути
ся до доповіді Планка на першому Сельвейсько- 
му конгресі у 1911 році, яка мала промовисту на
зву: «Закони теплового випромінювання і гіпо
теза елементарного кванта дії» [4]. Звернемо 
увагу: не гіпотеза кванта енергії, а саме кванта 
дії! У своїй доповіді Планк пропонує глибоку 
ідею квантування фазового простору -  роз
биття його на області (комірки) мінімального 
об’єму, що дорівнює сталій А :

Л  сідсір = А . (9)

Сьогодні таке розбиття є стандартною проце
дурою, основою квантової статистики. Але у 
1911р. серед учасників Конгресу, можливо, тіль
ки А. Пуанкаре зрозумів глибину ідеї. (Про це 
свідчить дискусія після доповіді Планка.) З ви-
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соти нинішніх знань ми можемо побачити прин
цип невизначеності, захований у співвідношенні 
(9). Якщо ж інтеграл (9) застосувати до замкне
них областей, обмежених контуром у , і пере
творити за формулою Стокса, то отримаємо умо
ви квантування Зомерфельда!

Статтю А. Зомерфельда «Квантова теорія 
спектральних ліній» було опубліковано в журна
лі Annalen der Phys. на початку 1916 року. В ній 
загальна теорія була застосована до атома вод
ню, а якщо говорити мовою класичної фізики, -  
до задачі Кеплера. Механічна система, що відпо
відає цій задачі, має три ступені вільності, отже, 
умов квантування має бути три. Дві з них стосу
ються руху у площині екліптики (напрям куто
вого моменту фіксований). Звужений на площи
ну гамільтоніан системи в полярних координа
тах має вигляд:

Н  =
1

2 т„ г  у

Z eL (10)

де р г = ріег  -  радіальнии імпульс, 
Рф =  тег 2ф =  Ь -  кутовий момент. У чотириви
мірному фазовому просторі механічної системи 
з гамільтоніаном (10) маємо два замкнені цикли. 
Один ІЗ НИХ лежить у ПЛОЩИНІ ЗМІННИХ ф,Рф І є. 
колом. Умови квантування відповідної змінної 
«дія» є по суті квантуванням кутового моменту:

2гг

(П)

2л
^  = —  J  РфЛф = ь  = пфп .

2 п  и

Інший цикл лежить у площині змінних ґ ,  Р г . 
Відповідна змінна «дія» легко обчислюється [4]:

^ = - Ь +  ^ еЄ = п гП. (12) 
■\]2 те |£ |

Отже, у випадку довільних траєкторій 
(а не тільки колових) маємо два незалежні кван
тові числа: і пг . Це означає, що кутовий мо
мент і енергія квантуються незалежно. Якщо до
пустимі значення кутового моменту з формули 
(11) підставити у формулу (12), то отримаємо:

2 2 4
л  Є т е

1 1 2 П2(пг +пф)2
Ця формула збігатиметься з формулою (7), 

якщо покласти п = пг +Нф. Від часів Зомер
фельда число пг називають радіальним, а число 
п -  головним квантовим числом.

Принципово новим моментом у теорії Зомер
фельда було квантування проекції кутового мо
менту на напрям зовнішнього магнітного поля. 
Це квантування пов’язане з існуванням третьої 
змінної «дія», яка і є проекцією кутового момен

ту: J 9 = Ь2 = т%. Квантове число т  , яке при 
цьому виникає, дістало назву магнітного кванто
вого числа.

Після праць Зомерфельда теорія квазікласич- 
ного квантування, започаткована Н. Бором, набу
ла завершеності й у такому вигляді зберігає свою 
значущість до наших днів. Правда, самі умови 
(8) дещо модифікуються. У працях В. П. Масло- 
ва та І. В. Арнольда було показано, що цілі чис
ла пу в умовах квантування (8) мають бути пев
ним чином «підправлені» деякими топологічни
ми індексами, які суттєво залежать від геометрії 
циклів у . У такий спосіб при квантуванні осци-

1лятора з являється доданок —, а у випадку куто-
2

вого моменту умови квантування записуються 
не у вигляді інтегралів за циклами, а через по
верхневі інтеграли (формула Стокса): тоді отри
муємо правильну формулу для допустимих зна
чень квадрата кутового моменту: ї ї  = М(І  + 1), 
/ = 0 , 1, 2 ,....

Нова квантова механіка

Незважаючи на значні успіхи, які мала теорія 
Бора в поясненні спектрів водневоподібних ато
мів, багато фізиків того часу, та і сам Бор, розу
міли її обмеженість. Спектри хімічних елементів 
з великою кількістю електронів вже не мали 
простих закономірностей і не під давалися теоре
тичному опису. Теорія Бора не могла нічого ска
зати про інтенсивності випромінювання, оскіль
ки в ній квантові переходи між стаціонарними 
станами постулювалися як «скачки» і не пропо
нувалося жодних динамічних рівнянь, які б опи
сували ці процеси. Можна сказати, що на почат
ку 20-х років минулого століття потенціал теорії 
Бора було вичерпано. Ось як про це писав свідок 
і учасник цих подій Луї де Бройль: «У 1923 р. 
стало майже ясно, що теорія Бора і стара те
орія квантів лише проміжна ланка між класич
ними уявленнями і якимись зовсім іншими погля
дами, що дозволять глибше зрозуміти суть 
квантових явищ... Ставало чимраз очевидніше, 
що потрібно побудувати нову механіку, де кван
тові ідеї увійдуть в саму основу теорії, а не бу
дуть додані до неї наприкінці, як це робилося 
у  старій теорії квантів» [3, с. 102-119.].

Подальший розвиток подій навколо вивчення 
атома був бурхливим і перехоплював подих. 
Програма створення нової теорії почала реалізо
вуватися майже одночасно двома різними і, як 
здавалося спочатку, ніяк не пов’язаними між со
бою шляхами. Перший напрям, який започатку
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вала справді революційна ідея де Бройля про 
хвильові властивості матерії, привів до створен
ня хвильової механіки Шредінгера.

Іншим шляхом пішов В. Гейзенберг. Його ідеї 
були ще більш революційними. У статті «Про 
квантовотеоретичну інтерпретацію механічних 
співвідношень», яку вважають початком нової 
квантової механіки (подана до друку у липні 1925 
р.), він фактично заперечив спроможність уявити 
й описати квантовий об’єкт мовою класичних по
нять, таких як координата, траєкторія, імпульс то
що, оскільки усі ці величини є принципово 
не спостережуваними, наприклад для електрона 
в атомі. Замість класичних понять Гейзенберг 
пропонує концепцію квантових динамічних 
змінних (квантових спостережуваних) -  мате
матичних за своєю природою сутностей, для яких 
визначені правила додавання, множення на числа 
та множення цих об'єктів між собою. Проте тепер 
операція множення не є комутативною 
( А - В  Ф В ■ А ) . Міра некомутативності кванто
вих динамічних змінних задається комутаційни
ми співвідношеннями, які, власне, і є основними 
рівняннями квантової теорії. Безпосередньо вимі
рювані в експерименті фізичні величини -  це се
редні (або очікувані) значення квантових спосте
режуваних: для їх обчислення формулюються 
певні правила, подібні до правил знаходження ма
тричних елементів у теорії матриць. Але тепер 
одній квантовій динамічній змінній можна зіста
вити безліч класичних величин -  очікуваних зна
чень. Будь-яка з цих величин може бути виміряна 
у конкретному експерименті з певною ймовірніс
тю залежно від стану системи. (Поняття стану бу
ло, очевидно, запозичено з теорії Бора.)

За щасливою випадковістю рецензентом 
статті Гейзенберга мав бути Р. Фаулер -  фактич
ний керівник 23-річного стипендіата коледжу 
Святого Іоана (Кембридж) Поля Дірака. Як це 
часто буває, науковий керівник доручає своєму 
аспірантові розібратися в незрозумілій для нього 
статті й підготувати відгук. Суть статті Дірак 
зрозумів одразу. Він заповнив деякі логічні про
галини у викладенні Гейзенберга і, що важливо, 
перевів введені Гейзенбергом інтуїтивні поняття 
«квантових спостережуваних» на тверду мате
матичну основу, а їх некомутативність на основі 
принципу відповідності Бора пов’язав з дужкою 
Пуассона у класичній механіці. Стаття Гейзен
берга і стаття Дірака «Фундаментальні рівняння 
квантової механіки» вийшли друком майже од
ночасно — наприкінці 1925 року. Ці дві статті, 
а також наступні статті Гейзенберга, Борна 
та Йордана, прийнято вважати початком нової 
квантової механіки.

Статтю Шредінгера «Квантування як задача 
на власні значення» було опубліковано у лютому
1926 року. У цій праці ключовим фігурувало по
няття хвильової функції і диференціальне рів
няння для неї -  рівняння Шредінгера. Ця функ
ція по суті була узагальненням хвилі де Бройля: 
її просторовий розподіл (а точніше, розподіл мо
дуля цієї комплекснозначної функції) давав уяв
лення про місцезнаходження та рух квантової 
частинки. Як бачимо, Шредінгер, як і Гейзен
берг, відмовлялися від класичних понять при 
описі квантових об’єктів. Як приклад ефектив
ності нової теорії, було розв’язано задачу про 
атом водню. Цей розв’язок Шредінгера в майже 
незміненому вигляді сьогодні подається в усіх 
підручниках з квантової механіки. Справедли
вості заради слід сказати, що цю ж задачу було 
розв’язано Гейзенбергом і В. Паулі методами ма
тричної квантової механіки за місяць до появи 
статті Шредінгера.

Спочатку дві теорії -  хвильова теорія Шредін
гера і операторна (за сучасною термінологією) 
Гейзенберга -  здавалися абсолютно різними і 
не пов’язаними між собою. Але дуже скоро, на
прикінці 1926 р., Шредінгер помітив, що ключове 
комутаційне співвідношення теорії Гейзенберга

Х п -Рт~ Р т- Х п =іП8 пт,

яке виражає некомутативність оператора коор
динати та імпульсу і забороняє можливість їх 
одночасного точного вимірювання (оператор
на форма принципу невизначеності) може бу
ти «розв’язаним», якщо Х п реалізувати як 
оператор множення на незалежну змінну х п — 
один із аргументів хвильової функції: 
Х пу/(хх, х 2 , х г) = х ау/{рсі , х 2 , х 3) . Тоді опера
тор імпульсу буде пропорційним частинній по
хідній за відповідним аргументом:

Рп¥ ( х 1, х 2 , х ъ) = - т — у/(х1, х 2 , х ъ) .  
дх„

Якщо у класичному гамільтоніані 

І> * 2
Н ( х ,  р ) =  —------- 1- I I  (х) класичні імпульси

2т
Р п замінити квантовими операторами 

д
Р  = —і%-----, то отримаємо квантовий гаміль-

дхп
тоніан, який фігурує у правій частині рівняння 
Шредінгера. При цьому хвильова функція Шре
дінгера пов’язана зі стаціонарними станами тео
рії Гейзенберга унітарним перетворенням:
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|уфс,*)) = exp —Ht
Л

Таким чином було встановлено еквівалент
ність двох теорій -  Шредінгера і Гейзенберга. 
Хоча насправді треба казати, що теорія Шредін
гера — це певний вибір представлення комута
ційних співвідношень в більш загальній теорії 
Гейзенберга.

Створення нової квантової механіки протя
гом одного року здається дивом. Але це «диво» 
сталося тому, що добре продуману фізичну кар
тину було «влито» у вдало знайдену математич
ну форму. Це повчальний досвід, який свідчить, 
що принципово нові фізичні теорії вимагають 
залучення нової математики.

Варто згадати ще два сюжети в цій історії. У
1927 р. В. Паулі побудував математичну теорію 
спіна електрона і обґрунтував свій евристичний 
«принцип заборони», який вже декілька років 
успішно використовували фізики. У 1928 р. 
П. Дірак написав своє знамените рівняння для 
релятивістського електрона, а за рік до цього 
проквашував електромагнітне поле. Квантова 
теорія набула елегантного і «майже» завершено
го вигляду. Залишалися проблеми інтерпретації і 
правильного прочитання отриманих формул. 
Але молодих прагматиків ці проблеми не дуже 
хвилювали. Вони розширювали сферу застосу
вань квантової теорії на фізику магнітних явищ, 
кристалічні тверді тіла, ядерну фізику.

Нільс Бор не залишався осторонь цих про
блем. Він старанно збирав під своє крило тала
новиту молодь, надавав матеріальну підтримку 
та можливість випробувати найсвіжіші ідеї. 
Він чесно визнавав переваги багатьох своїх 
учнів, зокрема в математичній підготовці, але 
сприймав нове з великим ентузіазмом. Усі зна
ли, що красиву ідею Бор глибоко зрозуміє, під
тримає і полюбить не менше за самого автора. 
Лише за кілька років, між серединою 1920-х 
та початком 1930-х, Бор набув (і вже до кінця 
життя зберіг) слави лідера всього нового і жи
вого у фізиці, а копенгагенський інститут 
до самої його смерті (1962) залишався фізич
ною Меккою.

Можна з упевненістю стверджувати, що по
стать Нільса Бора є фундаментальною не стіль
ки завдяки його науковим здобуткам, і навіть 
не через його дбайливе, уважне і батьківське 
ставлення до численних учнів і їхніх нових 
ідей. Його можна назвати Великим Примирю- 
вачем, людиною, яка змогла осягнути велич 
ідей своїх колег і вчасно авторитетно сказати -  
«і ти маєш рацію, і ти...», що замість 
роз’єднання умів врешті спричинило неймовір
ний прогрес. Нільс Бор визнаний світовою 
спільнотою як один із стовпів фізики XX сто
ліття. Людство вдячне йому. Його портрет зо
бражено на монетах та грошових купюрах. Йо
го ім’ям названо дуже солідну наукову нагоро
ду та один із найновіших елементів періодичної 
таблиці.
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QUASICLASSICAL ATOM MODEL  
(ON CENTENARY OF THE BOHR ATOM M ODEL)

We present the historical context when N. Bohr formulated his atom model. Then we review a further 
development o f  quantum conceptions from quasiclassical quantization to modem quantum mechanics.
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