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ОПТИМIЗАЦIЙНА ЕКОЛОГО-ЕКОНОМIЧНА МОДЕЛЬ
З УРАХУВАННЯМ ТЕХНОЛОГIЧНИХ АВАРIЙ

У роботi розглядається узагальнення оптимiзацiйної еколого-економiчної моделi Леонтьєва — Форда
з виробничими способами з урахуванням можливостi аварiй на виробництвi та оплати так званого
«права на забруднення». Знаходиться загальний вигляд розв’язку таких задач.
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Вступ

Задля знищення промислового забруднення
навколишнього середовища в багатьох країнах по-
рiзному намагаються впливати на виробникiв про-
дукцiї. Основнi три напрями в адмiнiстративному
регулюваннi кiлькостi викидiв, що спричиняються
виробництвом, такi [1]:
1. Адмiнiстративно-екологiчна система (умовне

позначення регулювання природоохоронної дi-
яльностi в США). Вона полягає у встановленнi
лiмiтiв викидiв для кожного джерела забруднен-
ня через видання «лiцензiй на забруднення» за
окремо визначену плату. Це забезпечує знижен-
ня питомих викидiв на одиницю продукцiї. При
цьому, у разi потреби, «лiцензiї на забруднен-
ня» можна продавати та (або) купувати iншим
суб’єктам ринку, тобто вони стають товаром.

2. Будь-якi викиди мають бути оплаченi забрудню-
вачем (використовується у Францiї). Як при-
клад, метод, спрямований на утилiзацiю вiд-
ходiв: спочатку береться плата за забруднення,
потiм виробник утилiзує деяку частину вiдхо-
дiв, пiсля чого йому повертаються кошти, якi
вiн сплатив попередньо за утилiзованi потiм
вiдходи.

3. Податок на чисту сировину, залежно вiд кiлько-
стi невiдновлюваної чистої сировини (викори-
стовується, наприклад, в Iталiї). Використання
цього методу призводить до збiльшення частки
рецикльованих матерiалiв у виробництвi.
У цiй роботi пропонується узагальнення опти-

мiзацiйної моделi Леонтьєва — Форда iз викори-
станням другого напряму адмiнiстративного регу-
лювання кiлькостi викидiв — оплати «права на за-
бруднення».

Постановка задачi

Розглянемо оптимiзацiйну еколого-економiчну
модель iз виробничими способами i цiльовою
функцiєю, що виражає витрати економiки на ви-
робництво та знищення забруднювачiв, за умо-
ви, що будь-який виробничий спосiб може зазнати
«техногенної екологiчної катастрофи» (аварiї).

Нехай кожний вид продукцiї i ∈ I (I — мно-
жина видiв продукцiї деякої економiчної системи)
виробляється декiлькома способами ϕi ∈ Pi (Pi —
множина виробничих способiв виробництва про-
дукцiї i), але кожним способом випускається лише
один продукт. Аналогiчно, кожний вид забрудню-
вачiв j ∈ J (J — множина видiв забруднювачiв де-
якої економiчної системи) знищується декiлькома
способами ψj ∈ Qj (Qj — множина виробничих
способiв знищення забруднювача j), але кожним
способом знищується лише один забруднювач.

Введемо такi позначення:
• x1iϕi

— обсяг виробництва продукцiї i ∈ I спосо-
бом ϕi ∈ Pi;

• x2jψj
— обсяг знищення забруднювача j ∈ J

способом ψj ∈ Qj ;
• a11ikϕk

— нормативний коефiцiєнт прямих затрат
продукцiї i ∈ I на виробництво одиницi про-
дукцiї k ∈ I способом ϕk ∈ Pk;

• a12ijψj
— нормативний коефiцiєнт прямих затрат

продукцiї i ∈ I на знищення одиницi забрудню-
вача j ∈ J способом ψj ∈ Qj;

• a21jiϕi
— нормативний коефiцiєнт викиду забруд-

нювача j ∈ J при випуску одиницi продукцiї
i ∈ I способом ϕi ∈ Pi;

• a22jlψl
— нормативний коефiцiєнт викиду забруд-

нювача j ∈ J при знищеннi одиницi забрудню-
вача l ∈ J способом ψl ∈ Ql;

• y1i — обсяг кiнцевого споживання продукцiї
i ∈ I;

• y2j — гранична норма обсягу незнищування за-
бруднювача j ∈ J ;

• pϕi
— ймовiрнiсть «техногенної екологiчної ка-

тастрофи» при застосуваннi способу ϕi ∈ Pi
виробництва продукцiї i ∈ I;

• pψj
— ймовiрнiсть «техногенної екологiчної ка-

тастрофи» при застосуваннi способу ψj ∈ Qj

знищення забруднювача j ∈ J ;
• b1jiϕi

— коефiцiєнт очiкуваного викиду забруд-
нювача j ∈ J при виробництвi одиницi продук-
цiї i ∈ I способом ϕi ∈ Pi у випадку техноло-
гiчної аварiї способу ϕi ∈ Pi;
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• b2jlψl
— коефiцiєнт очiкуваного викиду забруд-

нювача j ∈ J при знищеннi одиницi забрудню-
вача l ∈ J способом ψl ∈ Ql у випадку техно-
логiчної аварiї способу ψl ∈ Ql;

• cj — плата, що береться за кожну одиницю за-
бруднювача j ∈ J , що не знищується (так звана
оплата права на забруднення);

• cjψj
— вартiсть знищення одиницi забруднюва-

ча j ∈ J виробничим способом ψj ∈ Qj .

Вважається, що в разi «техногенної екологiчної
катастрофи» способу ϕi ∈ Pi, i ∈ I , (способу
ψj ∈ Qj , j ∈ J) продукцiя i (забруднювач j) цим
способом не виробляється (не знищується).

Введемо додатковi позначення:

ã11ikϕk
:= (1 − pϕk

)a11ikϕk
;

ã12ijψj
:= (1− pψj

)a12ijψj
;

ã21jiϕi
:= (1− pϕi

)a21jiϕi
+ pϕi

b1jiϕi
;

ã22jlϕl
:= (1− pψl

)a22jlϕl
+ pψl

b2jlψl
.

Таким чином отримуємо задачу лiнiйного про-
грамування:

∑

j∈J
cj

(
∑

i∈I

∑

ϕi∈Pi

ã21jiϕi
x1iϕi

+

+
∑

l∈J

∑

ψl∈Ql

σjlψl
x2lψl

)

→ min (1)

(перший доданок — обсяг викинутих забруднюва-
чiв при виробництвi продукцiї, другий — обсяг ви-
кинутих забруднювачiв при їх знищеннi мiнус об-
сяг знищених забруднювачiв плюс витрати на їх
знищення, усе у вартiсному виглядi), де

σjlψl
:=







ã22jlψl
, j 6= l;

ã22jjψj
− 1 +

cjψj

cj
, j = l,

при таких обмеженнях:

∑

k∈I

∑

ϕk∈Pk

(δik − ã11ikϕk
)x1kϕk

−

−
∑

j∈J

∑

ψj∈Qj

ã12ijψj
x2jψj

> y1i , i ∈ I; (2)

(обсяг виробництва кiнцевої продукцiї не повинен
бути меншим вiд обсягу кiнцевого споживання)

−
∑

i∈I

∑

ϕi∈Pi

ã21jiϕi
x1iϕi

+

+
∑

l∈J

∑

ψl∈Ql

(δjl − ã22jlψl
)x2lψl

> −y2j , j ∈ J ; (3)

(обсяг незнищених забруднювачiв не повинен пе-
ревищувати граничної норми)

x1iϕi
> 0, i ∈ I, ϕi ∈ Pi;

x2jψj
> 0, j ∈ J, ψj ∈ Qj .

(4)

Позначимо

P =
⋃

i∈I
Pi, Q =

⋃

j∈J
Qj , V := P ∪Q.

Технологiчну матрицю, що описує множину ви-
робничих способiв V задачi (1)–(4), позначимо ÃV

(через ÃV також позначатимемо узагальнену опти-
мiзацiйну модель Леонтьєва — Форда, що опису-
ється цiєю матрицею):

ÃV =

(
Ã11P Ã12Q

Ã21P Ã22Q

)

,

де Ã11P = (ã11ikϕk
)i∈Ik∈I,ϕk∈Pk

— прямокутна матри-
ця розмiрностi |I| × |P|, i-й рядок якої має вигляд

ã11i =
(

ã11i1ϕ1
1
, ã11i1ϕ2

1
, . . . , ã11

i1ϕ
|P1|
1

, . . . ,

ã11i|I|ϕ1
|I|
, ã11i|I|ϕ2

|I|
, . . . , ã11

i|I|ϕ
|P|I||

|I|

)

;

Ã12Q = (ã12ijψj
)i∈Ij∈J,ψj∈Qj

— прямокутна матриця
розмiрностi |I| × |Q|, i-й рядок якої має вигляд

ã12i =
(

ã12i1ψ1
1
, ã12i1ψ2

1
, . . . , ã12

i1ψ
|Q1|
1

, . . . ,

ã12i|J|ψ1
|J|
, ã12i|J|ψ2

|J|
, . . . , ã12

i|J|ψ
|Q|J||

|J|

)

;

Ã21P = (ã11jiϕi
)j∈Ji∈I,ϕi∈Pi

— прямокутна матриця
розмiрностi |J | × |P|, j-й рядок якої має вигляд

ã21j =
(

ã21j1ϕ1
1
, ã21j1ϕ2

1
, . . . , ã21

j1ϕ
|P1|
1

, . . . ,

ã21j|I|ϕ1
|I|
, ã21j|I|ϕ2

|I|
, . . . , ã21

j|I|ϕ
|P|I||

|I|

)

;

Ã22Q = (ã22jlψl
)j∈Jl∈J,ψl∈Ql

— прямокутна матриця
розмiрностi |J | × |Q|, j-й рядок якої має вигляд

ã22j =
(

ã22j1ψ1
1
, ã22j1ψ2

1
, . . . , ã22

j1ψ
|Q1|
1

, . . . ,

ã22j|J|ψ1
|J|
, ã22j|J|ψ2

|J|
, . . . , ã22

j|J|ψ
|Q|J||

|J|

)

.

Режим функцiонування всiх технологiчних про-
цесiв узагальненої оптимiзацiйної моделi Леонтьє-
ва — Форда ÃV описуватиме |V|-мiрний вектор
iнтенсивностей (x1, x2)T , де

x1 =
(

x11ϕ1
1
, x11ϕ2

1
, . . . , x1

1ϕ
|P1|
1

, . . . ,

x1|I|ϕ1
|I|
, x1|I|ϕ2

|I|
, . . . , x1

|I|ϕ
|P|I||

|I|

)

;
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x2 =
(

x21ψ1
1
, x21ψ2

1
, . . . , x2

1ψ
|Q1|
1

, . . . ,

x2|J|ψ1
|J|
, x2|J|ψ2

|J|
, . . . , x2

|J|ψ
|Q|J||

|J|

)

.

Тодi обмеження (2)–(3) можна переписати у
векторно-матричному виглядi:

(IV − ÃV)x > y,

де IV — блочна матриця:

IV =

(
I11 0
0 I22

)

,

елементи якої формуються за правилом

I11 =
(
e11ikϕk

)i∈I
k∈I,ϕk∈Pk

, e11ikϕk
=

{

0, i 6= k;

1, i = k;

I22 =
(
e22jlϕl

)j∈J
l∈J,ψl∈Ql

, e22jlψl
=

{

0, j 6= l;

1, j = l;

y — вектор-стовпець

(
y11 , y

1
2 , . . . , y

1
|I|,−y21,−y22, . . . ,−y2|J|

)T
.

Означення 1. Пiдмоделлю Ãξ узагальненої опти-
мiзацiйної моделi Леонтьєва — Форда ÃV називати-
мемо пiдмножину технологiчних процесiв, номери
яких утворюють множину

ξ =
{
ϕ′
1, ϕ

′
2, . . . , ϕ

′
|I|, ψ

′
1, ψ

′
2, . . . , ψ

′
|J|

}
,

що складається iз |I| + |J | елементiв, де ϕ′
i ∈ Pi,

i ∈ I; ψ′
j ∈ Qj , j ∈ J .

Позначимо

ỹ := (IV − ÃV)x̃ > y,

де x̃ — розв’язок задачi (1)–(4).

Означення 2. Розв’язок x̃ задачi (1)–(4) назива-
ється базисним, якщо вiн має лише |I|+ |J | додат-
них координат.

Основнi результати

Для задачi (1)–(4) мають мiсце такi твердження.

Лема 1. Задача (1)–(4) має базисний розв’язок
x̃ = (x̃1, x̃2)T , де

x̃1 =
(

x̃11ϕ1
1
, x̃11ϕ2

1
, . . . , x̃1

1ϕ
|P1|
1

, . . . ,

x̃1|I|ϕ1
|I|
, x̃1|I|ϕ2

|I|
, . . . , x̃1

|I|ϕ
|P|I||

|I|

)

;

x̃2 =
(

x̃21ψ1
1
, x̃21ψ2

1
, . . . , x̃2

1ψ
|Q1|
1

, . . . ,

x̃2|J|ψ1
|J|
, x̃2|J|ψ2

|J|
, . . . , x̃2

|J|ψ
|Q|J||

|J|

)

,

що має таку структуру: iснує набiр номерiв

ξ =
{
ϕ′
1, ϕ

′
2, . . . , ϕ

′
|I|, ψ

′
1, ψ

′
2, . . . , ψ

′
|J|

}
,

ϕ′
i ∈ Pi (i ∈ I), ψ′

j ∈ Qj (j ∈ J), такий, що

x̃1iϕ′
i
> 0, ϕ′

i ∈ ξ, i ∈ I;

x̃2jψ′
j
> 0, ψ′

j ∈ ξ, j ∈ J ;

x̃1iϕi
= 0, ϕi /∈ ξ, i ∈ I;

x̃2jψj
= 0, ψj /∈ ξ, j ∈ J.

Доведення. Припустимо, що розв’язок задачi
(1)–(4) — єдиний. Уведемо в умови (2) та (3)
додатковi змiннi ∆y1i > 0, i ∈ I , та ∆y2j > 0, j ∈ J
(надлишки кiнцевої продукцiї понад мiнiмально
необхiднi обсяги y1i та надлишки знищених за-
бруднювачiв понад мiнiмально необхiднi так, щоб
залишились незнищеними y2j ), щоб перетворити
нерiвностi в моделi на рiвностi.

У кожному i-му рiвняннi

∑

k∈I

∑

ϕk∈Pk

(δik − ã11ikϕk
)x1kϕk

−

−
∑

j∈J

∑

ψj∈Qj

ã12ijψj
x2jψj

−∆y1i = y1i

додатними є лише коефiцiєнти при змiнних x1iϕi
.

Але оскiльки y1i > 0, то i всi

∑

ϕi∈Pi

x1iϕi
> 0, i ∈ I, (5)

тобто в оптимальному планi повиннi вироблятися
всi види продукцiї.

У кожному j-му рiвняннi

−
∑

i∈I

∑

ϕi∈Pi

ã21jiϕi
x1iϕi

+

+
∑

l∈J

∑

ψl∈Ql

(δjl − ã22jlψl
)x2lψl

−∆y2j = −y2j

унаслiдок нерiвностi

∑

i∈I

∑

ϕi∈Pi

ã21jiϕi
x1iϕi

> y2j ,

що є достатньою умовою невiд’ємностi розв’язкiв
еколого-економiчного мiжгалузевого балансу [2],
додатними є лише коефiцiєнти при змiнних x2jψj

.
Отже,

∑

ψj∈Qj

x2jψj
> 0, j ∈ J, (6)

тобто в оптимальному планi повиннi знищуватись
усi види забруднювачiв.
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Згiдно з теоремами лiнiйного програмування
максимальна кiлькiсть додатних змiнних в опти-
мальному планi дорiвнює |I|+ |J |. Таким чином, у
кожнiй iз сум (5) та (6) додатною може бути лише
одна змiнна.

Лему доведено.

Лема 2. Якщо в задачi (1)–(4) вектор y замiни-

ти на деякий вектор y′ =
(
y′1T , y′2T

)T
, y′1T > 0,

y′2T > 0, то серед розв’язкiв нової задачi iснує
вектор x, який має структуру, описану в лемi 1.
Iнакше, базис оптимального плану, а отже, i ви-
бiр «кращих» способiв задачi (1)–(4) залишаються
незмiнними при будь-яких допустимих змiнах век-
торiв y1 > 0 та y2 > 0.

Доведення. У задачi лiнiйного програмування ба-
зис оптимального плану не змiнюється до тих пiр,
доки змiннi, що ввiйшли в оптимальний план, за-
лишаються невiд’ємними. А оскiльки в оптималь-
ний план входять усi змiннi, що вiдповiдають «кра-
щим» технологiчним способам, то коли вони не-
вiд’ємнi, то й базис оптимального плану залиша-
ється незмiнним.

Лему доведено.

Безпосередньо з лем 1 i 2 випливає таке твер-
дження.

Теорема 3. Нехай узагальнена оптимiзацiйна мо-
дель Леонтьєва — Форда ÃV продуктивна. Тодi
вона має пiдмодель Ãξ таку, що при y1 > 0 та
y2 > 0 задача (1)–(4) має розв’язок — вектор x⋆,
для якого

x⋆1iϕ⋆
i
> 0, ϕ⋆i ∈ ξ, i ∈ I;

x⋆2jψ⋆
j
> 0, ψ⋆j ∈ ξ, j ∈ J ;

x⋆1iϕi
= 0, ϕi /∈ ξ, i ∈ I;

x⋆2jψj
= 0, ψj /∈ ξ, j ∈ J.

Iнакше кажучи, в оптимальному планi зада-
чi (1)–(4) при додатному y1 та невiд’ємному y2

виробляються всi види продукцiї, причому кож-
ний продукт виробляється лише одним способом,
та знищуються всi види забруднювачiв, причо-
му кожний забруднювач знищується лише одним
способом. Мало того, найкращi способи виробниц-
тва продукцiї та знищення забруднювачiв залиша-
ються незмiнними при будь-яких допустимих змi-
нах векторiв y1 > 0 та y2 > 0.

Висновки

У роботi дослiджено узагальнену еколого-
економiчну модель типу Леонтьєва — Форда з ура-
хуванням так званої «оплати права на забруднення»
i можливостi виробничих аварiй. Знайдено загаль-
ний вигляд оптимального плану з огляду на мiнi-
мiзацiю витрат на екологiчну складову.

Для знаходження розв’язку цiєї задачi можна
застосувати послiдовний аналiз варiантiв, запропо-
нований у роботi [3].

Можливими напрямами подальшого дослiджен-
ня подiбних задач є: узагальнення моделi Леонтьє-
ва — Форда з урахуванням iнших засобiв впливу
на екологiчну безпеку виробництв або їх комбiна-
цiю; розробка спецiальних обчислювальних мето-
дiв та алгоритмiв для розв’язання задач еколого-
економiчної взаємодiї з урахуванням спецiального
виду технологiчних матриць.
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OPTIMIZATION ECOLOGICAL-ECONOMIC MODEL TAKING
INTO ACCOUNT TECHNOLOGICAL CRASHES

This paper considers the generalization of ecological and economic optimization models by Leontief and
Ford with industrial methods that account for the possibility of accidents at work and so-called “pollution
right” fees. General form of the solution for such problems is presented.
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