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Упродовж останнiх кiлькох десятилiть iнтен-
сивно розвивається теорiя псевдодиференцiальних
операторiв (ПДО) та рiвнянь з такими опера-
торами (ПДР). ПДО формально можна подати
у виглядi F−1

σ→x[a(t, x;σ)Fx→σ ], {x, σ} ⊂ Rn,
t > 0, де a — функцiя (символ), що задо-
вольняє певнi умови, F , F−1 — пряме та обер-
нене перетворення Фур’є. До вказаного кла-
су належать диференцiальнi оператори, операто-
ри дробового диференцiювання та iнтегрування,
оператори згортки тощо. Поширення результа-
тiв класичної теорiї диференцiальних рiвнянь на
випадок рiвнянь з ПДО та одержання нових
результатiв дає змогу використовувати такi рiв-
няння при розв’язуваннi складних i важливих
задач аналiзу та математичної фiзики, матема-
тичному моделюваннi рiзноманiтних природничих
процесiв.

На сьогоднi значних результатiв досягнуто в
теорiї задачi Кошi та крайових задач для псев-
додиференцiальних рiвнянь та систем таких рiв-
нянь. Це теорiя елiптичних рiвнянь у згортках
у просторах Соболєва — Слободецького та її
застосування до дослiдження загальних мiшаних
задач у цилiндричних областях для параболiч-
них рiвнянь i систем рiвнянь iз частинними
похiдними (М. С. Агранович, М. Й. Вишик,
Г. I. Ескiн); коректна розв’язнiсть задачi Кошi
в просторах Соболєва та їх аналогах для ПДР
з аналiтичними символами в областi G ⊂ R

n

(Ю. А. Дубинський); теореми про розв’язнiсть
диференцiально-операторних рiвнянь у шкалi ба-
нахових просторiв цiлих експоненцiального типу
векторiв оператора рiвняння, якi дозволяють до-
вести розв’язнiсть задачi Кошi для ПДР з аналi-
тичними символами (Я. В. Радино, С. Р. Умаров);
теорiя граничних значень розв’язкiв абстрактних
диференцiально-операторних рiвнянь (М. Л. Гор-
бачук, В. I. Горбачук та їхнi послiдовники);
класи аналiтичних на Rn символiв псевдоди-
ференцiювання з характерними для степеневих
функцiй властивостями та теореми про корект-
ну розв’язнiсть задачi Кошi для вiдповiдних

ПДР та систем рiвнянь з початковими умова-
ми в просторах Лебега (японськi математики
M. Nagase, R. Shinkai, C. Tsutsumi); класи єди-
ностi задачi Кошi для систем рiвнянь у згорт-
ках, якi є псевдодиференцiальними системами з
цiлими аналiтичними символами (Б. Г. Гуревич)
та iн.

У теорiї задачi Кошi для параболiчних псев-
додиференцiальних рiвнянь (ППДР) з ПДО, по-
будованими за точково-негладкими однорiдни-
ми символами, вiдомi результати про струк-
туру та оцiнки фундаментальних розв’язкiв
задачi Кошi (ФРЗК). За допомогою цих ре-
зультатiв одержується зображення розв’язку у
виглядi iнтеграла Пуассона, дослiдженi якiснi
властивостi розв’язкiв ППДР та систем таких
рiвнянь (зокрема, поведiнка розв’язкiв при не-
обмеженому зростаннi часової змiнної, їх не-
вiд’ємнiсть, теореми типу Лiувiлля). Вiдзначи-
мо при цьому, що асимптотика ФРЗК для
таких рiвнянь уже не є експоненцiальною, як
у випадку параболiчних рiвнянь з частинними
похiдними, а степеневою. Випадок однорiдних
символiв має важливi застосування в теорiї
випадкових процесiв, зокрема, при побудовi
розривних марковських процесiв за твiрними
iнтегродиференцiальними операторами, якi вiд-
носять до псевдодиференцiальних операторiв; у
сучаснiй теорiї фракталiв, яка останнiм часом
бурхливо розвивається. Якщо символ ПДО не
залежить вiд просторових координат, то за-
дача Кошi для ППДР коректно розв’язна в
просторi узагальнених функцiй типу розподi-
лiв, при цьому розв’язок подається у вигля-
дi згортки ФРЗК з початковою узагальненою
функцiєю. Цi результати є науковим надбанням
низки вiтчизняних та зарубiжних математикiв,
зокрема, С. Д. Ейдельмана i Я. М. Дрiня
(якi першими визначили ППДО з негладкими
символами i розпочали дослiдження задачi Ко-
шi для вiдповiдних ППДР), М. В. Федорюка,
А. Н. Кочубея, В. В. Городецького, В. А. Лiтовчен-
ка та iн.
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Постановка задачi

Розглянемо задачу Кошi для системи псевдоди-
ференцiальних рiвнянь (ПДР) вигляду

D1
tu(t, x) + (A0u)(t, x) +

+
m∑

k=1

(Aku)(t, x) = f(t, x), (1)

(t, x) ∈ ΠT ≡
{
(t, x)

∣
∣ 0 < t ≤ T, x ∈ R

n
}
,

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ R
n, (2)

де Ak — матричний псевдодиференцiальний опера-
тор (ПДО) з символом ak : ΠT × (Rn \{0}) → Cpp,
0 ≤ k ≤ m. Тут i далi через Cpq позначається су-
купнiсть усiх матриць розмiру p × q, елементами
яких є комплекснi числа, а через Sn−1 — одинична
сфера в Rn.

Нехай виконуються такi умови:
1) елементи матриць ak : ΠT × Sn−1 → Cpp,

0 ≤ k ≤ m, є неперервними, а також одно-
рiдними по σ функцiями, де числа γk такi, що
0 ≤ γ1 < γ2 < . . . < γm < γ0;

2) система (1) рiвномiрно параболiчна в ΠT ,
тобто µ — коренi многочлена det(A0(t, x, σ)−µE),
де E — одинична матриця, задовольняють нерiв-
нiсть Reµ(t, x, σ) ≤ −δ|σ|γ0 з деякою сталою δ > 0
для всiх (t, x) ∈ ΠT i σ ∈ Rn;

3) елементи матриць ak, 0 ≤ k ≤ m, мають
N ≥ 2n + 2[γk] + 1, де [γk] — цiла частина чи-
сла γk, неперервних похiдних по σ при σ 6= 0, для
яких правильнi оцiнки

‖Dχ
σak(t, x, σ)‖ ≤ CN |σ|γk−|χ|,

‖Dχ
σ [ak(t, x, σ)− ak(τ, y, σ)]‖ ≤

≤ CN (|x− y|λ + |t− τ |
λ
γk )|σ|γk−|χ|,

|χ| ≤ N, {x, y} ⊂ R
n,

{t, τ} ⊂ [0, T ], λ ∈ (0, 1];

4) функцiя ϕ : Rn → Cp1 неперервна й обме-
жена;

5) функцiя f : ΠT → Cp1 неперервна, обмеже-
на i задовольняє умову Гельдера по x з показником
α ∈ (0, 1] рiвномiрно вiдносно t ∈ [0, T ].

Зазначимо, що символи ПДО є негладкими при
σ = 0. Рiвняння з такими ПДО утворюють новий
клас ПДР, визначений уперше С. Д. Ейдельманом i
Я. М. Дрiнем як ПДР з негладкими символами i для
дослiдження задачi (1), (2) не можна застосовувати
стандартну технiку параболiчних ПДО. Для одного
рiвняння першi результати про розв’язнiсть задачi
Кошi були одержанi в [1; 2; 3; 4]. Проте повнiстю
коректнi, а в деяких випадках i остаточнi, резуль-
тати були одержанi для одного рiвняння в [5], де

вперше ПДО трактуються як гiперсингулярнi iн-
теграли (ГСI) [6]. Зазначимо також, що результати
цiєї статтi анонсованi в [7; 8].

Гiперсингулярнi iнтеграли
i псевдодиференцiальнi оператори

Нехай функцiї f : Rn → Cp1 i Ω : Rn×Sn−1 →
Cpp є неперервними i обмеженими. Вираз вигляду

(Dα
Ωf)(x) ≡ d−1

∫

Rn

Ω
(

x,
h

|h|
)

×

×
(
∆l
hf

)
(x)|h|−(n+α)dh, (3)

де x ∈ Rn, 0 < α < l ∈ N, d — деяка стала, яка
залежить вiд чисел n, l, α i яку виберемо нижче,
називається матричним ГСI порядку α з характе-
ристикою Ω.

Приклад 1. Нехай fξ(x) =
(
ei(x,ξ)

)

p1
— матриця-

стовпчик висоти p. Тодi

(Dα
Ωfξ)(x) = d−1

∫

Rn

Ω
(

x,
h

|h|
)

×

×
(
1− e−i(ξ,h)

)l(
ei(x,ξ)

)

p1
|h|−(n+α)dh ≡
≡ Ω̃(x, ξ)fξ(x),

де матриця

Ω̃(x, ξ) = d−1

∫

Rn

Ω
(

x,
h

|h|
)

×

×
(
1− e−i(ξ,h)

)l|h|−(n+α)dh

називається символом матричного ГСI Dα
Ω.

Якщо Ω(x, σ) ≡ E, то сталу d можна вибрати
так, щоб Ω̃(x, ξ) = E|ξ|α.

Покладемо в (3)

d = dn,l(α) ≡
∫

Rn

(1− e−iξ1)l|ξ|−(n+α)dξ,

ξ ≡ (e1, ξ), e1 ≡ (1, 0, . . . , 0).

(4)

Правильнi такi твердження.
1◦. Матричний ГСI зi сталою характеристикою

Ω ≡ E

Dα
Ef = d−1

∫

Rn

E(∆l
yf)(x)|y|−(n+α)dy (5)

не залежить вiд вибору l > α i є означенням опе-
рацiї

F−1
ξ→x[E|ξ|αFx→ξ[f ]],
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де

f(x) = (2π)−n
∫

Rn

ei(x,ξ)f̂(ξ)dξ ≡ F−1
ξ→x[f̂(ξ)],

f̂(ξ) =

∫

Rn

e−i(x,ξ)f(x)dx ≡ Fx→ξ[f(x)],

f ∈ (S(Rn))p1, S(Rn) — простiр основних функ-
цiй.

2◦. Функцiя dn,l(α) є аналiтичною функцiєю ар-
гументу α > 0 i обчислюється за формулою

dn,l(α) =
π

n
2 +1

2αΓ
(
1 + α

2

)
Γ
(
n+ α

2

)
sin απ

2

×

×
l∑

k=0

(−1)k−1Ckl k
α

при непарних α i

dn,l(α) =
(−1)

α
2 π

n
2

2α−1Γ
(
1 + α

2

)
Γ
(
n+ α

2

)
sin απ

2

×

×
l∑

k=0

(−1)k−1Ckl k
α

при парних α. Зокрема, dn,l(α) = 0 при α = 1,
2, . . . , l − 1 [5; 6].

3◦. Нехай α — нецiле число. Матричний ГСI (3)
збiгається абсолютно при l > α i за умови, що
функцiя f має обмеженi похiднi до порядку [α] + 1
включно. Це твердження випливає iз формули

(∆l
hf)(x) =

∑

|r|=µ

l∑

k=0

(−kh)r(−1)k

r!
×

× Ckl (D
rf)(x− θkkh),

де 0 < θk < 1, l ≥ µ [5; 6].
Якщо характеристика Ω(x, σ) парна по σ, то

ГСI (3) визначений i при l > 2
[
α
2

]
, вiдповiдно до

формули iз [5; 6]

(Dα
Ωf)(x) = lim

ε→0
(Dα

Ω,εf) =

= − 1

dn,l(α)

l−1
2∑

k=1

∫

Rn

Ω
(

x,
h

|h|
) (∆l+1

h f)(x+ kh)dh

|h|n+α −

− 1

2dn,l(α)

∫

Rn

Ω
(

x,
h

|h|
) (∆l+1

h f)
(
x+ l+1

2 h
)
dh

|h|n+α , (6)

де l + 1 > α.
Якщо α — цiле парне число, то матричний ГСI

Dα
Ωf , як i в скалярному випадку [5; 6], є матричним

диференцiальним оператором порядку α. Якщо α—

непарне число, то при l > α iнтеграл в (3) тото-
жно дорiвнює нулю для довiльної функцiї f [5; 6].
У цьому випадку ГСI визначається лише для парної
характеристики Ω формулою (6) при l = α.

4◦. Мiж ГСI та ПДО iснує такий зв’язок.
Якщо дано матричний ГСI, то запишемо йо-

го у виглядi матричного ПДО, припустивши, що
f ∈ (S(Rn))p1. Тодi

(Dα
Ωf)(ξ) =

(2π)−n

dn,l(α)

∫

Rn

Ω
(

x,
h

|h|
)

|h|−(n+α) ×

×
(∫

Rn

ei(x,ξ)
(
1− e−i(h,ξ)

)l
f̂(ξ)dξ

)

dh =

= (2π)−n
∫

Rn

ei(x,ξ)Ω̃(x, ξ)f̂ (ξ)dξ. (7)

Розглянемо ПДО вигляду

(Au)(t, x) = (2π)−n
∫

Rn

ei(x,ξ)a(t, x, ξ)û(ξ, t)dξ. (8)

Зв’язок мiж ПДО та ГСI здiйснюється за допомо-
гою зображення елементiв матричного символу a
через сферичнi функцiї [5; 6].

Сферичною гармонiкою порядку ν ≥ 0 назива-
ється звуження на сферу Sn−1 фiксованого одно-
рiдного гармонiчного полiнома порядку ν. Мно-
жина всiх сферичних гармонiк порядку ν утворює
скiнченновимiрний пiдпростiр Hν в L2(S

n−1). Не-
хай δν ≡ dimHν . Для кожного ν виберемо в Hν

ортонормований базис {Xνµ |µ = 1, . . . , δν}. Фун-
кцiя Xνµ є парною при парному ν i непарною
при ν непарному. Система функцiй Xνµ повна в
L2(S

n−1) i правильнi оцiнки

δν ≤ c1ν
n−2, |Xνµ(σ)| ≤ c2ν

n−1
2 . (9)

Якщо ϕ ∈ C2r(Sn−1), то для її коефiцiєнтiв Фур’є

ϕν,µ =

∫

Sn−1

ϕ(σ)Xνµ(σ)dσ

правильна оцiнка

|ϕνµ| ≤ cn,rMν−2r, (10)

де M ≡ sup{|Dxϕ(σ)| : σ ∈ Sn−1, |x| ≤ 2r}.
Позначимо через X̃νµ(σ) символ скалярного

ГСI Dα
Xνµ

. Якщо число α нецiле або α цiле не-
парне i ν парне, то

X̃νµ(σ) = |σ|αλ(ν, α)Xνµ

( σ

|σ|
)

,

де

λ(ν, α) ≡ Eν,αi
ν Γ

(
n+α
2

)
Γ
(
1 + α

2

)

Γ
(
n+α+ν

2

)
Γ
(
1 + α−ν

2

) ,
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Eν,α ≡ (−1)ν
cos α+ν2 π

cos πα2

при нецiлому α,

Eν,α ≡ (−1)
ν
2

при цiлому непарному α.
Розкладемо матричний символ ak в ряд за си-

стемою сферичних гармонiк

ak(t, x, σ) =

∞∑

ν=0

δν∑

µ=0

ckνµ(t, x)Xνµ(σ),

(t, x) ∈ ΠT , σ ∈ Sn−1.

Розглянемо функцiї

Ωk(t, x, σ) =

∞∑

ν=0

δν∑

µ=1

ckνµ(t, x)

λ(ν, α)
Xνµ(σ),

(t, x) ∈ ΠT , σ ∈ Sn−1. (11)

Перевiримо, що ряд з (11) рiвномiрно збiга-
ється. Згiдно з оцiнками (10) маємо, що

|ckνµ(t, x)| ≤ cν−N+1.

Оскiльки
∣
∣cos

(
α+ν
2

)
π
∣
∣ дорiвнює

∣
∣cos απ2

∣
∣ або

∣
∣sin απ

2

∣
∣ залежно вiд парностi ν, то

|λ−1(ν, α)| ≤ C
∣
∣
∣Γ
(n+ α+ ν

2

)

Γ
(

1− ν − α

2

)∣
∣
∣.

Якщо α — цiле непарне число, то ckνµ = 0 для
непарних ν. Скористаємося формулою

Γ
(

1− ν − α

2

)

=
π

sin
(
ν−α
2

)
πΓ

(
ν−α
2

) ,

де величина
∣
∣sin

(
ν−α
2

)
π
∣
∣ дорiвнює

∣
∣cos απ2

∣
∣ або

∣
∣sin απ

2

∣
∣ i вiдмiнна вiд нуля, а

∣
∣
∣
∣
∣

Γ
(
n+α+ν

2

)

Γ
(
ν−α
2

)

∣
∣
∣
∣
∣
≤ Cν

n
2 +α,

то

|λ−1(ν, α)| ≤ Cν
n
2 +α.

Врахувавши оцiнки (9), дiстанемо нерiвнiсть

∥
∥
∥
∥

δν∑

µ=1

ckνµ(t, x)

λ(ν, α)
Xνµ(σ)

∥
∥
∥
∥
≤ Cν−N+2n+α−2,

звiдки випливає, що ряд з (11) рiвномiрно збiга-
ється.

Розглянемо ГСI — оператор Dα
Ωk

. Його символ

Ω̃(t, x, σ) =

∞∑

ν=0

δν∑

µ=1

ckνµ(t, x)

λ(ν, α)
X̃(νµ)(σ) =

= |σ|α
∞∑

ν=0

δν∑

µ=1

ckνµ(t, x)Xνµ

( σ

|σ|
)

= ak(t, x, σ).

Отже, в класi (S(Rn))p1 ПДО A записується у ви-
глядi матричного ГСI з характеристикою Ωk, а в
класi обмежених функцiй цей факт приймається за
означення.

Основний результат

Вiрною є така теорема.

Теорема 1. 1. За умов 1) – 3) iснує фундаменталь-
на матриця розв’язкiв задачi (1), (2)

Γ(t, x; ξ, τ) = Z(t− τ, x− ξ; τ, ξ) +W (t, x; τ, ξ),

для якої виконуються оцiнки

‖Dκ

xZ(t− τ, x− ξ; τ, ξ)‖ ≤

≤ C(t− τ)
(
(t− τ)

1
γ0 + |x− ξ|

)−n−γ0−|κ|
,

|κ| ≤ N − 2n− [γ0];

‖D1
tZ(t− τ, x− ξ; τ, ξ)‖ ≤
≤ C

(
(t− τ)

1
γ0 + |x− ξ|

)−n−γ0
,

‖W (t, x; τ, ξ)‖ ≤

≤ C
(

(t− τ)
γ0+λ

γ0

(
(t− τ)

1
γ0 + |x− ξ|

)−n−γ0
+

+ (t− τ)

m+1∑

k=1

(
(t− τ)

1
γ0 + |x− ξ|

)−n−γk
)

,

γm+1 ≡ γ0 − λ.

2. За умов 1) – 5) розв’язок задачi (1), (2) iснує
i записується у виглядi

u(t, x) =

t∫

0

dτ

∫

Rn

Γ(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ +

+

∫

Rn

Γ(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ, (t, x) ∈ ΠT . (12)

Доведення теореми проводиться поширенням мiр-
кувань iз праць [3; 4; 5] на випадок матричних псев-
додиференцiальних операторiв. Припущення про
структуру системи, якi забезпечують рiвноправ-
нiсть усiх рiвнянь системи i рiвноправнiсть усiх
невiдомих функцiй, а також припущення про те,
що система мiстить похiднi по t лише першого по-
рядку, iстотно полегшує роботу.
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Важливу роль вiдiграє точна оцiнка матричного
осцилюючого iнтеграла вигляду

Φ(p, z, β) ≡
∫

Rn

P (σ) exp{i(z, σ)} ×

× exp{−ak(β, p, σ)}dσ,

де P : Rn \ {0} → Cpp — матриця, елементами якої
є однорiднi многочлени степеня ν ∈ N, ak — ма-
тричнi символи ПДО Ak, що задовольняють умови
1) – 3), 0 ≤ k ≤ m. Скалярний випадок наведено
в [5].

Лема 2. Якщо N ≥ 2n+ ν + [γk], то iснує стала
c > 0 така, що

‖Φ(p, z, β)‖ ≤ c(1 + |z|)−n−γk−ν , 0 ≤ k ≤ m.

Доведення. Нехай функцiя η0 ∈ C∞(Rn) така, що
η0(σ) = 1 при |σ| ≤ 1, η0(σ) = 0 при |σ| ≥ 2, i
нехай η1 ≡ 1− η0,

Φr(p, z, β) ≡
∫

Rn

ηr(σ)P (σ) exp{i(z, σ)} ×

× exp{−ak(β, p, σ)}dσ, r = 0, 1;

Φ = Φ0 +Φ1.

Розглянемо скалярну функцiю e−t = 1 − t +
t2h(t), t ≥ 0, де h(t) = t−2(e−t− 1+ t). Функцiя h
має обмеженi похiднi довiльного порядку при всiх
t ∈ [0,∞). При 0 ≤ t ≤ R це безпосередньо ви-
пливає з рiвностi

h(t) = t−2
∞∑

k=2

tk

k!
,

а при t > R h(t) = t−2e−t − t−2 + t−1 i обме-
женiсть функцiї та всiх її похiдних перевiряється
безпосереднiм обчисленням.

Розглянемо тепер аналогiчнi формули, коли за-
мiсть t записана матриця ak(β, p, σ), яка задоволь-
няє умови 1) – 3). У цьому випадку

h(ak) = a−2
k

∞∑

q=2

aqk
q!

при ‖ak‖ ≤ R,

h(ak) = a−2
k (e−ak − 1 + ak) при ‖ak‖ > R.

З цих зображень i з того, що

‖e−ak‖ ≤ ce−δ1|σ|
γ0
, 0 < δ1 < δ,

де число δ з умови 2), за допомогою мiркувань,
проведених у скалярному випадку, випливає, що
матрична функцiя h(ak) має стiльки обмежених по-
хiдних по σ, скiльки похiдних по σ має матрична
функцiя ak(p, β, σ). Отже,

Φ0(p, z, β) =

∫

Rn

η0(σ)P (σ)e
i(z,σ)dσ −

−
∫

Rn

η0(σ)P (σ)ak(β, p, σ)e
i(z,σ)dσ +

+

∫

Rn

η0(σ)a
2
k(β, p, σ)h(ak(β, p, σ))e

i(z,σ)dσ ≡

≡ Φ01 − Φ02 +Φ03.

Далi оцiнки елементiв матриць Φ0k, k = 1, 2, 3,
проводяться аналогiчно оцiнкам iз працi [5] при
γ ≥ 1. Якщо γ > 0, то треба вимагати нескiнченної
гладкостi матричних символiв по σ при σ 6= 0 [9].

Лему доведено.

Приклад 2. Нехай a(t, x, σ) ≡ E|σ|, ϕ(x) = EC1,
f(t, x) ≡ EC2. Тодi iз (12) випливає, що u(t, x) =
EC1+ tEC2. Рiвняння i початкова умова задоволь-
няються. ПДО трактується як ГСI [10, с. 24]

A1u(t, x) =
Γ
(
n+1
2

)

π
n+1
2

×

× lim
ε→0
R→∞

∫

{ε≤h≤R}

E(∆hu(t, x))|h|−(n+1)dh,

x ∈ R
n, t ≥ 0.
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Ja. Drin’

THE CAUCHY PROBLEM FOR UNIFORMLY PARABOLIC
PSEUDODIFFERENTIAL SYSTEMS

It was established the solvability of the Cauchy problem and was constructed the classical solutions for
uniformly parabolic by Petrovsky systems of pseudodifferential equations with nonsmooth symbols.

Keywords: parabolic system, pseudodifferential equations, non-smooth symbols, the fundamental matrix
of Cauchy problem solutions.
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