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КIНЕМАТИКА КОМПТОН-ЕФЕКТУ
НА ЗВ’ЯЗАНОМУ ЕЛЕКТРОНI

В аналiтичному виразi для диференцiального перерiзу комптон-ефекту на зв’язаному електронi iз

загальних мiркувань симетрiї вiддiлено геометричну частину та залежнiсть вiд динамiчних параме-

трiв. Отримано аналiтичний вираз для кутового розподiлу розсiяного випромiнювання. На поляризацiю

фотона, що розсiюється, не накладається жодних обмежень i в загальному випадку часткова поля-

ризацiя задається параметрами Стокса. Виявлено специфiчну для розсiяння на зв’язаному електронi

залежнiсть iнтенсивностi комптонiвського розсiяння вiд знака ступеня циркулярної поляризацiї падаю-

чого фотона, що призводить до ефекту кругового дихроїзму — рiзної iнтенсивностi розсiяння право- i

лiво- циркулярно поляризованих фотонiв.
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Вступ

У дослiдах А. Комптона з розсiяння рентгенiв-
ських променiв вiльними електронами, що вiдiгра-
ли вагому роль у розумiннi квантової природи вза-
ємодiї свiтла з речовиною, атомний електрон вва-
жався вiльним через те, що енергiя падаючої еле-
ктромагнiтної рентгенiвської хвилi була на декiль-
ка порядкiв бiльша за енергiю зв’язку електрона
в атомi. Для прикладу Комптон використовував у
своїх дослiдах як джерело рентгенiвського випро-
мiнювання Kα — лiнiю спектра випромiнювання
молiбдену з довжиною хвилi λ0 = 0,7126 Å. Енер-
гiя такого фотона сягає 103÷4 еВ, а енергiя зв’язку
електрона в атомi ≤ 10 еВ. Теорiя комптон-ефекту
на вiльному електронi розглядається в багатьох пiд-
ручниках з квантової електродинамiки (див., на-
приклад, [1; 2]).

Але нiщо не заважає розглянути процес
комптон-розсiяння на зв’язаному електронi, коли
початкова енергiя електрона до розсiяння належить
дискретному спектру, а пiсля розсiяння — непе-
рервному. У такому випадку при розсiяннi фотона
електрон вилiтає з атома, тобто атом iонiзується.

Це явище в порiвняннi з комптон-ефектом
на вiльному електронi має низку особливостей,
не властивих розсiянню на вiльному електронi,
зокрема, в системi електрон — фотон зберiгається
енергiя (процес розсiяння вiдбувається в статич-

ному зовнiшньому полi), якщо залишковий йон
не збуджується, але не зберiгається iмпульс. Iм-
пульс може передаватися залишковому йону, тому
немає однозначного зв’язку мiж напрямком руху
розсiяного фотона та електрона, як це було в
комптон-ефектi на вiльному електронi, а частота
розсiяного фотона не пов’язана однозначно з кутом
розсiяння.

Свої зауваження щодо того, як необхiдно моди-
фiкувати квантово-механiчну теорiю розсiяння на
випадок розсiяння на зв’язаному електронi, зро-
бив Джессi ДюМонд ще у 1933 роцi [3]. Проте
описати цей процес, хоча й наближено, вдалося
лише у 70-х роках Л. П. Рапопорту зi спiвро-
бiтниками та, окремо, В. Г. Горшкову з колега-
ми [4; 5]. Зокрема, розрахунки [5] були виконанi
для комптон-ефекту на зв’язаному електронi за
умови, що енергiя падаючого фотона значно бiль-
ша за енергiю iонiзацiї атома. За такого припу-
щення кулонiвське притягання електрона атомом
враховується в першому порядку теорiї збурень,
тобто застосовується борнiвське наближення для
знаходження перерiзу процесу. Для складних ато-
мiв нещодавно вдалося також оцiнити повний пе-
рерiз комптон-розсiяння на зв’язаному електронi
зi збудженням залишкового йона в рiзнi кiнцевi
стани [6].

Принциповою вiдмiннiстю нашої роботи вiд по-
переднiх праць, де дослiджено розсiяння жорсткого
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фотона на зв’язаному електронi, є те, що ми зосе-
редились на «м’якому» комптон-ефектi, коли:
• енергiя електрона є нерелятивiською;
• працює дипольне наближення для взаємодiї
електромагнiтного поля з атомом;
• кулонiвська взаємодiя не може бути врахована
за теорiєю збурень (не працює борнiвське набли-
ження).

Метою цiєї роботи, на вiдмiну вiд працi [4],
є докладне дослiдження кiнематики ефекту Ком-
птона на зв’язаному електронi, тобто встанов-
лення явної залежностi диференцiального перерi-
зу процесу вiд усiх векторних величин, що його
характеризують. Це, зокрема, дозволить вияви-
ти деякi цiкавi кiнематичнi особливостi комптон-
ефекту на зв’язаному електронi, що мають загаль-
ний характер.

Вiддiлення геометричної частини
та динамiчних параметрiв у виразi

для диференцiального перерiзу процесу

Диференцiальний перерiз розсiяння визначаєть-
ся вiдомою формулою Крамерса — Гейзенберга [1]
iз врахуванням того, що кiнцевий стан електрона
належить до неперервного спектра:

dσ =

∣∣∣∣
∑(

(d2ne
′∗)(dn1e)

ωn1 − ω − i0
+

+
(d2ne)(dn1e

′∗)

ωn1 + ω′ − i0

)∣∣∣∣
2
ωω′3

~2c4
dΩ′ dP

(2π~)3
(1)

~ωn1 = En − E1, ω′ − ω = ω12,

де d — дипольний момент атома (застосовується
дипольне наближення), e, e′ — вектори поляри-
зацiї фотона до i пiсля розсiяння вiдповiдно, iн-
дексами 1, 2, n позначено початковий, кiнцевий
та промiжний стани електрона, dΩ′ — елемент
тiлесного кута у напрямку руху розсiяного фотона,
що задається одиничним вектором k′, dP

(2π~)3 —
кiлькiсть станiв електрона, що припадає на iн-
тервал iмпульсiв dP . Пiдсумовування ведеться
за всiма можливими станами атома, включаючи
стани неперервного спектра. Нескiнченно малi
добавки у знаменниках вiдповiдають звичайному
правилу обходу полюса в теорiї збурень. Пра-
вила обходу мають вагоме значення в нашо-
му випадку, коли полюси виразу (1) за змiн-
ною En потрапляють в область неперервного
спектра [1].

Зазначимо, що iмпульс електрона позначено P ,
де P = Pp i P ≡ |P |, а p — одиничний вектор у
напрямку руху електрона. Врахувавши, що

dP = P 2dPdΩp,

де Ωp — тiлесний кут у напрямку руху електрона,
i закон збереження енергiї,

P 2

2m
+ ~ω′ = E1 + ~ω,

записаний для випадку, коли йон не збуджується,
отримаємо, що абсолютнi значення розкидiв P
та ω′ пов’язанi лiнiйним спiввiдношенням

PdP = m~dω′.

У результатi, записавши в (1) dP як

dP = m~Pdω′dΩp,

отримаємо вираз, що визначає диференцiальний
перерiз комптон-розсiяння, в iнтервал частот dω′

розсiяного фотона.
Для подальших розрахункiв запишемо dσ з (1)

таким чином:

dσ =
dσ

dΩ′dΩpdω′
dΩ′dΩpdω

′ (2)

та будемо з’ясовувати кiнематичну структуру саме

dσ

dΩ′dΩpdω′
.

Надалi користуватись виразом для дослiджуваного
нами перерiзу процесу у виглядi (1) ми не будемо.
Лише матимемо на увазi його структуру.

Встановимо структуру диференцiального пере-
рiзу комптон-ефекту на зв’язаному електронi iз
загальних мiркувань симетрiї. Це дасть нам можли-
вiсть видiлити геометричну залежнiсть у диферен-
цiальному перерiзi процесу, тобто таку його части-
ну, що складається лише з векторiв, якi визначають
процес розсiяння. Розмiрковуємо цiлком аналогiч-
но працi [7], де розглядається процес двофотонної
iонiзацiї.

Для початку врахуємо, що

de =
1∑

q=−1

(−1)qd−qeq,

де q = 0,±1 — сферичнi компоненти вектора, по-
в’язанi з його декартовими компонентами:

e±1 = ∓ 1√
2
(ex ± iey), e0 = ez (3)

В (1) для вiдокремлення геометричної частини iн-
терес становитимуть добутки типу eqe′∗q′ , e

∗
qe

′
q′ . Ма-

ючи на увазi означення незвiдного тензора рангу
L = (l + l′), . . . , |l − l′|, який можна утворити з
двох незвiдних тензорiв Alq , Bl′q′ рангiв l, l′ [8]:

{Al ⊗Bl′}LQ =
∑

q,q′

CLQ
lql′q′AlqBl′q′ , (4)

де CLQ
lql′q′ — коефiцiєнти Клебша — Гордона, та

врахувавши, що сферичнi компоненти вектора (3)
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утворюють незвiдний тензор першого рангу [8],
одержимо незвiднi тензори:

{e⊗ e′∗}LQ =
∑

q1q′

CLQ
1q1q′eqe

′∗
q′ . (5)

Отже, з векторiв поляризацiї e, e′ можна скласти
незвiднi тензори рангiв L = 0, 1, 2 за формулою (5),
причому скаляр є пропорцiйний скалярному до-
бутку:

{e⊗ e′∗}00 = − 1√
3
ee′∗,

а тензор першого рангу — пропорцiйний векторно-
му добутку [8]:

{e⊗ e′∗}1Q =
i√
2
[e× e′∗]Q.

Обернувши (5), виражаємо добутки eqe
′∗
q′ в (1)

через компоненти незвiдних тензорiв за форму-
лою (5), де L = 0, 1, 2. У виразi (1) з’являються
добутки компонент згаданих тензорiв:

{e⊗ e′∗}lQ{e∗ ⊗ e′}l′Q′

якi аналогiчним чином представляються через ком-
поненти незвiдних тензорiв:

{{e⊗ e′∗}l ⊗ {e⊗ e′∗}l′}LQ,

де L = 0, 1, 2, 3, 4. Таким чином залежнiсть вiд век-
торiв поляризацiї початкового та кiнцевого фотонiв
в (1) може бути виражена через незвiднi тензори.

Знаючи, що ймовiрнiсть процесу розсiяння має
бути скаляром, а також, що, як очевидно з (1), цей
процес може залежати вiд векторiв поляризацiї по-
чаткового та кiнцевого фотонiв e, e′ та вектора,
що вказує напрямок руху електрона p (|p| = 1),
записуємо вираз для перерiзу комптон-розсiяння в
такому виглядi:

dσ

dΩ′dΩpdω′
=
∑

L

∑

l1l2

(
Al1l2

L (p)×

× {{e⊗ e′∗}l1 ⊗ {e∗ ⊗ e′}l2}L
)
. (6)

Тут Al1l2
L (p) — незвiдний тензор L-го рангу, що ха-

рактеризує атом-мiшень, i введено скалярний до-
буток двох незвiдних тензорiв однакового рангу L:

(AL ·BL) =
∑

Q

(−1)QAL,QBL,−Q =

=
(−1)L√
2L+ 1

{AL ⊗BL}00. (7)

Явний з точнiстю до сталого множника вигляд тен-
зора Al1l2

L (p) можна встановити iз наступних мiр-
кувань. Незвiдний тензор L-го рангу, що залежить

лише вiд одного одиничного вектора p, — це, на-
приклад, [8]

{. . . {{p⊗ p}2 ⊗ p}3 . . .⊗ p}LQ. (8)

Якщо тензор є фунцiєю лише одного одиничного
вектора (в нашому випадку p), то вiн має бути про-
порцiйним сферичнiй функцiї YLQ(p), зокрема [8]

{. . . {{p⊗ p}2 ⊗ p}3 . . .⊗ p}LQ =

=

√
4πL!

(2L+ 1)!!
YLQ(p). (9)

Незвiдний тензор Al1l2
LQ (p) рангу L, що входить

у (6), також має бути пропорцiйним сферичнiй
функцiї YLQ(p). Врахувавши тотожнiсть (9), мо-
жемо записати, що

Al1l2
LQ (p) =

= al1l2L {. . . {{p⊗ p}2 ⊗ p}3 . . .⊗ p}LQ, (10)

де ми ввели так званi динамiчнi параметри мi-
шенi — сталi коефiцiєнти al1l2L . Значення дина-
мiчних параметрiв залежать вiд структури ато-
ма, а також вiд його початкового стану. Роз-
рахунковi формули для al1l2L можна одержати,
зводячи початковий вираз (1) до форми (6). У
кожному конкретному випадку це можна зро-
бити, застосовуючи стандартнi методи теорiї
атома.

Отже, ми встановили для диференцiального пе-
рерiзу комптон-ефекту залежнiсть вiд геометрич-
них параметрiв — векторiв e, e′ та p (див. (6), (10)).

Кiнематична структура
диференцiального перерiзу комптон-

ефекту на зв’язаному електронi

Користуючись виразом (6), випишемо перерiз
комптон-ефекту на зв’язаному електронi у явному
виглядi. Насамперед слiд врахувати, що оскiльки
лiва частина цього виразу не змiнює знак при опе-
рацiї просторової iнверсiї (адже є скаляром), то,
вiдповiдно, й права частина (6) має задовольняти
ту саму властивiсть. Це можливо лише за умови,
що L = 0, 2, 4. Iндекси пiдсумовування l1, l2 в (6),
що приймають значення 0, 1, 2, зв’язанi з L умо-
вою трикутника ∆(ll, l2, L) (|l1− l2| ≤ L ≤ l1+ l2).
Далi, врахувавши, що

Y00(p) =
1√
4π
,

Y2Q(p) =

√
5!!

4π2!
{p⊗ p}2Q,

Y4Q(p) =

√
9!!

4π4!
{{{p⊗ p}2 ⊗ p}3 ⊗ p}4Q,
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(див. (9)), а також, скориставшись тотожностя-
ми ((28)–(34)), наведеними в додатку, запишемо
скалярнi добутки незвiдних тензорiв у (6), побудо-
ванi з векторiв e, e′ та p, через скалярнi та векторнi
добутки цих векторiв.

Перш нiж записати шуканий нами вираз, зупи-
нимось детальнiше на такому моментi. У ходi ви-
рахування скалярних добуткiв незвiдних тензорiв
через скалярнi та векторнi добутки їх складових
виявилося, що

(
Y2(p) · {{e⊗ e′∗}0 ⊗ {e∗ ⊗ e′}2}2

)
=

= − 1

2
√
2π

(
(pe)(pe′∗)(e∗e′)− 1

3
|(ee′∗)|2

)

та

(
Y2(p) · {{e⊗ e′∗}2 ⊗ {e8 ⊗ e′}0}2

)
=

= − 1

2
√
2π

(
(pe∗)(pe′)(ee′∗)− 1

3
|(ee′∗)|2

)
.

Отже, цi вирази є комплексними i до того ж комп-
лексно спряженими один до одного. Але диферен-
цiальний перерiз є дiйсною величиною. Тому ма-
ють бути комплексними динамiчнi параметри, що
стоять як множники перед наведеними виразами
у (6), причому

a022 = (a202 )∗.

Позначаючи далi z = (pe′∗)(e∗e′)(pe), маємо дiй-
сну величину

a022 z + a202 z
∗ = 2Re(a022 z) =

= 2Re(a022 )Re(z)− 2 Im(a022 ) Im(z).

Знайдемо Im(z) = Im(pe′∗)(e∗e′)(pe); z − z∗ =
= 2i Im(z), отже,

2i Im(z) =

= (pe′∗)(e∗e′)(pe) − (pe∗)(pe′)(ee′∗), (11)

e′∗(e∗, e′) = [[e′, e′∗], e∗] + e′(e′∗, e∗) =

= −iξ′[k′, e∗] + (e′∗, e∗)e′, (12)

де введено ступiнь циркулярної поляризацiї ξ′:

[e′, e′∗] = −iξ′k′ ⇒ ξ′ = i(k′, [e′, e′∗])

ξ′ = ±1 для правої (лiвої) поляризацiї фотона.
Тотожнiсть (12) дозволяє записати другий дода-

нок у (11) у такому виглядi:

(p, e)(e′∗,p)(e∗, e′) =

= −iξ′(p, e)(p, [k′, e∗]) +

+ (p, e)(p, e′)(e′∗, e∗). (13)

Далi застосовуємо тотожнiсть

e(e′∗, e∗) = [[e∗, e], e′∗] + e∗(e, e′∗) =

= iξ[k′, e′∗] + e′∗(ee′∗), (14)

де ξ = i(k, [e, e∗]) — ступiнь циркулярної поляри-
зацiї фотона з вектором поляризацiї e. Для правої
(лiвої) циркулярної поляризацiї ξ = ±1, за лiнiйної
поляризацiї ξ = 0. У загальному ж випадку елiп-
тичної поляризацiї 0 < |ξ| < 1. Тотожнiсть (14)
дозволяє записати другий доданок з (13) у такому
виглядi:

(p, e)(p, e′)(e′∗, e∗) =

= iξ(p, e′)(p, [k, e′∗]) +

+ (p, e′)(p, e∗)(e, e′∗). (15)

Пiдставляючи цей вираз у (13) i далi в (11), знахо-
димо Im(z):

2 Im(z) = ξ′(p, e)(p,k′, e∗)−
− ξ(p, e′)(p,k, e′∗). (16)

Вираз (16) є дiйсним, у чому можна переконати-
ся безпосередньо, застосовуючи тотожностi, анало-
гiчнi (13) i (14). Через дiйснiсть (16) можна також
записати, що

2 Im(z) = ξ′ Re(p, e)(p,k′, e∗)−
− ξRe(p, e′)(p,k, e′∗). (17)

Комплексно спряженими є також доданки

(
Y2(p) · {{e⊗ e′∗}1 ⊗ {e∗ ⊗ e′}2}2

)
=

=

√
5

4
√
2π

(
2i Im(pe∗)(pe′∗)(ee′)−|pe′|2+ |pe|2

)

та

(
Y2(p) · {{e⊗ e′∗}2 ⊗ {e∗ ⊗ e′}1}2

)
=

= −
√
5

4
√
2π

(
2i Im(pe)(pe′)(e∗e′∗)−|pe′|2+|pe|2

)
,

тому для динамiчних параметрiв a122 , (a212 )∗ має
виконуватись така залежнiсть:

a122 = −(a212 )∗.

У результатi маємо тотожностi

|pe|2(a122 − a212 ) = |pe|2(a122 + a12∗2 ) =

= |pe|22Rea122 , (18)

2i Im(pe)(pe′)(e∗e′∗)(a122 + a212 ) =

= 2i Im(pe)(pe′)(e∗e′∗)(a122 − a12∗2 ) =

= 2i Im(pe)(pe′)(e∗e′∗)2i Ima122 . (19)
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Цiлком аналогiчно виведенню (15) отримаємо
для 2i Im(pe)(pe′)(e∗e′∗) таку тотожнiсть:

2i Im(pe)(pe′)(e∗e′∗) =

= iξ′ Re(p, e)(p,k′, e∗)−
− iξRe(pe′∗)(p,k, e′).

Враховуючи все сказане вище, запишемо оста-
точний вираз для диференцiального перерiзу
комптон-ефекту на зв’язаному електронi з видiле-
ною геометричною частиною та динамiчними па-
раметрами al1l2L , що визначаються характеристика-
ми мiшенi, у такому виглядi:

dσ

dΩ′dΩpdω′
= a224

3

4

√
35

2π

{
|(pe)|2|(pe′)|2 −

− 1

7

(
|(pe)|2 + 2Re(pe)(pe′)(e′∗e∗) +

+ |(pe′)|2 + 2Re(pe)(pe′∗)(e∗e′)
)}

+

+
1

35
(1 + |(ee′)|2 + |(ee′∗)|2)−

− a222
3

2

√
5

14π

{
Re(pe)(pe′)(e∗e′∗) +

+
1

2
|(pe)|2 + 1

2
|(pe′)|2 − 1

3

(
|(ee′)|2 +

+ 4(Re(pe)(pe∗)(ee′∗) + 1)
)}

−

− a112
1

4

√
3

2π

(
|(p, [e, e′∗])|2 − 1

3
|(ee′∗)|2

)
−

−Re a202
1√
2π

(
Re(pe)(pe′∗)(e∗e′)− 1

3
|(ee′∗)|2

)
+

+ Im a202
1

2
√
2π

(
ξ′ Re((p, e)(p,k′, e∗))−

− ξRe(p, e′)(p,k, e′∗)
)
+

+

√
5

4
√
2π

(
2 Ima122

(
iξ′ Re(pe)(p,k′, e∗)−

−iξRe(pe′∗)(p,k, e′)
)
+2Rea122 (|pe′|2−|pe|2)

)
+

+ a220
1

2
√
5π

(
1 + |(ee′)|2 − 2

3
|(ee′∗)|2

)
+

+ a110
1

4
√
3π

|[ee′]|2 + a000
1

6
√
π
|(ee′∗)|2, (20)

де e, e′ — початкова та кiнцева поляризацiя фотона,
p — одиничний вектор у напрямку руху електрона.

Для того щоб практично скористатися фор-
мулою (20), експеримент потрiбно поставити та-
ким чином, щоб фiксувати фотон, що розсiявся,
та електрон одночасно; причому необхiдно вико-
ристовувати поляризатор, щоб видiлити розсiяний
фотон певної поляризацiї e′. Початкова поляриза-
цiя фотона й динамiчнi параметри атома вважа-
ються вiдомими експериментатору. Якщо електрон,

який вилiтає з атома, в експериментi не реєстру-
ється, експериментатору необхiдно знати перерiз,
проiнтегрований за напрямками руху цього елект-
рона. Отже, проiнтегруємо вираз (20) за всiма p.
Для цього врахуємо такi спiввiдношення:

∫
dΩp = 4π,

∫
pipjdΩp =

4π

3
δij ,

∫
pipjpmpndΩp =

4π

15
(δijδmn + δimδjn + δinδjm).

Унаслiдок iнтегрування за напрямками вектора p

доданки з динамiчними параметрами al1l2L при
L 6= 0 обнуляються через ортогональнiсть сферич-
них функцiй:

∫
YL(p)dΩp = 0, L 6= 0.

Отже,

dσ

dΩ′dω′
=

∫
dσ

dΩ′dΩpdω′
dΩp =

= a220

√
π

5

(
1 + |(ee′)|2 − 2

3
|(ee′∗)|2

)
+

+ a110
π

3
(1− |(ee′)|2) + a000

2
√
π

3
|(ee′∗)|2. (21)

Одержана нами формула (21) за структурою збiга-
ється з формулою Плачека [1] для диференцiаль-
ного перерiзу некогерентного розсiяння на вiльно
орiєнтованiй атомарно-молекулярнiй системi. Вона
вiдрiзняється вiд формули Плачека коефiцiєнтами
при виразах у дужках, що визначаються для кожної
атомарної системи окремо.

Кутовий розподiл розсiяного випромiнювання

Щоб знайти кутовий розподiл розсiяного випро-
мiнювання (поляризацiя кiнцевого фотона не ви-
мiрюється), просумуємо (20) по двох незалежних
поляризацiях λ кiнцевого фотона.

Користуючись вiдомою тотожнiстю для суми за
двома взаємно ортогональними поляризацiями [1]:

∑

λ=±1

(ae′λ)(be
′∗
λ ) = [a× k′][b× k′], (22)

де k′ — одиничний вектор, спрямований у напрям-
ку поширення розсiяного фотона, а також враху-
вавши, що

∑

λ

ξ′λ = 0,
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запишемо кутовий розподiл розсiяного випромiню-
вання у такому виглядi:

dσa
dΩ′dΩpdω′

=
3

4

√
35

2π
a224

{1
7
|(pe)|2 −

−|(pe)|2(k′p)2+
1

7
(k′p)2+

4

7
(k′p)Re(pe)(k′e∗)−

− 2

35
|(k′e)|2 − 1

35

}
− 3

2

√
5

14π
a222

{2
3
|(pe)|2 −

− (k′p)Re(pe)(k′e∗) +
4

3
(k′p)Re(pe∗)(k′e)−

− 1

9
|(k′e)|2 − 1

2
(k′p)2 − 1

18

}
−

− 1

4

√
3

2π
a112

{
(k′p)2 − 2(k′p)Re(pe)(k′e) +

+
2

3
|(k′e)|2 − 1

3

}
− 1√

2π
Re a202

{
|(pe)|2 −

− (k′p)Re(pe)(k′e∗)− 1

3
|[k′e]|2

}
+

+
1

2
√
2π

Im a202 ξ(pk
′)(p,k,k′) +

+

√
5

4
√
2π

(
Re a122 (|[pk′]|2 − 2|pe|2)−

− 2 Im a122 ξRe(pk
′)(p,k,k′)

)
+

+
1

12
√
5π
a220
{
7− |(k′e)|2

}
+

+
1

4
√
3π
a110
{
1+ |(k′e)|2

}
+

1

6
√
π
a000 |[k′e]|2, (23)

де iндекс a («angular») вказує на те, що це є кутовий
розподiл.

У формулi (23) є доданки, лiнiйнi за ступенями
циркулярної поляризацiї ξ. Таким чином, кутовий
розподiл розсiяного випромiнювання при комптон-
ефектi на зв’язаному електронi залежить вiд того,
лiво- чи право- циркулярно поляризованим був по-
чатковий фотон (ξ = ∓1). Це явище так званого
кругового (циркулярного) дихроїзму. При комптон-
ефектi на вiльному електронi зазначене явище вiд-
сутнє [1; 2].

Розсiяння частково поляризованого фотона

Узагальнимо вираз (23) на випадок, коли почат-
ковий фотон є частково поляризованим. Для опису
поляризацiї плоскої монохроматичної хвилi вико-
ристовують, як добре вiдомо, три параметри Сто-
кса [9]: ступiнь циркулярної поляризацiї ξ2 та два
ступенi лiнiйної поляризацiї ξ1, ξ3. Якщо ξ21 + ξ22 +
+ ξ23 = 1, то фотон є повнiстю поляризованим i
його поляризацiю можна задавати вектором e, як
це й було зроблено в попереднiх роздiлах цiєї ро-
боти, причому параметр ξ в (23) збiгається з ξ2.
Частковiй поляризацiї вiдповiдає ξ21 + ξ22 + ξ23 < 1,
а для неполяризованого фотона ξ1 = ξ2 = ξ3 = 0.

У роботi [10] було показано, що перехiд вiд пов-
ної до часткової поляризацiї фотона в перерiзi будь-
якого елементарного фотопроцесу виконується та-
ким способом:

dσ = dσnp +
1

2
ξ1
[
dσ(eπ

4
)− dσ(e 3π

4
)
]
+

+
1

2
ξ2
[
dσ(e+1)− dσ(e−1)

]
+

+
1

2
ξ3
[
dσ(ex)− dσ(ey)

]
. (24)

Тут dσ(e) — вiдповiдний перерiз для повнiстю по-
ляризованого фотона з вектором поляризацiї e,

dσnp =
1

2

∑

λ

dσ(eλ)

— перерiз для неполяризованого фотона (пiдсумо-
вування ведеться за двома взаємно ортогональни-
ми поляризацiями за формулою, аналогiчною (22)),
e±1 — вектори правої (лiвої) циркулярної поляри-
зацiї, ex,y — дiйснi вектори лiнiйної поляризацiї
вздовж осей OX та OY ; eϕ — дiйсний вектор лi-
нiйної поляризацiї пiд кутом ϕ до осi OX (вiсь
OZ — спрямована вздовж поширення хвилi, тобто
вздовж вектора k).

Для запису кутового розподiлу розсiяного ви-
промiнювання у випадку розсiяння частково поля-
ризованого фотона виходимо з (23) та вiдповiдно
до (24) спочатку знаходимо кутовий розподiл для
розсiяння неполяризованого фотона:

dσa;np
dΩ′dΩpdω′

=
1

2

[
3

4

√
35

2π
a224

{1
7
|[kp]|2 −

− 1

7
(k′p)2 + (k′p)2(kp)2 −

−4

7
(k′p)(kp)(kk′)− 2

35

(
|[k′k]|2 + 1

)}
−

−3

2

√
5

14π
a222

{2
3
|[kp]|2 − 2

3
(k′p)2 −

−1

3
(k′p)(kp)(k′k)

}
− 1

9

(
|[k′k]|2 + 1

)
−

− 1

2

√
3

2π
a112

{
(k′p)(kp)(k′k) +

1

3
|[k′k]|2 − 1

3

}
−

− 1√
2π

Rea202

{
|[kp]|2 − (k′p)2 +

+(k′p)(kp)(k′k)− 1

3

(
2− |[k′k]|2

)}
+

+

√
5

2
√
2π

Re a122
(
|[pk]|2 + |pk′|2

)
+

+
1

12
√
5π
a220
(
14− |[k′k]|2

)
+

+
1

4
√
3π
a110
(
2− |[k′k]|2

)
+

+
1

6
√
π
a000
(
2− |[k′k]|2

)]
. (25)
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Далi виписуємо вираз для так званого першого
лiнiйного дихроїзму:

dσa(eπ
4
)

dΩ′dΩpdω′
−

dσa(e 3π
4
)

dΩ′dΩpdω′
=

=
3

4

√
35

2π
a224

{1
7

(
|(peπ

4
)|2 − |(pe 3π

4
)|2
)
−

− (k′p)2
(
|(peπ

4
)|2 − |(pe 3π

4
)|2
)
+

+
4

7
(k′p)

(
(k′e∗π

4
)(peπ

4
)− (k′e∗3π

4
)(pe 3π

4
)
)
−

− 2

35
·
(
|(k′eπ

4
)|2 − |(k′e 3π

4
)|2
)}

−

− 3

2

√
5

14π
a222

{2
3

(
|(peπ

4
)|2 − |(pe 3π

4
)|2
)
−

− (k′p)
(
(peπ

4
)(k′e∗π

4
)− (pe 3π

4
)(k′e∗3π

4
)
)
+

+
4

9
(k′p)

(
Re(pe∗π

4
)(k′eπ

4
)−Re(pe∗3π

4
)(k′e 3π

4
)
)}

−

− 1

2

√
3

2π
a112

{2
3

(
|(k′eπ

4
)|2 − |(k′e 3π

4
)|2
)
−

− 2(k′p)
(
(peπ

4
)(k′eπ

4
)− (pe 3π

4
)(k′e 3π

4
)
)}

+

+

√
5

2
√
2π

Re a122
(
|(peπ

4
)|2 − |(pe 3π

4
)|2
)
+

+
1√
2π

Re a202
{
(|(peπ

4
)|2 − |(pe 3π

4
)|2)−

− (k′p)((peπ
4
)(k′e∗π

4
)− (pe 3π

4
)(k′e∗3π

4
))−

− 3(|(keπ
4
)|2 − |(ke 3π

4
)|2)
}
−

−
(
|(k′eπ

4
)|2 − |(k′e 3π

4
)|2
)
×

×
( 1

12
√
5π
a220 − 1

4
√
3π
a110 − 1

6
√
π
a000

)
. (26)

Аналогiчно (26) записується вираз для
[dσ(ex)− dσ(ey)].

Вираз для так званого кругового дихроїзму в ку-
товому розподiлi розсiяного випромiнювання має
зовсiм простий вигляд, як випливає з (23):

dσa(e+1)

dΩ′dΩpdω′
− dσa(e−1)

dΩ′dΩpdω′
=

=
1√
2π

(pk′)(p,k,k′)
(
Im a202 +

√
5

2
Im a122

)
. (27)

Шуканий вираз для кутового розподiлу розсiяного
випромiнювання тепер легко записується за допо-
могою (25)–(27) i вiдповiдно до загальної форму-
ли (24).

Наступним кроком у теоретичному дослiдженнi
комптон-розсiяння на зв’язаному електронi є зна-
ходження динамiчних параметрiв al1l2L для конкрет-
ної атомної системи, але в цiй роботi ця задача не
розглядається.

Одержанi в роботi вирази для диференцiально-
го перерiзу процесу комптон-ефекту на зв’язаному

електронi i кутового розподiлу розсiяного випромi-
нювання в межах застосовностi дипольного набли-
ження мають загальний характер, не залежать вiд
типу атомарної мiшенi та можуть використовува-
тись для подальших теоретичних розрахункiв про-
цесу розсiяння фотона, що супроводжується iонi-
зацiєю атома, а також для аналiзу експерименту.

Додаток

Для того щоб переписати скалярнi добутки не-
звiдних тензорiв, утворених з векторiв p, e та e′

у (6), через скалярнi i векторнi добутки цих векто-
рiв, у роботi використано такi кориснi спiввiдно-
шення, наведенi нижче.

Якщо L = l1 = l2 = 0, то добутки двох не-
звiдних тензорiв нульового рангу {e ⊗ e′∗}00 та
{e∗ ⊗ e′}00 у (6) записуються через скалярнi до-
бутки векторiв [8]:

{a⊗ b′∗}00 = − 1√
3
ab′∗. (28)

Коли L = 0, l1 = l2 = 1, то використовуєть-
ся правило для запису незвiдного тензора першого
рангу через векторнi добутки [8]:

{a⊗ b}1 =
i√
2
[a× b]. (29)

Коли L = 0, l1 = l2 = 2, то маємо [8]

{{a⊗ b}2 ⊗ {c⊗ d}2}0 =

=
1√
5

[1
2
(ac)(bd) +

+
1

2
(ad)(bc)− 1

3
(ab)(cd)

]
. (30)

Скаляр, що входить у (6), при L = 2, l1 = 0,
l2 = 2 iз врахуванням виразiв (4), (7), можна запи-
сати за допомогою тотожностей (28), (30).

(
{a⊗ b}2 · {{c⊗ d}0 ⊗ {e⊗ f}2}2

)
=

= {c⊗ d}0{a⊗ b}2 · {e⊗ f}2. (31)

Аналогiчно розкривається скаляр при L = 2,
l1 = 2, l2 = 0.

Усi iншi скалярнi добутки розписуються з (6)
за допомогою тотожностей, отриманих у робо-
тах [11; 12]:

(
{a⊗ b}2 · {{c⊗ d}2 ⊗ {e⊗ f}2}2

)
=

= −
√

3

7

{1
4

[
(ac)(bf)(ed) + (ac)(be)(df) +

+ (ad)(bf)(ce) + (ad)(eb)(cf) +
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+ (ae)(bd)(cf) + (af)(bd)(ce) +

+ (af)(bc)(ed)
]
− 1

3

[
(ab)(ed)(cf) +

+ (ab)(df)(ce) + (cd)(ae)(bf) +

+ (cd)(af)(be) + (ef)(ac)(bd) +

+ (ef)(ad)(bc)
]
+

4

9
(ab)(cd)(ef)

}
, (32)

(
{{{p⊗p}2⊗p}3⊗p}4 ·{{a⊗b}2⊗{c⊗d}2}4

)
=

= (pa)(pb)(pc)(pd) −

− 1

7

[
(pa)(pc)(dd) + (pa)(pd)(bc) +

+ (pb)(pc)(ad) + (pb)(pd)(ac) +

+ (pa)(pb)(cd) + (pc)(pd)(ab)
]
+

+
1

35

[
(ac)(bd) + (ad)(bc) + (ab)(cd)

]
, (33)

(
{a⊗ b}2 · {{c⊗ d}1 ⊗ {e⊗ f}2}2

)
=

=
1

4
√
3

{
(ac)(bf)(de) + (ac)(be)(df)−

− (ad)(bf)(ce) − (ad)(be)(cf) +

+ (af)(bc)(de) + (ae)(bc)(df)−

− (af)(bd)(ce) − (ae)(bd)(cf)
}
. (34)

Тотожностi (32), (34) одержанi в роботi [11],
а (33) — в [12].
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M. Agre, D. Prosvirnova

KINEMATICS OF COMPTON EFFECT ON A BOUND ELECTRON

On the basis of general symmetry consideration the geometric part and dynamic parameters are separated

in the analytical expression for differential cross section of Compton scattering on a bound electron. The

analytical expression for the angular distribution of the scattered radiation is also derived. The polarization

of the incoming photon can be arbitrary and in general case of partial polarization is specified by Stokes’

parameters. The feature peculiar to the scattering on a bound electron and consisting in dependence of

Compton scattering intensity on the sign of degree of circular polarization of incoming photon is found that

leads to the circular dichroism effect — the difference of scattering intensity for right-hand and left-hand

polarized photons.

Keywords: differential cross section, angular distribution, irreducible tensor, polarization, photon, circular
dichroism.
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