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1. Поняття метричного генератора i метричної
розмiрностi простих графiв було введено у 2000 ро-
цi в статтi [1]. Метричнi генератори використову-
ються в задачах перевiрки iзоморфностi графiв, у
задачах пошуку пiдпростору, iзометричного дано-
му, для пошуку iзометрiй метричного простору, що
є розширенням iзометрiї фiксованого пiдпростору,
в робототехнiцi тощо [2–6].

При дослiдженнi метричних генераторiв гра-
фiв природно виникають задачi характеризацiї ме-
тричної розмiрностi певних родин графiв, а також
опис родин, для яких метрична розмiрнiсть буде
дорiвнювати наперед заданому числу. Так, у ро-
ботi [2] наведено явну формулу, використовуючи
яку можна обчислити метричну розмiрнiсть дерев,
а в статтi [3] доведено, що простий граф має ме-
тричну розмiрнiсть 1 тодi i тiльки тодi, коли вiн є
ланцюгом. Також в [3] охарактеризовано всi графи,
заданi на множинi вершин потужностi n, що мають
метричну розмiрнiсть n− 2 (розмiрнiсть n− 1 має
тiльки повний граф на n вершинах). Вiдомо також
(див. [4]), що метрична розмiрнiсть простого циклу
дорiвнює 2.

У цiй статтi ми охарактеризуємо деякi родини
унiциклiчних графiв, що мають метричну розмiр-
нiсть 2.

2. У статтi розглядатимемо простi графи, тобто
графи без кратних ребер i петель, з неорiєнтовни-
ми ребрами. Множину ребер такого графа можна
ототожнити з пiдмножиною множини всiх двоеле-
ментних пiдмножин множини вершин.

Нехай G = (V,E, ∂E) — простий граф з мно-
жиною вершин V , |V | < ∞, i множиною ребер E.
За графом G однозначно визначається метричний
простiр (V, dG), визначений на множинi вершин V ,
метрика dG мiж двома довiльними вершинами v1
i v2 дорiвнює 0, якщо v1 = v2, i довжинi найко-
ротшого шляху, що з’єднує вершини v1 i v2, якщо
v1 6= v2.

Листком називається вершина графа, яка має
степiнь 1. Внутрiшнiми називаються вершини, що
мають степiнь не менший нiж 3. Внутрiшня верши-
на v близька до листка l, якщо немає iнших вну-
трiшнiх вершин, ближчих до цього листка, тобто
немає iнших внутрiшнiх вершин у найкоротшому
шляху, що з’єднує v i l.

Внутрiшню вершину графа G називатимемо
2-листковою, якщо їй вiдповiдають рiвно 2 листки.

Простий граф називається унiциклiчним, якщо
вiн мiстить рiвно 1 цикл.
Означення 1. Вершина t роздiляє вершини x i y,
якщо виконується така нерiвнiсть:

dG(t, x) 6= dG(t, y).

Означення 2. Множина M ⊂ V називається ме-

тричним генератором графаG, якщо для будь-якої
пари вершин з V iснує t ∈ M , яка роздiляє цi вер-
шини. Метричним базисом називається метричний
генератор графа G, що складається з найменшої
кiлькостi вершин.

Кiлькiсть вершин у метричному базисi назива-
ється метричною розмiрнiстю графа G i познача-
ється dimG.

3. У статтi [4] було доведено, що для довiль-
ного n простий цикл, який мiстить n вершин, має
метричну розмiрнiсть 2. Покажемо, що деякi ро-
дини графiв, якi мають подiбну структуру, також
мають метричну розмiрнiсть 2.
Твердження 1. Нехай G — унiциклiчний зв’язний

граф, що мiстить одну вершину степеня 3. Тодi

dimG = 2.
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Рис. 1

Доведення. Зрозумiло, що якщо граф G мiстить
цикл, то його розмiрнiсть не може бути менша
нiж 2.

Оскiльки G — унiциклiчний зв’язний граф, то
єдина його вершина степеня 3 належить циклу.
Пронумеруємо вершини графаG, починаючи з вер-
шини степеня 3 (див. рис. 1), i позначимо сим-
волами v1, . . . , vm вершини, що належать циклу,
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w1, . . . , wn — вершини ланцюга. Розглянемо такi
можливi випадки:

1. Припустимо, що iснує деяке натуральне
k > 1, для якого m = 2k + 1.

Тодi як базис вiзьмемо вершини vk+1 i vk+2.
Тодi для довiльних вершин графа u i w, якщо

dG(u, vk+1) = dG(w, vk+1),

то, оскiльки вершини vk+1 i vk+2 сусiднi i розта-
шованi «симетрично» в циклi вiдносно вершини v1,
випливатиме, що

dG(u, vk+2) 6= dG(w, vk+2).

Зауважимо також, що довiльна з вершин vk+1

i vk+2 буде роздiляючою для вершин w1, . . . , wn

ланцюга.
2. Випадок m = 2k розглядається аналогiчно,

але як роздiляючi вершини можемо взяти пару
(vk, vk+1) або (vk+1, vk+2).
Твердження 2. Нехай G — унiциклiчний граф, що

має двi вершини степеня 3, причому одна з них на-

лежить циклу, а друга — поза ним. Тодi dimG = 2.
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Рис. 2

Доведення. Граф G мiстить цикл, а отже, його роз-
мiрнiсть не може бути менша двох. Покажемо,
що метричний базис графа складатиметься з двох
вершин.

Припустимо, що w i w′ — вершини степеня 3 в
циклi i поза ним вiдповiдно. З вершини w′ можуть
починатись лише два ланцюги, оскiльки вона має
степiнь 3. Позначимо символом x один з листкiв
графа G. Вершина x буде роздiляючою для всiх то-
чок ланцюга, для якого вона є початком, i шляху
вiд вершини x до вершини w. Оскiльки для того,
щоб роздiлити всi вершини циклу, достатньо взяти
двi сусiднi вершини, то виберемо в метричний ба-
зис вершину v, що є сумiжною з w, i вершину x.
Вершина x не роздiлятиме вершини, розташованi
на однаковiй вiдстанi вiд вершини w′, а також вер-
шини, розташованi «симетрично» в циклi вiдносно
вершини w. Легко перевiрити, що цi вершини роз-
дiляє v. Отже, dimG = 2.

Нехай, як i ранiше, G = (V,E) — унiциклiчний
граф. Символом V1 позначимо пiдмножину всiх
вершин графа G, що належать циклу.
Означення 3. Говоритимемо, що вершина u ∈
∈ V \V1 графа G проектується у вершину w ∈ V1,
якщо для довiльної вершини q ∈ V1 виконується
нерiвнiсть:

dG(u,w) < dG(u, q).

Для довiльних двох вершин u, v графа G, якщо
u, v ∈ V1, то iснує два шляхи в циклi, що з’єднують
цi вершини. Позначимо їх P1 i P2, а їх довжини —
dG(P1)(u, v) i dG(P2)(u, v) вiдповiдно.
Означення 4. Говоритимемо, що вершини u i v
розташованi симетрично в графi G, якщо має
мiсце рiвнiсть:

dG(P1)(u, v) = dG(P2)(u, v),

i є майже симетричними, якщо

dG(P1)(u, v) = dG(P2)(u, v) + 1,

де P1, P2 — шляхи, що з’єднують u i v.
Теорема 3. Нехай G = (V,E) — унiциклiчний граф

i dimG = 2. Тодi iснує не бiльше двох вершин у

циклi, в якi можуть проектуватися вершини сте-

пеня 3, що лежать поза циклом.
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Рис. 3

Доведення. Нехай w, q — вершини унiциклiчного
графа G, що належать циклу i в якi проектують-
ся вершини степеня 3 поза циклом. Зрозумiло, що
обидвi вершини w, q мають степiнь 3.

Припустимо, що в графi G є n вершин
u1, . . . , un степеня 3 поза циклом, якi проектують-
ся в w, i k вершин p1, . . . , pk, що проектуються
в q. Вершини un i pk є 2-листковими. Виберемо
до базису листки v1 i t1, що близький до un i pk
вiдповiдно (див. рис. 3). Покажемо, що вершини v1
i t1 утворюють метричний базис графа G. Для того
щоб роздiлити всi вершини циклу, достатньо взяти
двi його вершини, не розташованi в циклi симе-
трично.
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Оскiльки листок v1 з’єднаний ланцюгом з w,
а t1 — з q, то v1 i t1 будуть роздiляти тi вер-
шини в циклi, що й w i q. Вершини w i q
не розташованi в циклi симетрично, а тому t1
i v1 роздiлятимуть вершини циклу. Решта вершин
u1, . . . , un−1, p1, . . . , pk−1 мають по одному листку.
Вершина v1 не роздiлятиме вершини, розташованi
на однаковiй вiдстанi вiд вершин u1, . . . , un−1, але
їх роздiлятиме вершина t1. Аналогiчно вершина t1
не роздiлятиме вершини, розташованi на однаковiй
вiдстанi вiд вершин p1, . . . , pk−1, але їх роздiляти-
ме вершина v1. Отже, можуть iснувати двi вершини
в циклi унiциклiчного графаG, в якi може проекту-
ватись довiльна кiлькiсть вершин степеня 3, у ви-
падку dimG = 2.

Припустимо тепер, що iснує ще одна вершина h
в циклi унiциклiчного графа G, в яку проектується
вершина p степеня 3 поза циклом. Вершина p є
2-листковою. Позначимо вiдповiднi їй листки сим-
волами p1, p2. Жодна з вершин u1 i v1 їх не роздi-
лятиме, а тому в цьому випадку виконуватиметься
нерiвнiсть:

dimG > 2.

Що й доводить твердження теореми.
Теорема 4. Нехай G — унiциклiчний граф, утво-

рений склеюванням вершини простого циклу C i

листка дерева T . Тодi

dimG ≥ dim T.

Доведення. Метричний базис графа G повинен
роздiляти вершини дерева T . Вiдстань вiд довiль-
ної вершини циклу до деякої вершини дерева бу-
де бiльшою на деяке натуральне число вiд вiдстанi
вiд листка дерева, за яким вiдбувалося склеювання,
до вершини дерева. А тому метрична розмiрнiсть
графа G буде не меншою за метричну розмiрнiсть
дерева T .

Зауважимо, що у твердженнi теореми 4 може
бути як строга нерiвнiсть, прикладом є тверджен-
ня 1, так i досягатись рiвнiсть, як у твердженнi 2.

З теореми 4 безпосередньо випливає
Наслiдок 5. Якщо G — унiциклiчний граф i

dimG = 2, то G не мiстить поза циклом вершин

степеня строго бiльшого, нiж 3.

Доведення. Доведення випливає з теореми 4 i фор-
мули обчислення метричної розмiрностi дерев, до-
веденої в роботi [2].

4. Залежно вiд кiлькостi вершин у циклi гра-
фа будемо розрiзняти парнi та непарнi унiциклiчнi
графи.
Означення 5. Унiциклiчний граф G називатиме-
мо непарним, якщо вiн мiстить непарну кiлькiсть
вершин у циклi, i парним — в iншому випадку.

Опишемо ще декiлька родин графiв, метрична
розмiрнiсть яких дорiвнює 2.

Твердження 6. Нехай G — непарний унiциклiчний

граф, у якого степiнь довiльної вершини не переви-

щує 3, причому всi вершини степеня 3 належать

циклу. Тодi

dimG = 2.
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Рис. 4

Доведення. Пронумеруємо вершини циклу гра-
фа G i позначимо їх v1, . . . , v2k+1. Також по-
значимо w1

1 , . . . , w
n1
1 — вершини першого лан-

цюга, w1
2 , . . . , w

n2
2 — вершини другого ланцюга,

w1
2k+1, . . . , w

n2k+1

2k+1 — вершини останнього ланцю-
га. Виберемо пару вершин v1, vk+1. Покажемо, що
вони утворюють метричний базис графаG. Верши-
ни v1, vk+1 є майже симетричними в циклi, тому тi
вершини, якi не будуть роздiлятись вершиною v1,
будуть роздiлятись vk+1, i навпаки. Крiм того, вер-
шини, якi не роздiлятиме v1, такi як v3 i w1

2 , також
роздiлятимуться вершиною vk+1, i навпаки, вер-
шини, що не роздiлятимуться vk+1, роздiлятимуть-
ся v1. Отже, dimG = 2.
Теорема 7. Нехай G — непарний унiциклiчний

граф. Тодi якщо iснує не бiльше двох вершин у циклi

графа G, в якi можуть проектуватися вершини

степеня 3, що лежать поза циклом графа G, то

dimG = 2.

Доведення. Доведення цiєї теореми безпосередньо
випливає з доведення теореми 3 i того факту, що
якщо в циклi графа непарна кiлькiсть вершин, то
вершини, в якi проектуються вершини степеня 3,
що лежать поза циклом, не можуть бути симетрич-
ними в циклi.
Твердження 8. Нехай G — парний унiциклiчний

граф, причому в циклi графаG є рiвно двi вершини,

що мають степiнь 3. Тодi якщо dimG = 2, то цi

вершини не можуть бути симетричними в циклi.

Доведення. Нехай маємо парний граф G, у якому
вершини u, v проектуються у вершини w, t вiдпо-
вiдно. Припустимо, що вершини w i t є симетрич-
ними в циклi. Вершини u, v є 2-листковими, тому
для того, щоб вершини, що є листками для цих
вершин, роздiлялись, у метричний базис графа G
потрiбно вибрати листки v1 i u1, що вiдповiдають
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вершинам v i u вiдповiдно. Оскiльки w i t є си-
метричними в циклi, то iснують такi вершини p, q,
що виконуються рiвностi:

dG(p, w) = dG(q, w),

dG(p, t) = dG(q, t).

Але тодi виконуватимуться також рiвностi:

dG(p, v1) = dG(q, u1),

dG(p, v1) = dG(q, u1).

Звiдси випливає, що v1 i u1 не будуть роздiляючими

для p, q. Отже,

dimG > 2.

А тому наше припущення неправильне, що й до-
водить твердження.

Безпосередньо з цього твердження, а також з
доведення теореми 3 отримуємо
Наслiдок 9. Нехай G — парний унiциклiчний граф,

що мiстить двi вершини степеня 3 в циклi i не мi-

стить жодної вершини степеня бiльшого, нiж 3

поза циклом. Тодi якщо вершини степеня 3 несиме-

тричнi в циклi, то dimG = 2.
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M. Dudenko

UNICYCLIC GRAPHS WITH METRIC DIMENSION 2

Some families of unicyclic graphs with metric dimension 2 are characterized.
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