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ГЕОМЕТРIЯ ТА ОСНОВИ МЕТРИЧНОЇ ТЕОРIЇ
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ОДИНИЧНОГО ПIВIНТЕРВАЛУ

У роботi вводиться однопараметричне зображення дiйсного числа одиничного пiвiнтервалу, алфа-

вiтом якого є множина натуральних чисел, а кодування чисел здiйснюється за допомогою знакопоче-

режних рядiв та їх частинних сум; вивчається геометрiя цього зображення (властивостi цилiндрiв);

закладаються основи метричної теорiї.
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не метричне вiдношення, мiра Лебега, множина канторiвського типу.

Вступ

Вважаючи вiдомою теорiю дiйсних чисел (на-
приклад, у формi дедекiндових перерiзiв (теорiя
Р. Дедекiнда) або границь фундаментальних по-
слiдовностей (Г. Кантор) чи s-кових рядiв (теорiя
К. Вейєрштраса), легко ввести формальне зобра-
ження числа, закодувавши (зобразивши) його засо-
бами наперед заданого скiнченного або нескiнчен-
ного алфавiту. Таких систем зображення сьогоднi
в математицi та її застосуваннях iснує багато. Ли-
ше двосимвольних систем використовується бiль-
ше двох десяткiв [1].

Нескiнченно-символьнi системи зображення
(наприклад, кодування чисел засобами елементар-
них ланцюгових дробiв [2], рядiв Люрота [3; 4], Ен-
геля [5], Сильвестера [6], Остроградського — Сер-
пiнського — Пiрса [7] тощо) мають свою специфiку,
породжують своєрiдну геометрiю i розширюють
коло застосовностi. Вказанi зображення мають не-
самоподiбну геометрiю, що породжує значнi труд-
нощi при побудовi i розвитку їх метричної теорiї.

У цiй роботi ми пропонуємо ще одну систему
кодування дробової частини дiйсного числа засоба-
ми нескiнченного алфавiту, залежну вiд одного па-
раметра q ∈ (0, 1) з N -самоподiбною геометрiєю,
яку ми вивчаємо. Для цiєї системи зображення ми
вказуємо на природнiсть її походження i розв’язу-
ємо ряд тополого-метричних задач.

∆q-зображення дробової частини
дiйсного числа

Нехай (0; 1) ∋ q — фiксоване число.
Теорема 1. Для будь-якого x ∈ (0; 1] iснує скiнчен-

ний набiр (a1, a2, . . . , am) або послiдовнiсть (an)
натуральних чисел таких, що

x = qa1−1 − (1− q)qa1+a2−2 + . . .+

+ (1 − q)2k−2qa1+a2+...+a2k−1−(2k−1) −

− (1− q)2k−1qa1+a2+...+a2k−2k + . . . =

=
∑

k

(Ak −A′
k), (1)

де

Ak = (1 − q)2k−2qa1+a2+...+a2k−1−(2k−1),

A′
k = (1 − q)2k−1qa1+a2+...+a2k−2k.

Доведення. Нехай x — довiльне число з (0; 1].
Оскiльки (0; 1] =

⋃∞
n=1(q

n; qn−1], то очевидно, що
iснує a1 ∈ N таке, що

qa1 < x ≤ qa1−1,

qa1 − qa1−1 < x− qa1−1 ≡ x1 ≤ 0,

−(1− q)qa1−1 < x1 ≤ 0.

Якщо x1 = 0, то x = qa1−1. Нехай x1 6= 0. Оскiльки

x1 ∈
(
−(1− q)qa1−1; 0

]
=

=

∞⋃

n=1

(
−(1− q)qa1+(n−1)−1;−(1− q)qa1+n−1

]
,

то очевидно, що iснує a2 ∈ N таке, що

−(1− q)qa1+a2−2 ≤ x1 < −(1− q)qa1+a2−1,

0 ≤ x2 ≡ x1 + (1− q)qa1+a2−2 < (1− q)2qa1+a2−2,

0 ≤ x2 < (1 − q)2qa1+a2−2.

Якщо x2 = 0, то x = qa1−1−(1−q)qa1+a2−2. Якщо
ж x2 6= 0, то |x2| < (1 − q)2qa1+a2−2.

Оскiльки

x2 ∈
(
0; (1− q)2qa1+a2−2

]
=

=

∞⋃

n=1

(
(1−q)2qa1+a2+n−1; (1−q)2qa1+a2+(n−1)−1

]
,

то iснує a3 ∈ N таке, що

(1− q)2qa1+a2+a3−2 < x2 ≤ (1 − q)2qa1+a2+a3−3,
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−(1− q)3qa1+a2+a3−3 <

< x2 − (1− q)2qa1+a2+a3−3 ≡ x3 ≤ 0,

−(1− q)3qa1+a2+a3−3 < x3 ≤ 0.

Якщо x3 = 0, то

x = qa1−1− (1− q)qa1+a2−2+(1− q)2qa1+a2+a3−3.

Якщо x3 6= 0, то |x3| < (1− q)3qa1+a2+a3−3. I т. д.
Якщо при деякому натуральному k xk = 0, то

отримаємо скiнченний розклад числа x. Якщо ж
xk 6= 0 для жодного k ∈ N, то матимемо нескiн-
ченний, але збiжний процес, оскiльки q ∈ (0; 1), а
отже, xk → 0 при k → ∞. I тому

x =

∞∑

k=1

(
(1 − q)2k−2qa1+a2+...+a2k−1−(2k−1) −

− (1− q)2k−1qa1+a2+...+a2k−2k
)
,

що й треба було довести.
Подання числа x у формi суми (1) називаєть-

ся його ∆q-представленням, а його символiчний
запис ∆q

a1a2...an...
у випадку нескiнченної суми та

∆q

a1a2...an(0)
у випадку скiнченного розкладу —

∆q-зображенням (зауважимо, що перiод (0) у наве-
деному скороченому записi є чисто символiчним).
Це зображення є однопараметричним узагальнен-
ням ∆♯-зображення дiйсних чисел [8; 9] при q = 1

2 .

Задача, яка приводить до поняття
∆q-зображення

Розглядається випадкова величина ξ, представ-
лена елементарним ланцюговим дробом

ξ = [0; η1, η2, . . .],

елементи ηn якого утворюють послiдовнiсть неза-
лежних однаково розподiлених випадкових вели-
чин, якi набувають значень 1, 2, 3, . . . , k, . . . з ймо-
вiрностями (1 − q), (1 − q)q, . . . , (1 − q)qk−1, . . . ,
для будь-якого q ∈ (0; 1) вiдповiдно.

Знайдемо вираз функцiї розподiлу Fξ випадко-
вої величини ξ. Оскiльки згiдно з означенням

Fξ(x) = P{ξ < x},

то проаналiзуємо подiю {ξ < x} i виразимо її ймо-
вiрнiсть.

Враховуючи геометрiю ланцюгового представ-
лення (зображення) чисел, маємо

{ξ < x} = {η1 > a1(x)}∪
∪{η1= a1(x)∧η2 < a2(x)}∪ . . .∪
∪{ηi= ai(x) при i=1,2k−1∧η2k <a2k(x)}∪
∪{ηi= ai(x) при i=1,2k∧η2k+1>a2k+1(x)}∪ . . . ,

де подiї в об’єднаннi попарно несумiснi.

Враховуючи незалежнiсть випадкових вели-
чин ηn, знайдемо вирази ймовiрностей подiй, якi
беруть участь в останньому об’єднаннi:

P{η1 > a1(x)} =
∞∑

n=1

P{η1 = a1(x) + n} =

=

∞∑

n=1

(1 − q)qa1(x)+n−1 = qa1(x);

P{ηi = ai(x) при i = 1, 2k−1 ∧ η2k < a2k(x)} =

=

2k−1∏

i=1

P{ηi = ai(x)} ·
a2k(x)−1∑

j=1

P{η2k = j} =

=

2k−1∏

i=1

(1− q)qai(x)−1 ·
a2k(x)−1∑

j=1

(1− q)qj−1 =

= (1 − q)2k−1qa1+a2+...+a2k−1−(2k−1) ×
× (1 − qa2k−1) =

= (1 − q)2k−1qa1+a2+...+a2k−1−(2k−1) −
− (1− q)2k−1qa1+a2+...+a2k−1+a2k−2k;

P{ηi = ai(x) при i = 1, 2k ∧ η2k+1 > a2k+1(x)} =

=
2k∏

i=1

P{ηi = ai(x)} ·
∞∑

j=a2k+1(x)+1

P{η2k+1 = j} =

=

2k∏

i=1

(1− q)qai(x)−1 ·
∞∑

j=a2k+1(x)+1

(1− q)qj−1 =

= (1− q)2kqa1+a2+...+a2k−2k · qa2k+1 =

= (1− q)2kqa1+a2+...+a2k+a2k+1−2k.

Тодi

P{ξ < x} = qa1 +

∞∑

k=1

[
(1 − q)2k−1×

× qa1+...+a2k−1−(2k−1) −
− (1− q)2k−1qa1+a2+...+a2k−1+a2k−2k +

+ (1− q)2kqa1+a2+...+a2k+a2k+1−2k
]
=

= qa1 + (1− q)qa1−1 − (1− q)qa1+a2−2 +

+ (1− q)2 · qa1+a2+a3−2 +

+ (1− q)3 · qa1+a2+a3−3 −
− (1− q)3 · qa1+a2+a3+a4−4 +

+ (1− q)4 · qa1+a2+a3+a4+a5−4 + . . . =

= qa1−1 − (1− q)qa1+a2−2 +

+ (1− q)2qa1+a2+a3−3 −
− (1− q)3qa1+a2+a3+a4−4 + . . .+

+ (1− q)2k−2qa1+a2+...+a2k−1−(2k−1) −
− (1− q)2k−1qa1+a2+...+a2k−2k + . . . =
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=

∞∑

k=1

(
(1 − q)2k−2qa1+a2+...+a2k−1−(2k−1) −

− (1 − q)2k−1qa1+a2+...+a2k−2k
)
.

Таким чином, вираз значення функцiї розподi-
лу Fξ(x) в iррацiональних точках x iнтервалу (0; 1)
є ∆q-представленням числа x.

Геометрiя цилiндричного ∆q-зображення
дiйсних чисел

Означення 1. Нехай (c1, c2, . . . , cm) — впорядко-
ваний набiр натуральних чисел.

Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm нази-
вається множина ∆q

c1c2...cm
чисел x ∈ (0, 1], якi ма-

ють ∆q-зображення таке, що ai(x) = ci, i = 1,m.
Цилiндри мають такi властивостi:

1.
⋃∞

c1=1 . . .
⋃∞

cm=1 ∆
q
c1c2...cm

= (0, 1], ∀m ∈ N;

2. ∆q
c1c2...cm

=
⋃∞

i=1 ∆
q
c1c2...cmi;

3. inf ∆q
c1c2...c2k−1i

= sup∆q

c1c2...c2k−1(i+1);

sup∆q
c1c2...c2ki

= inf ∆q

c1c2...c2k(i+1);

4. Для дiаметра цилiндра виконується рiвнiсть
d(∆q

c1c2...cm
) = (1− q)m · qc1+c2+...+cm−m;

5. Цилiндри одного рангу не перетинаються або
спiвпадають (рiвнi), причому
∆q

c1c2...cm
= ∆q

c′1c
′

2...c
′

m
⇔ ci = c′i, i = 1,m;

6. Для довiльної послiдовностi (cm), cm ∈ N пе-
рерiз

⋂∞
m=1 ∆

q
c1c2...cm

= x ≡ ∆q
c1c2...cm... є точкою

пiвiнтервалу (0; 1].
Лема 2. Цилiндр ∆q

c1c2...cm
є вiдрiзком, причому

∆q
c1c2...cm

= [a− δ; a], коли m = 2k − 1, i

∆q
c1c2...cm

= [a; a+ δ], коли m = 2k,

де

δ = (1− q)m · qc1+c2+...+cm−m,

a = qc1−1 − (1− q)qc1+c2−2 + . . .+

+ (−1)m−1(1 − q)m−1qc1+c2+...+cm−m.

Доведення. Введемо позначення C ≡ ∆q
c1c2...cm

,
A ≡ [a− δ; a], B ≡ [a; a+ δ].

1. Розглянемо випадок, коли m = 2k− 1. Пока-
жемо, що C ⊂ A.

Нехай x = ∆q
c1c2...cm... — довiльний елемент

множини C, тобто

x = qc1−1 − (1− q)qc1+c2−2 + . . .+

+ (1− q)2k−2qc1+c2+...+c2k−1−(2k−1) −
− (1− q)2k−1qc1+c2+...+c2k−1−(2k−1) ×
× (qa2k−1 − (1 − q)qa2k+a2k+1−2 + . . .)︸ ︷︷ ︸

x2k

.

Тодi

minC = qc1−1 − (1− q)qc1+c2−2 + . . .+

+ (1 − q)2k−2qc1+c2+...+c2k−1−(2k−1) −
− (1 − q)2k−1qc1+c2+...+c2k−1−(2k−1) = a− δ,

що досягається при x2k = q1−1 = 1, а

maxC = qc1−1 − (1 − q)qc1+c2−2 + . . .+

+ (1− q)2k−2qc1+c2+...+c2k−1−(2k−1) = a.

Отже, x ∈ [a− δ; a], а це означає, що C ⊂ A.
Доведемо тепер таке включення: A ⊂ C. Нехай

x ∈ [a− δ; a]. Покажемо, що в цьому випадку або

x = ∆q

c1c2...c2k−1(0)
, або (2)

x = ∆q

c1c2...c2k−1a2ka2k+1...a2k+n(0)
, або (3)

x = ∆q
c1c2...c2k−1a2ka2k+1...

, (4)

де a2k+j ∈ N, тобто, що x ∈ C, а отже, A ⊂ C.
Справдi, якщо x = a, то очевидно, що викону-

ється рiвнiсть (2); якщо x = a− δ, то виконується
рiвнiсть (3), а саме: x = a − δ = ∆q

c1c2...c2k−11(0)
.

Нехай тепер a − δ < x < a. Покажемо, що в цьо-
му випадку ai(x) = ci для всiх i ≤ m = 2k − 1.
Для цього скористаємось методом вiд супротив-
ного. Припустимо, що iснує ai(x) = c′i 6= ci при
i ≤ 2k − 1.

Випадок А. Розглянемо число

x′ = ∆q

c1c2...ci−1c
′

i(0)
.

Тодi або c′i < ci, або c′i > ci, причому або i = 2j−1,
або i = 2j.

A.1. Розглянемо випадок, коли c′2j−1 < c2j−1.
Тодi рiзниця

x′ − a = (1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) −
−
(
(1 − q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1) −

− (1 − q)2j−1qc1+...+c2j−2j + . . .+

+ (1 − q)2k−2qc1+...+c2k−1−(2k−1)
)
≥

≥ (1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) −
− (1 − q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1) > 0.

A.2. Якщо c′2j−1 > c2j−1, то рiзниця

x′ − a = (1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) −
−
(
(1− q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1) −

− (1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j + . . .+

+ (1− q)2k−2qc1+...+c2k−1−(2k−1)
)
≤

≤ (1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) −
− (1− q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1) <

< −(1− q)2k−1 ×
× qc1+...+c2j−1+...+c2k−1−(2k−1) = −δ.
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Отже, число x′ лежить за межами iнтервалу
(a − δ; a). Аналогiчно мiркуючи, можна показати,
що у випадках, коли c′2j < c2j i c′2j > c2j , число x′

також лежить за межами iнтервалу (a−δ; a). Таким
чином, з x ∈ A випливає, що ai(x) = ci для всiх
i ≤ 2k − 1 i має мiсце рiвнiсть (4), тобто x ∈ C.

Випадок B. Розглянемо тепер число

x′ = ∆q

c1c2...ci−1c
′

iai+1...ai+n(0)
.

Тодi також або c′i < ci, або c′i > ci, причому i може
бути парне чи непарне.

B.1. Нехай c′2j−1 > c2j−1. Тодi рiзниця

x′ − a =
(
(1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) −

− (1− q)2j−1qc1+...+c′2j−1+a2j−2j + . . .+

+ (1− q)2(j+n)−2qc1+...+c′2j−1 ×
× qa2j+...+a2(j+n)−1−(2(j+n)−1)

)
−

−
(
(1− q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1) −

− (1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j + . . .+

+ (1− q)2k−2qc1+...+c2k−1−(2k−1)
)
≤

≤ (1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) −
− (1− q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1) <

< −(1− q)2k−1 ×
× qc1+...+c2j−1+...+c2k−1−(2k−1) = −δ.

B.2. Якщо c′2j > c2j , то

x′ − a =
(
−(1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j +

+ (1− q)2jqc1+...+c′2j+a2j+1−(2j+1) + . . .+

+ (1− q)2(j+n)−2qc1+...+c′2j ×
× qa2j+1+...+a2(j+n)−1−(2(j+n)−1)

)
−

−
(
−(1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j +

+ (1− q)2jqc1+...+c2j+1−(2j+1) + . . .+

+ (1− q)2k−2 ×
× qc1+...+c2j+...+c2k−1−(2k−1)

)
≥

≥ −(1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j +

+ (1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j > 0.

Аналогiчно, коли c′2j < c2j i c′2j−1 < c2j−1,
можна показати, що число x′ лежить за межами
iнтервалу (a− δ; a).

Випадок C. Розглянемо тепер число

x′ = ∆q
c1c2...ci−1c

′

iai+1ai+2...
.

У цьому випадку також або c′i < ci, або c′i > ci,
причому i може бути непарним чи парним числом.

С.1. Нехай c′2j < c2j . Тодi рiзниця

x′ − a =
(
−(1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j +

+ (1 − q)2j ×
× qc1+...+c′2j+a2j+1−(2j+1) − . . .

)
−

−
(
−(1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j +

+ (1 − q)2jqc1+...+c2j+1−(2j+1) − . . .+

+ (1 − q)2k−2qc1+...+c2k−1−(2k−1)
)
=

=
(
−(1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j +

+ (1 − q)2j−1qc1+...+c2j−2j
)
+

+
(
(1 − q)2jqc1+...+c′2j+a2j+1−(2j+1) −

− (1 − q)2jqc1+...+c2j+1−(2j+1)
)
− . . . ≤

≤ −(1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j +

+ (1 − q)2j−1qc1+...+c2j−2j <

< −(1− q)2k−1 ×
× qc1+...+c2j−1+...+c2k−1−(2k−1) = −δ.

С.2. При c′2j > c2j рiзниця

x′ − a =
(
−(1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j +

+ (1 − q)2j ×
× qc1+...+c′2j+a2j+1−(2j+1) − . . .

)
−

−
(
−(1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j +

+ (1 − q)2jqc1+...+c2j+1−(2j+1) − . . .+

+ (1 − q)2k−2qc1+...+c2k−1−(2k−1)
)
=

=
(
−(1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j +

+ (1 − q)2j−1qc1+...+c2j−2j
)
+

+
(
(1 − q)2jqc1+...+c′2j+a2j+1−(2j+1) −

− (1 − q)2jqc1+...+c2j+1−(2j+1)
)
− . . . ≥

≥ −(1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j +

+ (1 − q)2j−1qc1+...+c2j−2j > 0.

Аналогiчно можна довести, що число x′ лежить
поза iнтервалом (a − δ; a), коли c′2j−1 > c2j−1 i
c′2j−1 < c2j−1.

Отже, x не може мати зображення, вiдмiнне
вiд (2)–(4), а це означає, що x ∈ C i A ⊂ C. Вра-
ховуючи першу частину доведення, маємо C ⊂ A i
A ⊂ C, тобтоA = C. Таким чином, приm = 2k−1
цилiндр ∆q

c1c2...cm
є вiдрiзком [a− δ; a].

2. Розглянемо тепер випадок, коли m = 2k. По-
кажемо, що C ⊂ B.

Нехай x = ∆q
c1c2...cm... — довiльний елемент

множини C, тобто

x = qc1−1 − (1 − q)qc1+c2−2 +

+ (1 − q)2qc1+c2+c3−3 −
− (1 − q)3qc1+c2+c3+c4−4 + . . .−
− (1 − q)2k−1qc1+c2+...+c2k−2k +
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+ (1− q)2kqc1+c2+...+c2k−2k ×
×
(
qa2k+1−1 − (1 − q)qa2k+1+a2k+2−2 + . . .

)
︸ ︷︷ ︸

x2k+1

.

Тодi

maxC = qc1−1 − (1 − q)qc1+c2−2 + . . .−
− (1− q)2k−1qc1+c2+...+c2k−2k +

+ (1− q)2kqc1+c2+...+c2k−(2k) = a+ δ,

що досягається при x2k+1 = q1−1 = 1, а

minC = qc1−1 − (1− q)qc1+c2−2 + . . .−
− (1− q)2k−1qc1+c2+...+c2k−2k = a.

Отже, x ∈ [a; a+ δ], а це означає, що C ⊂ B.
Доведемо тепер таке включення: B ⊂ C. Нехай

x ∈ [a; a+ δ]. Покажемо, що в цьому випадку або

x = ∆q

c1c2...c2k(0)
, або (5)

x = ∆q

c1c2...c2ka2k+1a2k+2...a2k+n(0)
, або (6)

x = ∆q
c1c2...c2ka2k+1a2k+2...

, (7)

де a2k+j ∈ N, тобто, що x ∈ C, а отже, B ⊂ C.
Справдi, якщо x = a, то очевидно, що викону-

ється рiвнiсть (5); якщо x = a + δ, то виконується
рiвнiсть (6), а саме: x = a + δ = ∆q

c1c2...c2k−11(0)
.

Нехай тепер a < x < a+ δ. Покажемо, що в цьому
випадку ai(x) = ci для всiх i ≤ m = 2k. Для цього
скористаємось методом вiд супротивного. Припу-
стимо, що iснує ai(x) = c′i 6= ci при i ≤ 2k.

Випадок А. Розглянемо число

x′ = ∆q

c1c2...ci−1c
′

i(0)
.

Тодi або c′i < ci, або c′i > ci, причому або i = 2j−1,
або i = 2j.

A.1. Якщо c′2j > c2j , то

x′ − a = −(1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j −
−
(
−(1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j +

+ (1− q)2jqc1+...+c2j+1−(2j+1) − . . .−
− (1− q)2k−1qc1+...+c2k−2k

)
≥

≥ −(1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j +

+ (1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j >

> (1− q)2kqc1+...+c2k−2k = δ.

A.2. Якщо ж c′2j < c2j , то рiзниця

x′ − a = −(1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j −
−
(
−(1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j +

+ (1− q)2jqc1+...+c2j+1−(2j+1) − . . .−
− (1− q)2k−1qc1+...+c2k−2k

)
≤

≤ −(1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j +

+ (1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j < 0.

Отже, число x′ лежить за межами iнтервалу
(a; a+ δ). Аналогiчним чином можна показати, що
у випадках, коли c′2j−1 < c2j−1 i c′2j−1 > c2j−1,
число x′ /∈ (a; a + δ). Таким чином, з x ∈ B ви-
пливає, що ai(x) = ci для всiх i ≤ 2k i має мiсце
рiвнiсть (7), тобто x ∈ C.

Випадок B. Розглянемо тепер число

x′ = ∆q

c1c2...ci−1c
′

iai+1...ai+n(0)
.

Тодi також або c′i < ci, або c′i > ci, причому i може
бути парне чи непарне.

B.1. Розглянемо випадок, коли c′2j−1 > c2j−1.
Тодi рiзниця

x′ − a =
(
(1 − q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) −

− (1− q)2j−1qc1+...+c′2j−1+a2j−2j + . . .−
− (1− q)2(j+n)−1qc1+...+c′2j−1 ×

× qa2j+...+a2(j+n)−2(j+n)
)
−

−
(
(1 − q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1) −

− (1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j + . . .−
− (1− q)2k−1qc1+...+c2k−2k

)
≤

≤ (1 − q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) −
− (1− q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1) < 0.

B.2. Якщо c′2j > c2j , то

x′ − a =
(
−(1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j +

+ (1− q)2jqc1+...+c′2j+a2j+1−(2j+1) + . . .−
− (1− q)2(j+n)−1qc1+...+c′2j ×

× qa2j+1+...+a2(j+n)−2(j+n)
)
−

−
(
−(1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j +

+ (1− q)2jqc1+...+c2j+1−(2j+1) + . . .−
− (1− q)2k−1qc1+...+c2j+...+c2k−2k

)
≥

≥ −(1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j +

+ (1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j >

> (1− q)2kqc1+...+c2k−2k = δ.

Аналогiчно можна довести, що число x′ лежить
поза iнтервалом (a; a + δ), коли c′2j−1 < c2j−1 i
c′2j < c2j .

Випадок C. Розглянемо тепер число

x′ = ∆q

c1c2...ci−1c
′

iai+1ai+2...
.

У цьому випадку також або c′i < ci, або c′i > ci,
причому i може бути непарним чи парним числом.
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С.1. Розглянемо випадок, коли c′2j−1 < c2j−1.
Тодi рiзниця

x′ − a =
(
(1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) −

− (1− q)2j−1qc1+...+c′2j−1+a2j−2j + . . .
)
−

−
(
(1− q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1) −

− (1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j + . . .−
− (1− q)2k−1qc1+...+c2k−2k

)
=

=
(
(1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) −

− (1− q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1)
)
−

−
(
(1− q)2j−1qc1+...+c′2j−1+a2j−2j −

− (1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j
)
+ . . . ≥

≥ (1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) −
− (1− q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1) >

> (1− q)2kqc1+...+c2k−2k = δ.

С.2. Нехай тепер c′2j−1 > c2j−1. Тодi рiзниця

x′ − a =
(
(1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) −

− (1− q)2j−1qc1+...+c′2j−1+a2j−2j + . . .
)
−

−
(
(1− q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1) −

− (1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j + . . .−
− (1− q)2k−1qc1+...+c2k−2k

)
=

=
(
(1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) −

− (1− q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1)
)
−

−
(
(1− q)2j−1qc1+...+c′2j−1+a2j−2j −

− (1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j
)
+ . . . ≤

≤ (1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) −
− (1− q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1) < 0.

Так само мiркуючи, можна довести, що число
x′ /∈ (a; a+δ) у випадках, коли c′2j < c2j i c′2j > c2j .

Отже, x не може мати зображення, вiдмiнне
вiд (5)–(7), а це означає, що x ∈ C i B ⊂ C, а
тому B = C. Таким чином, при m = 2k цилiндр
∆q

c1c2...cm
є вiдрiзком [a; a + δ], що й треба було

довести.
Наслiдок 3. Для довжини цилiндра рангу m ма-

ють мiсце спiввiдношення:

|∆q
c1...cm

| = (1− q)m · qc1+...+cm−m ≤
≤ (1− q)m → 0 при m→ ∞.

Наслiдок 4. Якщо ∆q
c1c2...cm

— фiксований цилiндр,

то має мiсце рiвнiсть (основне метричне вiдно-

шення)

|∆q
c1c2...cmi|

|∆q
c1c2...cm | = (1− q) · qi−1.

Метричнi задачi

З основного метричного вiдношення, виразу
довжини цилiндра та формул суми членiв геоме-
тричної прогресiї випливають такi рiвностi.
Лема 5. Для мiри Лебега λ мають мiсце такi рiв-

ностi:

1. λ
(⋃k

i=1 ∆
q
c1...cmi

)
= (1− qk) · |∆q

c1...cm
| =

= (1− qk)(1− q)mqc1+...+cm−m;

2. λ
(⋃∞

i=k+1 ∆
q
c1...cmi

)
= qk · |∆q

c1...cm
| =

= (1− q)mqc1+...+cm+k−m;

3. λ
(⋃∞

i=k+1 ∆
q
c1...cmi

)
= qk(1−qn−k)· |∆q

c1...cm
| =

= (1− qn−k)(1 − q)mqc1+...+cm+k−m.

Теорема 6. Множина

C[∆q, V ] = {x : x = ∆q
a1a2...an...

, an ∈ V 6= N}

має нульову мiру Лебега.

Доведення. Проведемо мiркування для випадку, ко-
ли множина N \ V = {v} складається з одно-
го елемента, враховуючи, що якщо V1 ⊂ V2, то
C[∆q ;V1] ⊂ C[∆q;V2].

λ(C[∆q;V ]) = 1− |∆q
v| −

∑

i1 6=v

|∆q
i1v

| −

−
∑

i1 6=v

∑

i2 6=v

|∆q
i1i2v

| − . . . =

= 1− (1− q)qv−1 −
∑

i1 6=v

(1− q)2qi1+v−2 −

−
∑

i1 6=v

∑

i2 6=v

(1− q)3qi1+i2+v−3 − . . . =

= 1− (1− q)qv−1 − (1− q)2qv−2
∑

i1 6=v

qi1 −

− (1− q)3qv−3
∑

i1 6=v

∑

i2 6=v

qi1+i2 − . . . =

= 1− (1− q)qv−1 −
− (1− q)2qv−2

( q

1− q
− qv

)
−

− (1− q)3qv−3
( q

1− q
− qv

)2
− . . . =

= 1− (1− q)qv−1 −
− (1− q)qv−1

(
1− qv−1(1− q)

)
−

− (1− q)qv−1
(
1− qv−1(1− q)

)2 − . . . =

= 1− (1− q)qv−1

1− (1 − qv−1(1− q))
=

= 1− (1 − q)qv−1

qv−1(1− q)
= 1− 1 = 0.

Теорема 7. Множина C[∆q , V ] є самоподiбною,

якщо V — скiнченна, i N -самоподiбною, якщо

V — нескiнченна, самоподiбна i фрактальна роз-

мiрнiсть Хаусдорфа — Безиковича якої є розв’язком
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рiвняння ∑

v∈V

(
(1− q)qv−1

)x
= 1.

Доведення. Оскiльки

C =
⋃

n

Cn i C

1−q

q1−cn∼ Cn = ∆q
cn

∩ C,

то множина C є самоподiбною у випадку скiнчен-
ного об’єднання i N -самоподiбною, якщо n → ∞.
Її самоподiбна (N -самоподiбна) розмiрнiсть набу-
ває значень з нескiнченної множини i є розв’язком
рiвняння

∑

cn∈V

(
(1− q)qcn−1

)x
= 1.

Теорема 8. Мiра Лебега множини

C ≡ C[∆q, (Vn)] =

= {x : x = ∆q
a1a2...an...

, an(x) ∈ Vn ⊆ N}
обчислюється за формулою

λ(C) =

∞∏

k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
=

∞∏

k=1

(
1− λ(F k)

λ(Fk−1)

)
.

Доведення. Нехай F0 = (0; 1]. Оскiльки Fk — це
об’єднання цилiндрiв рангу k, серед внутрiшнiх то-
чок яких є точки множини C, то C ⊂ Fk+1 ⊂ Fk

для всiх k ∈ N i C = limk→∞ Fk =
⋂∞

k=1 Fk i
λ(C) = limk→∞ λ(Fk).

Тому з рiвностi Fk = Fk−1 \ F k маємо

λ(Fk) = λ(Fk−1)− λ(F k).

Звiдки

λ(C) = lim
k→∞

λ(Fk) =

= lim
k→∞

(
λ(Fk)

λ(Fk−1)
· λ(Fk−1)

λ(Fk−2)
· . . . · λ(F1)

λ(F0)

)
=

=
∞∏

i=1

λ(Fi)

λ(Fi−1)
=

∞∏

i=1

λ(Fi−1)− λ(F i)

λ(Fi−1)
=

=

∞∏

i=1

(
1− λ(F i)

λ(Fi−1)

)
.

А отже, λ(C) =
∏∞

i=1

(
1− λ(F i)

λ(Fi−1)

)
.

Наслiдок 9. Мiра Лебега множини C[∆q, (Vn)] до-

рiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли розбiгається

ряд
∞∑

k=1

λ(F k)

λ(Fk−1)
.

Теорема 10. Нехай c i s — фiксованi натуральнi

числа. Множина

C ≡ C[∆q, cs] =

= {x : x = ∆q
a1...an...

, де anan+1 6= cs ∀n ∈ N}
є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега.

Доведення. Доведемо, що C є нiде не щiльною
множиною за означенням.

Нехай (u, v) — довiльний iнтервал, що належить
(0, 1]. Не порушуючи загальностi, можемо вважа-
ти, що числа u i v мають нескiнченнi розклади.
Легко вказати цилiндр такий, що повнiстю нале-
жить iнтервалу (u, v). Справдi, оскiльки u < v, то
iснує k таке, що ak(u) 6= ak(v), але ai(u) = ai(v)
при i < k. Тодi можливi випадки: 1) k — непарне;
2) k — парне.

Тому в першому випадку: ak(u) > ak(v), а
отже,

∆q

a1(u)...ak(u)[ak+1(u)+1] ⊂ (u, v), i

∇q

a1(u)...ak(u)[ak+1(u)+1]cs ∩ C = ∅.

У другому випадку: ak(u) < ak(v), тому

∆q

a1(v)...ak(v)[ak+1(v)+1] ⊂ (u, v), i

∇q

a1(v)...ak(v)[ak+1(v)+1]cs ∩ C = ∅.

Тому множина C є нiде не щiльною за озна-
ченням.

Доведемо, що мiра Лебега множини C дорiвнює
нулю. Можливi випадки: 1) c = s; 2) c 6= s.

Нехай ∆
q

c1...cm
≡ ∆q

c1...cm
∩ C. Тодi в першому

випадку

C =
[⋃

i6=c ∆
q

i

]
∪
[⋃

i6=c ∆
q

ci

]
.

У другому випадку

C =
[⋃

i6=c ∆
q

i

]
∪
[⋃

c 6=i6=s ∆
q

ci

]
∪
[⋃

c 6=i6=s ∆
q

cci

]
∪

∪ . . . ∪
[⋃

c 6=i6=s ∆
q

c...c︸︷︷︸
k

i

]
∪ . . . ∪∆

q

(c).

Нехай F0 = (0, 1], F2k — об’єднання цилiндрiв
рангу 2k, серед внутрiшнiх точок яких є точки мно-
жини C,

F 2(k+1) = F2k \ F2(k+1). (8)

Очевидно, що F2k ⊃ F2(k+1) ⊃ C ∀ k ∈ N i

C =
⋂∞

k=1 F2k = lim
k→∞

F2k.

За неперервнiстю мiри Лебега зверху

λ(C) = lim
k→∞

λ(F2k).

Тодi

λ(C) =

= lim
k→∞

[
λ(F2k)

λ(F2(k−1))
· λ(F2(k−1))

λ(F2(k−2))
· . . . · λ(F2)

λ(F0)

]
=

= lim
k→∞

k∏

m=1

λ(F2m)

λ(F2(m−1))
=

∞∏

m=1

λ(F2m)

λ(F2(m−1))
. (9)
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З (8) маємо λ(F2(k+1)) = λ(F2k)− λ(F 2(k+1)) i

λ(F2(k+1))

λ(F2k)
= 1− λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
.

Пiдставивши в (9) отриманий вираз, одержимо

λ(C) =

∞∏

k=1

(
1− λ(F 2(k+1))

λ(F2k)

)
.

Останнiй нескiнченний добуток розбiгається до
нуля тодi i тiльки тодi, коли

∞∑

k=1

λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
= ∞. (10)

Знайдемо оцiнки останнього вiдношення.
Нехай ∆q

c1...c2k
— цилiндр з F2k. Можливi ви-

падки: 1) c2k = c, 2) c2k 6= c.

Якщо c2k = c, то

∇q
c1...c2ks

∩C = ∅ i
|∆q

c1...c2ks
|

|∆q
c1...c2k |

= (1− q)qs−1.

Якщо c2k 6= c, то

∇q
c1...c2kcs

∩C = ∅ i
|∆q

c1...c2kcs
|

|∆q
c1...c2k |

= (1− q)2qc+s−2.

Тому, враховуючи це, маємо

0 < (1−q)2qc+s−2 ≤ λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
≤ (1−q)qs−1 < 1.

Отже, ряд (10) розбiгається, оскiльки не ви-
конується необхiдна умова збiжностi ряду i тому
λ(C) = 0. Теорему доведено.
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GEOMETRY AND FOUNDATION OF METRIC THEORY OF
COUNTABLE-PARAMETER REPRESENTATION OF REAL
NUMBERS BELONGING TO UNIT HALF-OPEN INTERVAL

In the paper, we introduce the one-parameter representation of real number belonging to unit half-open

interval such that its alphabet is a set of positive integers and numbers are encoded by means of alternating

series and their partial sums. We study the geometry of this representation (properties of cylinders) and lay the

foundation of metric theory.
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