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Встановлено достатнi та необхiднi умови, коли вiнцевий добуток скiнченних груп пiдстановок за

частково впорядкованими множинами є скiнченно породженим у топологiчному сенсi.

Ключовi слова: вiнцевий добуток, проскiнченна група, скiнченно породженiсть.

Вступ

Вiнцевий добуток вiдiграє фундаментальну
роль у теорiї груп завдяки теоремi Калужнiна —
Краснера, згiдно з якою вiнцевий добуток B ≀A мi-
стить iзоморфнi копiї всiх можливих розширень A
за допомогоюB. Iтерованi вiнцевi добутки груп ви-
користовуються для опису силовських пiдгруп си-
метричної групи та груп матриць над скiнченними
полями.

Для побудови злiченних локально скiнченних
p-груп з деякими спецiальними властивостями
Холл [1] використав конструкцiю обмеженого вiн-
цевого добутку нескiнченної кiлькостi скiнченних
груп, проiндексованих за лiнiйно впорядкованою
множиною. Пiзнiше Сiлкок [2] розглянув цю кон-
струкцiю для довiльних частково впорядкованих
множин i застосував її для того, щоб показати,
що для кожної непорожньої частково впорядко-
ваної множини Λ iснує група, ґратка нормальних
пiдгруп якої iзоморфна дистрибутивнiй ґратцi 2Λ.
Також Дiксон та Фоурнелле [3] узагальнили деякi
результати Холла на вiнцевi добутки за частково
впорядкованими множинами.

Необмежений вiнцевий добуток груп допускає
рiзнi узагальнення на вiнцевi добутки за частково
впорядкованими множинами. Такi конструкцiї були
запропонованi Голландом [4], Веллсом [5], Фейн-
бергом [6], i загальне означення узагальненого вiн-
цевого добутку дав Бехрендт [7].

Обернену границю iтерованих вiнцевих добут-
кiв Gn ≀ . . . ≀ G1 (так званi нескiнченно iтерова-
нi вiнцевi добутки) можна розглядати як необ-
меженi вiнцевi добутки за множиною вiд’ємних
цiлих чисел. Для таких груп природним чином вво-
диться проскiнченна топологiя, i багато матема-
тикiв дослiджували питання, коли iтерованi вiн-
цевi добутки є скiнченно породженими в топо-
логiчному сенсi. Бхаттачарджi [8] показала, що
вiнцевий добуток простих неабелевих знакозмiн-
них груп є двопородженим у топологiчному сенсi.
Цей результат було узагальнено на вiнцевi до-
бутки довiльних скiнченних простих неабелевих
груп (див. [9; 10]). Бондаренко [11] навiв критерiй
скiнченно породженостi нескiнченно iтерованого

вiнцевого добутку скiнченних транзитивних груп з
рiвномiрно обмеженою кiлькiстю твiрних. Пiзнi-
ше Детомi та Луччiнi [12] узагальнили цей ре-
зультат.

У цiй роботi ми розглядаємо необмеженi вiнцевi
добутки скiнченних груп пiдстановок за частково
впорядкованими множинами Λ. Показано, що такi
групи є оберненою границею вiнцевих добуткiв за
деякими пiдмножинами в Λ. Якщо Λ не має ланцю-
гiв, що нескiнченно зростають, то цi пiдмножини
є скiнченними i вiдповiдний необмежений вiнце-
вий добуток є проскiнченною групою. Для таких
груп ми розглядаємо питання скiнченно породже-
ностi в топологiчному сенсi i наводимо деякi необ-
хiднi та достатнi умови, якi узагальнюють вiдпо-
вiднi умови для нескiнченно iтерованих вiнцевих
добуткiв.

Вiнцевi добутки за частково
впорядкованими множинами

Частково впорядкованi множини. Частково

впорядкованою множиною (ч.в.м.), (Λ,≤), нази-
вається множина Λ iз заданим на нiй рефлексив-
ним, антисиметричним та транзитивним бiнарним
вiдношенням ≤ (кажуть λ < µ, якщо λ ≤ µ i
λ 6= µ). Елемент λ ∈ Λ називається мiнiмальним

(максимальним), якщо не iснує елемента µ < λ
(µ > λ). Через maxΛ будемо позначати множину
всiх максимальних елементiв ч.в.м. Λ. Для елемен-
та λ ∈ Λ через λ▽ будемо позначати множину всiх
елементiв з Λ, що бiльшi або рiвнi λ. Частково впо-
рядкована множина, в якiй довiльнi два елементи
або рiвнi, або непорiвняльнi, називається антилан-

цюгом.
Нехай (Λ,≤) — деяка частково впорядкована

множина i λ1, λ2 ∈ Λ. Елемент λ2 буде верхнiм
сусiдом λ1 (а λ1 буде нижнiм сусiдом λ2), якщо
λ1 < λ2 i не iснує µ ∈ Λ такого, що λ1 < µ <
< λ2. Через LN(λ) будемо позначати множину
всiх нижнiх сусiдiв, а через UN(λ) — множину всiх
верхнiх сусiдiв для λ ∈ Λ.

Означення вiнцевого добутку за частково впо-

рядкованою множиною.Нехай (Λ,≤)—деякачаст-
ково впорядкована множина i для кожного λ ∈ Λ
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задана група пiдстановок (Gλ, Xλ). Позначимо

X =
∏

λ∈Λ

Xλ =
{
(xλ)λ∈Λ : xλ ∈ Xλ

}
.

Якщо λ — максимальний елемент у ч.в.м. Λ, то
Xλ = {∅}, де ∅ — порожнє слово; для решти ви-
падкiв

Xλ =
∏

µ>λ

Xµ.

Вiнцевим добуткомW = wrλ∈ΛGλ за частково

впорядкованою множиною Λ буде називатися гру-
па, що дiє на множинi X i складається з елементiв
такого вигляду:

g = (g(y,λ))λ∈Λ,y∈Xλ
, де g(y,λ) ∈ Gλ.

Дiя елемента g на множинi X задається таким пра-
вилом: для x = (xµ)µ∈Λ ∈ X покладемо

g(x) = (g(yλ,λ)(xλ))λ∈Λ ∈ X,

де yλ = (xµ)µ>λ, тобто λ-координатою g(x) буде
елемент g(yλ,λ)(xλ). Отже, λ-координата g(x) не
залежить вiд координат xµ при µ < λ, i тому ми
можемо звузити дiю групи W на Xλ.

Добуток елементiв g = (g(y,λ) ∈ Gλ)λ∈Λ,y∈Xλ
,

h = (h(y,λ) ∈ Gλ)λ∈Λ,y∈Xλ
∈ W задаватиметься

такою формулою:

g · h = (g(y,λ)h(g(y),λ))λ∈Λ,y∈Xλ
.

Вiнцевi добутки як проскiнченнi границi. Ре-
алiзуємо вiнцевий добуток груп як обернену гра-
ницю. Бiльше того, за певних умов ця обернена
границя буде проскiнченною групою. Таким чи-
ном, ми визначимо топологiю на деяких вiнцевих
добутках.

Символом B будемо позначати всi пiдмножи-
ни Λ вигляду ∪λ∈Iλ

▽, де I — деяка скiнченна пiд-
множина Λ. На множинi B введемо вiдношення
порядку � за включенням, тобто Λ1 � Λ2 тодi i
тiльки тодi, коли Λ1 ⊆ Λ2, для Λ1,Λ2 ∈ B. Тодi
(B,�) — частково впорядкована множина. Якщо
Λ1,Λ2 ∈ B, то Λ1∪Λ2 ∈ B. До того ж Λ1 � Λ1∪Λ2

i Λ2 � Λ1 ∪ Λ2. Тому (B,�) є напрямленою мно-
жиною.

Зафiксуємо набiр груп пiдстановок (Gλ, Xλ).
Якщо Λ1,Λ2 ∈ B, Λ1 � Λ2, тодi iснує гомоморфiзм
«обмеження» ϕΛ1,Λ2 , що дiє з W2 = wrλ∈Λ2 Gλ

в W1 = wrλ∈Λ1 Gλ. Позначимо X1 =
∏

λ∈Λ1
Xλ,

X2 =
∏

λ∈Λ2
Xλ. Нехай x = (xλ)λ∈Λ2 ∈ X2. Тодi

x|X1 = (xλ)λ∈Λ1 . Гомоморфiзм ϕΛ1,Λ2 визначимо
за таким правилом. Нехай g2 ∈ W2 i g2(x) = y. Тодi
ϕΛ1,Λ2(g2) = g1, де g1(x|X1 ) = y|X1 . Оскiльки зна-
чення λ-координати y залежить лише вiд тих зна-
чень xµ, що µ ≥ λ, то вiдображення ϕΛ1,Λ2 визна-
чено коректно, причому воно буде гомоморфiзмом.

До того ж, якщо Λ1,Λ2,Λ3 ∈ B, Λ1 � Λ2 � Λ3,
то ϕΛ1,Λ2(ϕΛ2,Λ3) = ϕΛ1,Λ3 . Отже, система груп
(wrλ∈∆Gλ)∆∈B утворює iнверсну систему, i ми
можемо визначити її обернену границю.

У випадку, коли Λ є злiченною лiнiйно впоряд-
кованою з максимальним елементом, то обернена
границя за такою частково впорядкованою множи-
ною збiгається з нескiнченно iтерованим вiнцевим
добутком. Якщо ж Λ є антиланцюгом, то тодi обер-
нена границя збiгається з прямим добутком.
Твердження 1. Вiнцевий добуток груп (Gλ, Xλ)
за ч.в.м. Λ збiгається з оберненою границею груп

wrλ∈∆Gλ, ∆ ∈ B.

Доведення. Позначимо обернену границю груп
wrλ∈∆Gλ, ∆ ∈ B, через V . З означення оберненої
границi випливає, що V ⊂ ∏

∆∈B
wrλ∈∆Gλ. Ця

група дiє на множинi
∏

∆∈B
(
∏

λ∈∆Xλ). З означен-
ня оберненої границi випливає, що ми можемо ото-
тожнити всi однаковi Xλ, що вiдповiдають рiзним
∆ ∈ B. Тодi група V дiє на множинi X , причому
так само як вiнцевий добуток wrλ∈ΛGλ.

Якщо всi множини λ▽, де λ ∈ Λ, скiнченнi,
то тодi скiнченними будуть i всi елементи з Λ, що
належать B. Якщо до того ж усi алфавiти Xλ скiн-
ченнi, то скiнченними будуть усi групи wrλ∈∆Gλ,
∆ ∈ B. У цьому випадку обернена границя вiн-
цевих добуткiв wrλ∈∆Gλ, а отже, i вiнцевий до-
буток за ч.в.м. Λ буде проскiнченною групою.
Такi групи є топологiчними групами, i для них
можна розглядати породженiсть у топологiчному
сенсi.

Будемо казати, що топологiчна група W поро-

джується пiдмножиною V у топологiчному сен-

сi, якщо пiдгрупа, породжена цiєю множиною, є
скрiзьщiльною в W . Якщо при цьому V скiнчен-
на, то будемо казати, що W скiнченно породжена

в топологiчному сенсi.

Результати

У цьому роздiлi будемо розглядати ч.в.м. (Λ,≤)
та набiр груп (Gλ, Xλ)λ∈Λ, якi задовольняють такi
обмеження:
1. усi (Gλ, Xλ) є скiнченними нетривiальними
групами пiдстановок;
2. для довiльного λ ∈ Λ множина λ▽ скiнченна,
тобто Λ не мiстить ланцюгiв, що нескiнченно зро-
стають.

За таких умов вiнцевий добутокW = wrλ∈ΛGλ

буде проскiнченною групою, а отже, й топологiч-
ною групою. Можемо розглядати породженiсть у
топологiчному сенсi (надалi просто породженiсть)
для групи W . Породженiсть прямих добуткiв скiн-
ченних груп також буде розглядатися в тополо-
гiчному сенсi. Через d(W ) позначатимемо мiнi-
мальну кiлькiсть твiрних у топологiчному сенсi
групи W .



Самойлович I. О. Скiнченна породженiсть вiнцевих добуткiв за частково впорядкованими множинами 31

Введемо позначення, котрi будемо надалi вико-
ристовувати. Елементи множини B будемо назива-
ти скiнченними початками. Нехай W = wrλ∈ΛGλ

i ∆ — скiнченний початок Λ. Для g ∈ W i
x = (xµ)µ∈∆ можемо визначити:

g(x) = (g(yλ,λ)(xλ))λ∈∆ ∈
∏

µ∈∆

Xµ, yλ = (xµ)µ>λ.

Нехай A ⊂ W , λ ∈ Λ, x ∈ Xλ. Тодi A(x,λ) =
= {g(x,λ) | g ∈ A} ⊂ Gλ, що будемо називати
проекцiєю множини A на пару (x, λ).

Оскiльки W є оберненою границею вiнцевих
добуткiв, то для g ∈ W символом g|∆ будемо
позначати ∆-координату елемента g в оберненiй
границi. Якщо ∆ ∈ B i множина A є пiдмножи-
ною W , то символом A|∆ позначатиметься мно-
жина {g|∆ | g ∈ A} i називатиметься проекцiєю
множини A на ∆. Якщо A — група, то A|∆ теж
буде групою.

Комутант групи G будемо позначати G′.
Лема 2. Група

∏
λ∈ΛGλ/Gλ

′ є епiморфним обра-

зом групи W = wrλ∈ΛGλ.

Доведення. Зауважимо, що якщо для елемен-
тiв h1, . . . , hn з деякої групи H виконується
h1h2 . . . hn ∈ H ′, то для довiльної переста-
новки π на множинi {1, . . . , n} справедливо
hπ(1)hπ(2) . . . hπ(n) ∈ H ′.

Зафiксуємо в кожнiй з множин Xλ елемент,
який будемо позначати 1λ. Гомоморфiзм f : W →∏

λ∈ΛGλ/Gλ
′ визначимо за таким правилом:

f(g) =

(( ∏

x∈Xλ

g(x,λ)

)
Gλ

′

)

λ∈Λ

.

Коректнiсть визначення f i те, що f є гомомор-
фiзмом, випливає iз зауваження, наведеного вище.

Покажемо, що цей гомоморфiзм буде епiмор-
фiзмом. Виберемо довiльний h = (hλ)λ∈Λ ∈
∈ ∏λ∈ΛGλ/Gλ

′. Тепер виберемо елемент g ∈ W ,
щоб вiн задовольняв таку умову:

g(x,λ)Gλ
′ =

{
hλ, якщо x = (1µ)µ>λ;

Gλ
′, iнакше.

Тодi

(f(g))λ =
∏

x∈Xλ

g(x,λ) =

=

( ∏

x∈Xλ\{(1µ)µ>λ}

Gλ
′

)
· hλGλ

′ = hλGλ
′.

Лему доведено.
Наведемо декiлька необхiдних умов скiнченно

породженостi вiнцевого добутку за частково впо-
рядкованою множиною.

Твердження 3. Нехай дано частково впорядко-

вану множину (Λ,≤) та набiр груп (Gλ)λ∈Λ,

що задовольняють умови 1 та 2. Якщо група

W = wrλ∈ΛGλ є скiнченно породженою, то ви-

конуються такi умови:

(i) d
(∏

λ∈Λ(Gλ/Gλ
′)
)
<∞;

(ii) d
(∏

λ∈maxΛGλ

)
<∞;

(iii) Iснує d таке, що d(Gλ) ≤ d ·∏µ>λ |Xµ| для

довiльного λ ∈ Λ \maxΛ.

Доведення. (i) Випливає з леми 2.
(ii) Образ елемента x = (xλ)λ∈Λ ∈ X при дiї
на нього g ∈ W не залежить вiд координат xµ
при µ < λ. Тому ми маємо епiморфiзм з W в∏

λ∈maxΛGλ.
(iii) Якщо в нас є вiнцевий добуток скiнчен-
них груп (G, Y ) та H , то виконується нерiвнiсть
d(H ≀G) ≥ d(H)

|Y | . Множини {µ | µ ≥ λ} i {µ |
µ > λ} є непорожнiми початками для довiльного
λ ∈ Λ \maxΛ. З означення вiнцевого добутку ви-
пливає, що wrµ≥λGµ = Gλ ≀ (wrµ>λGµ). Тодi

d(wrµ≥λGµ) = d(Gλ ≀ (wrµ>λGµ)) ≥
d(Gλ)

|Xλ|
.

Оскiльки група W є скiнченно породженою, то
iснує така стала d, що d ≥ d(wrµ≥λGµ) для до-
вiльного λ ∈ Λ \maxΛ. Маємо

d(Gλ) ≤ d · |Xλ| = d ·
∏

µ>λ

|Xµ|,

що й потрiбно було довести.
Умови попередньої теореми не є достатнiми

умовами скiнченної породженостi, як показує та-
кий приклад.
Приклад 1. Нехай Λ складається з елементiв {λi |
i ∈ N}, де λ1 > λi для всiх i > 1, а при i 6= j та
i, j > 1 всi λi та λj не порiвняльнi. Нехай Gλ = A5

для всiх λ ∈ Λ. Тодi всi умови в твердженнi 3 вико-
нуються. З означення вiнцевого добутку випливає,
що

wrλ∈ΛGλ =

( ∏

λ∈Λ\{λ1}

Gλ

)
≀Gλ1 =

(∏

i>1

A5

)
≀ A5.

Група
∏

i>1 Alt(5) не є скiнченно породженою,
а тому група wrλ∈ΛGλ теж не є скiнченно по-
родженою.
Лема 4. Нехай дана ч.в.м. (Λ,≤) та набiр транзи-

тивних груп (Gλ)λ∈Λ, що задовольняють умови 1

та 2. Група W = wrλ∈ΛGλ скiнченно породжена

тодi i тiльки тодi, коли iснує сталаC така, що для

довiльного скiнченного початку ∆ кiлькiсть твiр-

них вiнцевого добутку wrλ∈∆Gλ обмежена цiєю

сталою: d(wrλ∈∆Gλ) ≤ C.
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Доведення. Необхiднiсть випливає прямо з озна-
чення оберненої границi. Покажемо достатнiсть.
Для кожного скiнченного початку ∆ розглянемо
множину всiх систем твiрних, що складаються не
бiльше нiж з C елементiв, тобто

B∆ = {A⊂wrλ∈∆Gλ | 〈A〉=wrλ∈∆Gλ, |A| ≤C}.

З умови теореми випливає, що для довiльного скiн-
ченного початку ∆ множина B∆ непорожня.

Можемо вважати, що гомоморфiзми «обрi-
зання» ϕ∆1,∆2 дiють на B∆ поточково, тобто
ϕ∆1,∆2(A) = (ϕ∆1,∆2(g))g∈A ∈ B∆1 , де A ∈ B∆2 .
Набiр множин (B∆)∆∈B разом з гомоморфiзма-
ми «обрiзання» (ϕ∆1,∆2)Λ1⊆Λ2∈B утворюють iн-
версну систему. Можемо розглянути обернену гра-
ницю V по цiй iнверснiй системi. Оскiльки всi мно-
жини (B∆)∆∈B непорожнi, то непорожньою буде
й обернена границя V . Довiльний елемент з V бу-
де пiдмножиною в W , причому вiн буде системою
твiрних дляW . Також кожен елемент з V буде скла-
датись не бiльше нiж з C елементiв. Таким чином,
ми довели iснування скiнченної системи твiрних.
Лема 5. Нехай дана ч.в.м. (Λ,≤) та набiр транзи-

тивних груп (Gλ)λ∈Λ, що задовольняють умови 1

та 2. Зафiксуємо xλ ∈ Xλ для кожного λ ∈ Λ. Тодi

набiр груп Ĝλ, λ ∈ Λ, що визначаються за таким

правилом:

(Ĝλ)(x,ν) =

{
Gλ, якщо x = xλ i ν = λ;

{e}, iнакше;

задає систему твiрних для wrλ∈ΛGλ.

Доведення. Спочатку розглянемо випадок, коли Λ
скiнченна.

Ми можемо доповнити порядок ≤ на Λ до лiнiй-
ного, тобто iснує такий лiнiйний порядок (Λ,�),
що з нерiвностi λ ≤ µ випливає нерiвнiсть λ � µ.
Впорядкуємо множину Λ за цим порядком: Λ =
= {. . . ≺ λ1 ≺ λ0}. Тодi скористаємося методом
математичної iндукцiї по множинi Λ з порядком �.
Припущення iндукцiї таке: для фiксованого λ, для
всiх µ ≺ λ i для довiльного yµ ∈ Xµ ми породили
множини:

(Ĝ(yµ,µ))(x,ν) =

{
Gµ, якщо x = yµ i ν = µ;

{e}, iнакше.

Базою iндукцiї є твердження для λ0, який є макси-
мальним елементом. Тому група Ĝ(∅,λ0) нам дана
з умови. Треба показати, що аналогiчнi групи ми
можемо отримати i для решти елементiв з Λ. Зафiк-
суємо λ ∈ Λ \ {λ0} i yλ = (yν)ν<λ ∈ Xλ. Оскiльки
всi групи Gν транзитивнi, то для кожного ν ∈ Λ
виберемо елемент gν ∈ Gν такий, що gν(yν) = xν .
Тодi для всiх µ < λ за припущенням iндукцiї ми

вже породили такi елементи

(gµ)(x,ν) =

{
gµ, якщо x = (yη)η<µ i ν = µ;

e, iнакше.

Визначимо g = gµ...
· . . . · gµ1 · gµ0 (в цьому добутку

є всi µi < λ), де µ0 < µ1 < . . . < λ. Маємо

(g)(x,ν) =

{
gµ, якщо x = (yη)η<µ i ν < λ;

e, iнакше.

Звiдси бачимо, що g(yλ) = (gµ(yµ))µ<λ =
= (xµ)µ<λ. Залишається зауважити

gĜλg
−1 = Ĝ(yλ,λ).

Таким чином, ми можемо отримати систему твiр-
них для обмеженого вiнцевого добутку (див. [1]).
Оскiльки Λ в цiй теоремi скiнченна, то обмеже-
ний вiнцевий добуток за ч.в.м. i необмежений збi-
гаються. Таким чином, ми довели твердження для
випадку, коли Λ скiнченна.

Якщо Λ нескiнченна, ми розглядаємо всi проек-
цiї на скiнченнi початки, а для них ми вже довели
твердження.
Теорема 6. Нехай дана ч.в.м. (Λ,≤) та набiр

транзитивних груп (Gλ)λ∈Λ, що задовольняють

умови 1 та 2. Якщо група
∏

λ∈ΛGλ є скiнченно по-

родженою, то скiнченно породженою буде i група

W = wrλ∈ΛGλ.

Доведення. Оскiльки групи Gλ нетривiальнi, то
можемо зафiксувати в кожнiй з множин Xλ два
рiзних елементи, якi будемо позначати 1λ та 2λ.
Тепер побудуємо групи Ĝλ:

(Ĝλ)(x,ν)=





Gλ, якщо ν = λ i

x = (1µ)µ>λ,µ6∈UN(λ)(2µ)µ∈UN(λ);

{e}, iнакше.

Виберемо скiнченнi системи твiрних для груп∏
λ∈maxΛGλ та

∏
λ∈Λ\maxΛGλ:

∏

λ∈maxΛ

Gλ = 〈a1, . . . , as〉,
∏

λ∈Λ\maxΛ

Gλ = 〈c1, . . . , cm〉.

Можемо записати ai = (ai,λ)λ∈maxΛ i ci =
= (ci,λ)λ∈Λ\maxΛ.

Тепер визначимо елементи {b1, . . . , bs} ⊂W та-
ким чином: (bi)(∅,λ) = ai,λ, λ ∈ maxΛ, а всi iн-
шi (bi)(x,λ) тривiальнi. Також визначимо елементи
{d1, . . . , dm} ⊂W таким чином:

(di)(x,λ)=





ci,λ, якщо λ ∈ Λ \maxΛ i

x = (1µ)µ>λ,µ6∈UN(λ)(2µ)µ∈UN(λ);

e, iнакше.

Виберемо деякий скiнченний початок ∆. Роз-
глянемо множину A = {b1, . . . , bs, d1, . . . , dm}|∆.
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Тепер виберемо деяке λ ∈ ∆ i покажемо, що Ĝλ|∆
можна породити за допомогою елементiв з A.
Якщо λ ∈ max∆, то λ ∈ maxΛ. У такому ви-
падку ми можемо породити Ĝλ|∆ за допомогою
{b1, . . . , bs}. Припустимо λ 6∈ maxΛ. Вибере-
мо деякий елемент f ∈ Gλ. Можемо вибрати
ci1ci2 . . . cik = (gµ)µ∈Λ\maxΛ, де gλ = f i gµ
тривiальний при µ ∈ ∆ \ {λ}. Тепер розгля-
немо добуток di1di2 . . . dik . Порахуємо didj =
=

{
(di)(x,µ)(dj)(di(x),µ) | x ∈ Xµ

}
. Нехай x =

= (1ν)ν>µ,ν 6∈UL(µ)(2ν)ν∈UL(µ). З означення di
випливає, що di(x) = ((di)((1ν)ν>δ,δ)(xδ))δ>µ =
= (xδ)δ>µ = x. Отже, (didj)(x,µ) =
= (di)(x,µ)(dj)(x,µ). Тодi (didj)(x,µ) = ci,µcj,µ. Ана-
логiчна ситуацiя буде за бiльшої кiлькостi множ-
никiв. Тому (di1di2 . . . dik)(x,µ) = f , при µ = λ i

x = (1µ)µ>λ,µ6∈UL(λ)(2µ)µ∈UL(λ), а всi iншi тривi-

альнi. Таким чином, ми можемо породити Ĝλ|∆.
Наслiдок 7. Нехай дана ч.в.м. (Λ,≤) та набiр

транзитивних абелевих груп (Gλ)λ∈Λ, що задо-

вольняють умови 1 та 2. Група W = wrλ∈ΛGλ

буде скiнченно породженою тодi i тiльки тодi,

коли скiнченно породженою є група
∏

λ∈ΛGλ.

Доведення. Необхiднiсть випливає з твердження 3,
а достатнiсть — з попередньої теореми.
Твердження 8. Нехай Λ є об’єднанням скiн-

ченної кiлькостi ч.в.м. Λi, а (Gλ)λ∈Λ — набiр

транзитивних груп пiдстановок. Якщо всi групи

Wi = wrλ∈Λi
Gλ є скiнченно породженими, то гру-

па W = wrλ∈ΛGλ теж є скiнченно породженою.

Доведення. Об’єднання систем твiрних для груп
Wi є системою твiрних для групи W .
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I. Samoilovych

ON FINITE GENERATION OF WREATH PRODUCT BY
PARTIALLY ORDERED SET

Sufficient and necessary conditions were found for the finite generation in the topological sense of the

wreath product of finite permutation groups by the partially ordered set.
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